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От редколлегии

Центр логических исследований Института философии Российской 
Академии Наук и Общественный институт логики, когнитологии и развития 
личности начинают публиковать регулярную серию "Логические исследования". 
Сектор логики ИФАН с момента своего образования в 1960 году выпустил 20 
коллективных работ по логике и ее приложениям, в том числе: "Философские 
вопросы современной формальной логики"(1962), "Проблемы логики научного 
познания"(1964), "Логическая семантика и модальная логика"(1967), 
"Неклассическая логика"(1970), "Философия и логика"(1974), "Методы 
логического анализа"(1977), "Логический вывод"(1979), "Модальные и 
интенсиональные логики и их применение к проблемам науки"(1984), 
"Синтаксические и семантические исследования неэкстенсиональных 
логик"(1989), "Исследования по неклассическим логикам"(1989).

Координации исследований способствовал постоянно действующий научно- 
исследовательский семинар по логике (руководитель профессор ВА.Смирнов). 
Начиная с 1982 года регулярно публикуются ротаиринтным способом труды 
семинара; к настоящему времени вышло 9 выпусков. В работе семинара и 
изданиях сектора логики принимали активное участие ведущие ученые нашей 
страны и зарубежных стран.

На современном этапе развитие логики связано, с одной стороны, с 
глубокими эпистемологическими и онтологическими проблемами, а с другой - 
с применением логики к компьютерным наукам. Это единый процесс. Сюда 
следовало бы добавить работы на стыке логики и лингвистики.

Целью издания "Логических исследований" является публикация 
оригинальных работ в области символической и философской логик и их 
приложений к методологии науки, компьютерным . наукам, лингвистики, 
когнитологии.

Учитывая, что логика является необходимым компонентом образования, в 
том числе и гуманитарного, мы надеемся, что систематический выпуск 
"Логических исследований" будет способствовать развитию научной философии 
и внедрению рациональных форм аргументации, столь необходимых в наше 
время.

В первый выпуск вошли статьи, написанные на основе докладов, сделанных 
на 3-ей польско-советской конференции по логике (Москва, 1990 г.)



3.Павлах

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МНОЖЕСТВА - ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ*

Введение
Понятие приближенного множества было предложено автором в 

[ 16] в качестве математического инструмента для анализа рас
плывчатых и неточных данных, инструмента, отличного от теории 
нечетких множеств [27]. Представляется, что такой подход может 
иметь значение во многих областях, связанных с использованием 
искусственного интеллекта, например: в машинном обучении, ин
дуктивном выводе, распознавании образов, анализе расплывчатых 
данных, системах поддержки принятия решения и др.

Исходным пунктом настоящего обсуждения проблемы является то 
обстоятельство, что во многих приложениях математических тео
рий нам дано некое множество объектов (состояний, процессов, 
обстоятельств и т.д.), но мы не можем различить их доступными 
нам средствами измерения, наблюдения или описания. Иными сло
вами, недостаток знания может быть серьезным препятствием при 
рассуждениях об объектах, явлениях, процессах и т.д.

Таким образом, наша основная предпосылка состоит в том, что 
расплывчатость или неточность ведет к неразличилости, формаль
но репрезентирующей наш недостаток знаний и являющейся осново
полагающей идеей философии приближенных множеств. Это отноше
ние используется для определения основных операций на множест
вах, нижней и верхней аппроксимаций множества; имеется в виду, 
что эти последние используются вместо точных понятий (мы, как 
обычно, отождествляем понятия с подмножествами некоторого уни
версума) .

Мы трактуем любое множество данных как особого рода таблицу 
решений, а нижние и верхние аппроксимации используются для 
анализа свойств таблиц решений. Например, таблица принятия 
решений может содержать данные о пациентах, страдающих опреде
ленной болезнью, а симптомы, наличествующие у пациентов, рас
сматриваются как кондициональные атрибуты, и, например, сос
тояние здоровья пациента можно рассматривать как атрибут, от
носительно которого принимается решение. Тогда основной вопрос 
состоит в том, можно ли по симптомам пациента определить сос
тояние его здоровья. Иными словами, нас интересуют зависимости 
между атрибутами в таблице решений.

Концепция приближенных множеств представляется очень хорошо 
приспособленной для формального анализа вопросов такого рода.

В настоящее время несколько компьютерных систем анализа

*Пер. с англ. А.Л.Блинова.
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данных реализованы и успешно применяются в промышленности, 
медицине, социологии, психологии и других областях: [2,9,20]. 
В этой статье мы даем основные определения и свойства прибли
женных множеств и таблиц решений, необходимые для этих прило
жений.

С приближенными множествами связаны и другие области иссле
дований. Соответствующая литература перечислена в конце 
статьи.

1.Приближенные множества
1.1.Аппроксимационное пространство. Исходный пункт нашего 

анализа - понятие аппроксимационного пространства. Аппроксима
ционное пространство есть пара A=(U,R), где и - множество, 
называемое универсумом, a R - бинарное отношение на 17, назы
ваемое отношением неразличимости.

Отношение неразличимости должно, конечно, быть рефлексивным 
и симметричным, т.е. й(х,а:), и Д(аг,у) влечет R(y,x) для каждо
го x,yeU. Стало быть, в общем случае R есть отношение типа 
толерантности. Мы будем предполагать, что отношение неразличи
мости также и транзитивно, т.е. из Rix,y) и R(y,z) следует 
R(x,z) для всех x,ytzeU. Таким образом, мы предполагаем, что R 
- отношение типа эквивалентности. Это допущение мотивировано 
многими практическими приложениями вводимого нами понятия.

Если R - некоторое отношение неразличимости, то символом R* 
обозначим семейство всех классов эквивалентности отношения R 
(т.е. разбиение, соответствующее R), классы эквивалентности 
отношения R называются R-элементарными множествами пространст
ва А (или блоками семейства Д*). Если понятно, какое R имеется 
в виду, д-элементарные множества будут называться элементарны
ми множествами в A. R-элементарное множество, содержащее эле
мент я€17, будет обозначаться [a?]R.

Если Д(я,у), то мы говорим, что х и у R-неразличимы.
Каждое объединение некоторых Д-элементарных множеств будем 

называть R-различимым множеством и обозначать DIS(R), если 
множество не является д-различимым, будем говорить, что оно 
R-неразличимое, или приближенное относительно д или приближен
ное в аппроксимационном пространстве А=(17,Д). Мы постулируем, 
что пустое множество 0 Д-различимо для любого Д. Очевидно, что 
семейство всех Д-различимых множеств образует булеву алгебру, 
т.е. оно замкнуто относительно пересечения, объединения и до
полнения множеств. А вот семейство всех д-неразличимых мно
жеств не является булевой алгеброй, потому что оно не замкнуто 
относительно теоретико-множественных объединения и пересе
чения .

Если А=(17,д) и А ' = (17', д ’ ) - два аппроксимационных простран
ства и 17'С17, Д ’сд, мы говорим, что А' - субаппроксимационное 
пространство пространства А.

Если B=(17,Q) - субаппроксимационное пространство прост-
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ранства А-(17,Д), мы говорим, что В лельче, чем А. а А крупнее, 
чем В.

Если все Д-элементарные множества состоят из одного элемен
та каждое (Д - отношение равенства), то соответствующее ап
проксимационное пространство А= (17, д) будем называть диск
ретны.

Разумеется, в дискретном аппроксимационном множестве каждое 
подмножество универсума и Д-различимо.

З а м е  ч а н и е .  Иногда можно считать, что отношение не
различимости репрезентирует недостаток наших знаний об элемен
тах универсума. Чем больше мы знаем, тем тоньше соответствую
щее аппроксимационное пространство, и следовательно, мы спо
собны точнее различать элементы универсума.

1.2.Аппроксимация множеств. В излагаемом подходе основную 
роль играет понятие аппроксимации одного множества другим.

Предположим, нам дано аппроксимационное пространство 
А= (17,Д) и подмножество хяи, Определим два множества

RX={ xeU : [а?]_ £Х>К
и
RX=(xeU : [z]RnX*0>,

называемые R-нижней и R-веросней аппроксилацияли множества х 
соответственно.

Множество ВД_(Х)=ДХ-ДХ будем называть R-границей множества 
X, или R-пограничной областью множества х.

Будем также использовать следующие обозначения: 
posr(x )=rx-r - R-положительная область множества х. 
negr(X)=ij-RX - R-отрицательная область множества X.

Положительная область POSR(X) и отрицательная область 
NEG-.(X) обозначают множества всех тех элементов универсума 17, 
которые в аппроксимальном пространстве A=(UtR) можно в собст
венном смысле слова отнести либо к х, либо к -X, соответст
венно .

card ДХ
Число а (Х)= -----—

н card RX

будем называть R-точностью множества X, а число
PR(X)=l-aR(x)

- R-приближенностью множества X.
Конечно, O^a (X), р_(Х)<1, для любого Д и Х<и.К К

Нетрудно доказать следующее свойство.
УТВЕРЖДЕНИЕ 1 .7 .

а) Х R-различило т.т.т. дх=дх
б) х приближенно относительно д т.т.т. дх*дх.
Заметим также, что дх - максимальное Д-различимое множест

во, содержащееся в X, а ДХ - минимальное Д-различимое множест
во, содержащее X.

8



Отметим, что понятие аппроксимации множества приводит к 
следующему определению двух отношений принадлежности е _ иИ R

хеХ T.T.T. x€RXК
ziRX T.T.T. *€ДХ,

где €r читается "а? наверняка принадлежит множеству X относи
тельно Д" и iR - "а; возложно принадлежит множеству X отно
сительно Д" .

1.3. Аппроксимации семейств множеств. Далее нам понадобится 
также понятие аппроксимации семейств множеств.

Пусть Р=ОС ,Х2....Хп> - семейство подмножества универсума
U и А=(17,Д) - аппроксимационное пространство.

д-нижняя и Д-верхняя аппроксимация семейства F есть се
мейства:

EF=(RXitRX2.... ДХп>
д ?={Дх1,дх2.... дхп>,

соответственно.
Для семейства множеств F определяем:
а) R-положителъная область семейства F

POSk(F)=^fRX
б) д-отрицательная область семейства F 

negr(f )=u-x%fRx
в) R-пограничная область семейства F

b\ (f )= ^ r
Число

card P0So(F) 
rR(F)= card (U) 

будем называть качеством апроксимации семейства F отношением 
card POSr(F)

д, а число £_.(?) =-------------
xIf card Rх

- точностью аппроксимации семейства F отношением Д.

1.4. Свойства аппроксимации. Каждое аппроксимационное прост
ранство однозначно задает некоторое топологическое пространст
во Tk=(U,DIS(R)), где DIS(R) - семейство всех открытых и замк
нутых множеств в ТА (топология для 17), а Д* - база для Тд.

Д-нижняя и Д-верхняя аппроксимации множества X в А суть 
операции взятия внутренности и замыкания в топологическом 
пространстве Тд, соответственно; поэтому выполняются следующие 
свойства:

А1) ДХсхсДх
А2) Д0=Д0=0; Д17=Д 17=17
Аз) д(хиу)здхиду
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A4) R(XUY)=RXURY 
A5) R (ХПУ) =RXC\RY 
A6) Д (ХПУ )QRXC\RY 
A7) Д(-Х)=-ДХ 
A8) Д(-Х)=-£Х

Кроме того, в топологическом пространстве Тд выполняется 
А9) RRX=RRX=RX 
АЮ) ДДХ=ДДХ=ДХ

1.5. Классификация приближенных множеств. С топологической 
точки зрения приближенные множества можно классифицировать 
следующим образом:

а) Если £Х*0 и ДХ*17,
ТО X приближенно R-pa3AU4’JU0.

б) Если ДХ=б и ДХ*17,
то х внутренне R-неразличило.

в) Если ДХ*0 и ДХ=17
то х внешне R-неразличилсг

г) Если дх=б и RX=U
то X тотально R-неразличило.

Заметьте, что если X Д-различимо (приближенно 
Д-неразличимо, тотально Д-неразличимо), то этим же свойством 
обладает и -X; если X внешне (внутренне) Д-неразличимо, то -X 
внутренне (внешне) Д-неразличимо.

Интуитивное значение этой классификации таково:
Если множество X приближенно д-различимо, это значит, что 

мы в состоянии решить для некоторых элементов универсума 17, 
принадлежат ли они к X или к -X.

Если X внутренне Д-неразличимо, это значит, что мы в сос
тоянии решить для некоторых элементов универсума 17, принадле
жат ли они к -X, но ни для одного элемента из и мы не в состо
янии решить, принадлежит ли он к X.

Если X внешне Д-неразличимо, это значит, что мы в состоянии 
решить для некоторых элементов из (7, принадлежат ли они к X, 
но ни для одного элемента из U мы не в состоянии решить, при
надлежит ли он к -X.

Если X тотально Д-неразличимо, мы не в состоянии решить ни 
для одного элемента из U ни того, принадлежит ли он к X, ни 
того, принадлежит ли он к -X.

1.6. Приближенное равенство множеств. Пусть A=(U,R) и X,YQU.
Мы говорим, что
а) Множества X и У R-равны снизу (X - Y), если ДХ=ДУ.
б) Множества X и У R-равны сверху (X - У), если ДХ=ДУ.
в) Множества X и У R-равны (XxRY), если X-Ry и X^Ry.

Нетрудно видеть, что -R,-R и aR - отношения типа эквива
лентности для любого отношения неразличимости Д. Далее мы бу
дем опускать нижней индекс Д, если понятно, какое Д подразуме
вается.

10



Ниже приведены некоторые элементарные свойства отношений 
~r* r и ~r:
УТВЕРЖДЕНИЕ 1.2. Для любого отношения неразличимости имеет 
место

1. x-Y т.т.т. хпу-х-уА/ Л/ Л/

2 .  Xr~Y т.т.т. х и у ^ у
3. Если Х^Х' и Y^Y ' , mo хиу^х'иу'
A. Если Х^Х’ U У~У', то ХПУ-Х'ПУ’
5.Если х^у, то хи-у^н
в. Если х-У, то хп-у-0
7. Если XQY и У-0, то Х-0
B. Если XQY и Хг~и, то y'-u
9. х̂ 17 т.т.т. -х-й
ю. хпу-0 т.т.т. х-0 tuu у-0
11. хиу^н т.т.т. Х^и или Y-U.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.3. Для любого отношения неразличимости
а)вх есть пересечение всех yqu таких, что x-Ry 
tfj&x есть объединение всех yqu таких, что x^Ry.
Множество XS17 R-плстно, если Х^Н 
Множество XS17 R-co-плотно, если X-R0
Множество хяи R-рассеяно, если X и д-плотно и Д-со-плотно. 
Очевиден следующий факт:

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.4.
г. Если и х, и у R-плотны, mo x^Ry
2. Если и X, и У R-со-плотны, то X-Ry
3. Если и х, и У R-рассеяны, то x«Dy.

1.7.Приближенное включение множеств. Пусть A=(U,R) - ап
проксимационное пространство и X,YQU. Будем использовать сле
дующие определения:

а) Множество X R-содержится снизу в y(XcRy), если BXQRY.
б) Множество х R-содержится сверху в y(XcRy), если rxqry.
в) Множество X R-содержится в y(XcRy), если XcRy и XcRy.
Нетрудно видеть, что cR, cR и с - отношения порядка для 

любого отношения неразличимости Д.
Следующие определения могут также оказаться полезными:
Если XcRy, то X - нижнее Д-подмножество множества У.
Если XcRy, то X - верхнее д-подмножество множества У.
Если XcRy, то X - подмножество множества У.
Ниже перечисляются простые свойства введенных нами 

приближенных включений.



УТВЕРЖДЕНИЕ 1.5.
1) ECAU X£Y, mo XcY, XcY U XcY
2) ECAU XcY U YcX, mo X-Y
3) ECAU XcY U YcX, mo X^Y
4) ECAU XcY U YcX, mo X*Y
5Jxcy m.m.m. xuy^y 
6JXcY m.m.m. xhy-y
7) Ecau xsy, x-x' u y-y', mo X'cY'
8) ECAU XCY, X̂ X' U Ŷ Y', mo X'cY'
9) ECAU XCY, X*X' U Y«Y', mo X'cY'
10) Ecau xSx' u y3>y' , mo xuySx'uy'
11) ECAU X:>X' U YdY', mo XHYdX'HY'' Л/ А/ ' /4/

12 JxnYcXcXUY
13) Ecau XcY U X-Z, mo ZcY
14) Ecau x?y u x̂ z, mo ZcY
15) Ecau XcY U X»Z, mo ZcY.

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. Понятие приближенного множест
ва впервые появилось в печати в [16]. Имеется несколько обоб
щений понятия приближенного множества. Первое принадлежит Вон
гу и Зярко [25]; в этой работе приближенные множества связы
ваются с измерением вероятностей. Дюбуа и Прейд в [3] ввели 
"приближенные нечеткие" множества. Ан предложил в [1] аппрок
симацию множеств в степени i(o<i<i). Алгебраические свойства 
приближенных множеств рассматриваются в [6]. Взаимосвязь между 
нечеткими (см. Заде [27]) и приближенными множествами исследу
ется в [3], [17] и [26]. Гжимала-Буссе [4] сравнивает прибли
женные множества с подходом к неточной информации, развиваемым 
Демыстером и Шейфером [23]. Жаковский [28] и Помыкала рассмат
ривают аппроксимационные пространства с отношением толерант
ности (см. Зиман [29]) вместо эквивалентности.

2.Информационные системы и таблицы решений
2.1.Формальное определение. Здесь мы собираемся показать, 

как понятие приближенного множества можно использовать в ка
честве базиса информационных систем и таблиц решений.

Информационная система (и таблица решений) - это, по сущес
тву, таблица данных, столбцы которой помечены атрибутами, а 
строки - объектами (состояниями, процессами и т.д.), и в каж
дой строке представлена информация о соответствующем объекте 
(состоянии, процессе и т.д.).

Таблицу данных можно получить в результате измерений, наб
людений, либо она репрезентирует знания эксперта или группы 
экспертов. Происхождение таблицы данных, с нашей точки зрения, 
не существенно, и нас будут интересовать лишь математические 
свойства таких таблиц с формальной точки зрения. На самом деле 
нас интересуют больше всего таблицы решений, а идея информа
ционной системы введена здесь по чисто математическим мотивам.
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Таблицы решений обычно используются как инструмент, помо
гающий принимать решения в программировании и управлении, но 
мы здесь имеем в виду использование таблиц решений в гораздо 
более широком классе приложений, подобно анализу данных, ал
горитмам обучения и т.д. Подход к таблицам решений с точки 
зрения приближенных множеств приводит к новым математическим 
основаниям теории таблиц решений и позволяет значительно рас- 
ширить класс приложений этих таблиц.

Информационная система есть упорядоченная четверка
S=flJ.A.V.f),

где U - непустое конечное множество, называемое универсулол, А 
- конечное множество атрибутов, v=a^AVa - ^а называется облас
тью атрибута a; f: и X А V - инфорлационная функция такая, 
ЧТО f(x,a)eV ДЛЯ любого аеА И ггеГ.

Если f - всюду определенная функция, S будем называть пол
ной, если же / - частичная функция, то S называется неполной. 
Далее мы будем в основном рассматривать полные информационные 
системы, если только не будет оговорено противное.

Пусть же 17. Функцию /х:A+V такую, что /х(а)=/(®,а) для любо
го аса будем называть информацией на х в S.

2.2.Отношение неразличимости. В этом разделе мы покажем, 
как понятия, введенные в предыдущей главе, можно использовать 
в анализе информационных систем.

Пусть S=(17,a,v,/) - информационная система и пусть РЯА.
Символом Р будем обозначать бинарное отношение на 17, опреде
ленное следующим образом: (х,у)еР т.т.т. /х(а)=/у(а) для каж
дого 0€Р.

Нетрудно видеть, что Р - отношение эквивалентности для каж
дого Р. Таким образом, каждое подмножество атрибутов порождает 
отношение неразличимости в информационной системе. Элементы 
универсума 17, имеющие одинаковые значения атрибутов из Р, не
различимы посредством значений атрибутов из Р.

Заметим, что Р=Ла для каждого РЯА.
Определив отношение неразличимости, мы теперь в состоянии 

использовать понятия нижней и верхней аппроксимаций.
Пусть ряа и хяи. Р-нижняя аппроксимация множества X, обоз- 

наченная РХ, и Р-верхняя аппроксимация множества X, обозначен
ная РХ, определяются следующим образом

РХ={ x€U : [х]„ЯХ> 
р

PX={x€U : [x]j4X*0>.
Р

Аналогичным образом граница множества X определяется так: 
BNp(X)=PX-PX.

Множество РХ - это множество всех элементов универсума 17, 
которые можно наверняка отнести к элементам множества X на

13



основе множества атрибутов Р; РХ - это множество элементов из 
17, для которых на основе множества атрибутов Р можно говорить 
о возможности их принадлекности к X. Множество BNp(X) - это 
множество элементов, которые на основе множества атрибутов Р 
нельзя с определенностью отнести ни к X, ни к -X.

2.3.Зависимость атрибутов. Зависимость атрибутов - фунда
ментальное теоретическое понятие в нашем подходе.

Пусть S=(l7,A,v,/) - таблица решений и пусть P,qqa.
Мы говорим, что множество атрибутов Q зависит от множества 

атрибутов Р в S (этот факт мы будем обозначать P->SQ или ко
роче: Р-мЗ), если Ps3.

Нетрудно с помощью простых вычислений показать следующие 
свойства.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.1. Следующие условия эквивалентны:
А/ Л/

1. PSQ
А/Л/А/ А/

2. PUQ=P
3. P03p(Q*)sU

Далее, семейство всех классов эквивалентности отношения 3 
будем для простоты обозначать Q*.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.2.
1. Р-нЗ и Р ' =>Р, то Р ' -из
2. Р-иЗ и Q'cQ, то Р-нЗ’

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.3.
1. Из P+Q и Q+R следует P-+R
2. Из P+R и Q+R следует w q +r
3. Из Р->ди<2 следует P+R u P+Q
4. Из р+Q и QJR+T следует PVR-+T
5. Из P-+Q и R-+T следует рид-кзиг

2.4.Частичная зависимость атрибутов. Введенное выше понятие 
зависимости атрибутов можно обобщить следующим образом.

Пусть S=(l7,x,v,/) - информационная система и P,QQA.
Мы говорим, что множество атрибутов <2 зависит в степени k 

(0<fc<l) от множества атрибутов Р(в S), если k=fp(Q*), 
символически: P+kQ.

Если к=1, будем говорить, что <2 полностью зависит от Р (или 
короче: зависит); если 0<Х 1, будем говорить, что <3 частично 
зависит от Р, и если k=ot будем говорить, что <2 полностью не
зависимо от Р.

Если P-^Q, будем также писать Р-нЗ.
Заметим, что если P-^Q, то зависимость совпадает с тем 

понятием, которое введено в 2.3.
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УТВЕРЖДЕНИЕ 2.4.
1. Если R+kP U Q+lP, то RJQ+mP, где rr&max (b,l)
2. Если PUP+kQ, mo R+lQ и P->mQ, где l,msk.
3. Если R-+kQ U Д-^P, mo R+mQUP, где m<min (к,I)
4. Если д+коир, mo R+'q u pV"p, где i,mzk.
5. Если R+kP и P+lQ, mo pV"q, где mzi.

2.5.Редукция атрибутов. Второе по важности из вводимых нами 
понятий - это понятие редукции атрибутов.

Пусть S=(U,A,v,f) - информационная система и пусть РЯА.
Мы говорим, что подмножество атрибутов Р независимо (в S), 

если для каждого QcP Р ф 3, в противном случае подмножество Р 
зависимо (в S).
Подмножество PQQQA есть редукт множества Q (в S), если Р - 

максимальное (в смысле включения) независимое подмножество 
множества Q.

Ясно, что если R - редукт множества Р, то R=P.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.5. Если Р - редукт множества Q, то Р-мЭ. 
УТВЕРЖДЕНИЕ 2.6. Если Р зависимо, то существует подмножество 
QcP(Q*P) такое, что Q - редукт множества Р. Атрибуты a, be А 
независимы в S, если не имеет места ни а+b, ни ъ-кх.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.7. Если Р£А - независимое подмножество 
атрибутов, то все атрибуты из Р попарно независимы.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.8. Если р+а - независимое подмножество 
атрибутов, то любое собственное подмножество Q множества Р 
независимо.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.9. Если P+kQ и R - редукт множества Р, то R-+kQ.

2 .6.Относительная редукция атрибутов. Понятия, введенные в 
предыдущем разделе, можно обобщить следующим образом.

Пусть S=(l7,A,v,/) - информационная система и пусть P,QQA. 
Мы говорим, что Р независимо относительно Q, если для каждого 
Pep posp(Q*)*posr(Q*); в противном случае Р зависимо относите
льно Q.

Отметим, в частности, что если P=Q, получаем введенное 
ранее понятие зависимости множества атрибутов.

Множество PSP будем называть относительным редуктором 
множества Р относительно Q, или короче: Q-редуктом множества 
Р, если R - максимальное независимое подмножество множества Р 
относительно Q.

Опять же, если Р=<2, относительный редукт множества Р 
относительно Q совпадает в редуктом множества Р. Очевидно, что 
если R - относительный редукт множества Р относительно Q, то 

POSR(Q*)=POSp(Q*).
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относительный редуктУТВЕРЖДЕНИЕ 2.10. Если P+kQ и R - 
лножества р относительно Q, то R-*kQ.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.11. Если Р - редукт,a Q - редукт относительно R, 
то P2Q.

2.7.ядро атрибутов. В этом разделе мы собираемся определить 
одно очень полезное в нашем подходе понятие - понятие ядра 
атрибутов.

Пусть S=(U,A,v,f) - таблица принятия решений, РЯА и аеР.
Мы говорим, что атрибут аеР избыточен в Р, если £-?аУ=£; в 

противном случае атрибут а необходим в Р.
Множество всех необходимых атрибутов множества Р будем 

называть ядрол множества Р, т.е. ядро множества Р есть 
множество:

CORE(Р)=(сиеР : 2>-?аЪ*Р>.
Очевидно, что атрибут оеР избыточен в Р т.т.т. Р-(а)-*а. 
Следующее свойство объясняет взаимосвязь между ядром и 

редуктами атрибута.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.12.
CORE(Р)= П Q ,

Q€RED(P)

где red(Р) - селейство всех редуктов лножества р.
Подмножества атрибутов P,QeA эквивалентны (символически:

P«Q), если P=Q.
Нетрудно доказать следующее свойство:

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.13. Пусть Rx, Д2,...,Rn, nz2 редукты лножества
атрибутов р. Для любых iJ(i<i,J<n)

R{-CORE(P)»R}-CORE(P).

2.8.Относительное ядро атрибутов. Понятие ядра можно 
обобщить так же, как и понятие редукта. Пусть S=(l7,4, V,/) - 
информационная система и Р,QQA.

Атрибут сиеР избыточен в р относительно Q(Q-избыточен), если 
POSp(Q*)=POSp̂ U}(Q*); 

в противном случае а необходил в Р относительно Q 
(Q-необходил).

Относительное ядро множества Р относительно Q (Q - ядро 
множества Р, символически: COREQ(P)) - это множество всех
необходимых атрибутов множества Р относительно Q, т.е.

COREQ(P)=(oeP : POSp(Q* )*POSp_(a}(Q* ) >.
Для относительного ядра выполняется свойство:

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.14.
CORE (Р)= О R .

Q R€REDq (P)
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Нетрудно видеть, что если p=q , то относительное ядро совпадает 
с ядром, определенным в предыдущем разделе.

2.9.Таблицы решений. Пусть S={U,A,V,f) - информационная
система и С,БсХ - два подмножества атрибутов такие, что спб=6 
и сиБ=А; элементы из С назовем атрибутами условий, а элементы 
из Б - атрибутами решений. Информационную систему S, в которой 
выделены атрибуты условий и атрибуты решений, будем называть 
таблицей решений и обозначать s=(u,c,D,v,f).

Функцию /х:A+V такую, что /х(а)=/(я,а) ДЛЯ каждого а*А, xeU 
будем называть правилом принятия решений (в s).

Если g - правило принятия решений, то сужение g до С 
(символически: g/C) и сужение g до Б (символически: g/D) будем 
называть условияли и решенияли (действиями) правила g, 
соответственно.

Правило принятия решений детерминистично (в S), если для 
каждого у*х, из fx /C=fy /С следует /х /Б=/у /Б в противном 
случае /х недетерминистично.

Таблица решений детерминистична (непротиворечива), если все 
ее правила принятия решений детерминистичны; в противном 
случае таблица решений недетерминистична (противоречива).

Приведем одно важное свойство, устанавливающее взаимосвязь 
между детерминистичностью (непротиворечивостью) и зависимостью 
атрибутов в таблице решений.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.15, Таблица решений s=(u,С,D,v,f) детерминистич
на (непротиворечива), т.т.т. об.

Важно также и следующее свойство.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.16. Каждую таблицу решений S=(u,c,D,v,f) можно 
единственным способом разложить на две таблицы решений 
s =(и ,c,D,v ,f ) и s =(и ,c,D,v ,f ) такие, что с^б в s иX J L  I X  ь ь  ь ь  X
сЯб в S2, где u =̂posc(d*), / - сужение f до и ,
U2=*̂ d*bnc(x) • ~ сУжение f д0 и2 и Vi,V2 ~ °̂ ласти значений
функций f и f соответственно.1 ь
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. Идея информационной системы была 
введена автором в [ 14] и развита Мареком и Павляком в [7]. 
Использованное выше понятие информационной системы основано на 
определении, введенном в [15].

Математические свойства информационных систем в контексте 
приближенных множеств исследовались Новотным и Павляком 
[11,12,13,14].

Применение информационных систем к таблицам решений в общих 
рамках аппарата приближенных множеств введено в [18,19] и 
исследовалось Зярко и Вонгом [24].

Основные понятия, касающиеся таблиц решений, можно найти в 
Хэрли [5], Монтальбано [8] и Поллак и др. [21]. 2

2 Логич. иссл., вып. 1 17
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В. Орлобска

ЛОГИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ИЗУЧЕНИЯ ПОНЯТИЙ*

Абстракт
В статье проводится сем&нтический анализ изучения понятий в 

рамках теории грубых множеств. Строится логика, предназначен
ная для того, чтобы сформулировать и доказать утверждения о 
взаимосвязях между объемами и содержаниями понятий в неполнос
тью определенном универсума.

1. Введение
Основная задача искусственного интеллекта как научной дис

циплины состоит в том, чтобы развивать технику и методики 
представления знаний, манипулирования и овладения знаниями. В 
последнее время большое внимание уделялось проектированию, 
конструированию и производству основанных на базах знаний ин
формационных систем и управлению ими. Акцент при этом делался 
на организацию усложненные форм информации. Среди различных 
видов информации понятиям .финадлежит роль исходных сущностей. 
В буквальном смысле слова понятие есть абстракция, созданная 
разумом в результате ментального процесса в нашем сознании. 
Понятия являются элементами мысли, они не даны в опыте, а дол
жны быть найдены с помощью анализа, который раскрывает синтак
сис понятий, отражающий их структуру, и семантику понятий, 
раскрывающую их смысл.

В философии науки понятия делятся на четыре группы [1]:
(a) Понятия индивида (ьапример: Ньютон), которые относятся 

к единичным объектам. Что считается единичным объектом, -зави
сит от уровня анализа. Индивид некоторого данного уровня может 
быть агрегатом индивидов более низкого уровня.

(b ) Понятия класса (например: живой), которые относятся к 
множествам объектов.

(c) Понятия отношения например: отношение порядка), кото
рыми выражаются отношения между объектами некоторого вида, 
например индивидами или множествами.

(d) Понятия функции (например: расстояние), которые отно
сятся к функциям от одного или нескольких аргументов.

Два главных вопроса, касающихся представления знаний и ов
ладения ими в системах искусственного интеллекта, заключаются 
в следующем: как организовать знание? и как можно наращивать 
знание? Создание систем искусственного интеллекта включает в 
себя и развитие процедур, позволяющих не только накапливать 
факты, но и производить разумный синтез, т.е. объединять прос-

*Пер. с англ. П.И.Быстрова.
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тые компоненты знания в более сложные.
Хотя понятия сами по себе не являются наблюдаемыми вещами, 

можно их произносить, выражать и представлять, определяя их 
объем, или денотацию, и содержание, или коннотацию. Объем по
нятия есть множество объектов, являющихся частными примерами 
понятия, т.е. множество объектов, обладающих свойствами, кото
рые понятие характеризует. Объемы состоят из индивидов, под
множеств и т.д. в зависимости от вида понятия. Содержание по
нятия есть множество свойств, характеризующих объекты, к кото
рым это понятие относится. В общем случае понятие определяется 
совместно объемом и содержанием. Например, чтобы определить 
понятие "организм", нужно перечислить отличительные признаки, 
типичные особенности организма. В этой статье мы даем точную 
формулировку и проводим обсуждение следующих двух утверждений:
(а) некоторых свойств достаточно для того, чтобы однозначно 
охарактеризовать множество примеров для данного понятия; (б) 
некоторые объекты представляют собой частные примеры 
(representative instances) данного понятия. Пункт (а) гласит, 
что свойства, о которых идет речь, являются содержанием поня
тия, пункт (Ъ) - что объем понятия полностью определяется дан
ными объектами.

При анализе процесса овладения понятиями мы учитываем не
доступность подной информации об объектах, которые, по нашему 
предположению, являются частными примерами понятий. Отсутствие 
информации доказывается существованием граничных примеров по
нятий. Следовательно, мы не можем охватить понятия как ясно 
очерченные целостности и воспринимаем их как неопределенные 
объекты. Как объем, так и содержание неопределенных понятий 
можно указать достаточно точно. Процесс овладения понятиями 
должен быть организован так, чтобы мы могли находить множество 
реальных сущностей, близкое к объему понятия настолько, 
насколько это возможно, и находить множество семейств, харак
теризующих частные примеры понятия столь адекватно, насколько 
это возможно.

Исследование процесса изучения понятий в данной статье ос
новывается на теории грубых множеств З.Павляка [9]. Статья 
является расширенным вариантом исследования задач, связанных с 
обучением, предпринятого автором в [5]. В нее включены идеи 
работ [6] и [10]. И1#эе формальное рассмотрение концептуального 
анализа можно найти в работе [11].

2.Неразличимость
Следуя теории реляционных баз данных [2] и теории информа

ционных систем [8], мы расщепляем свойства объектов на пары 
вида атрибут, значение. Например, свойство "быть зеленым" пре
вращается в пару "цвет, зеленый", дубликатом свойства "быть 
большим" является пара "величина, большой". В данных примерах



V

"цвет" и "размер" или "величина" являются атрибутами объектов, 
а "зеленый" и "большой" соответственно - значениями этих атри
бутов. Всякий зеленый объект обладает свойством "цвет, зеле
ный", а любой маленький объект не обладает свойством "размер, <
большой". Таким образом, содержания понятий состоят из
свойств, образованных из пар "атрибут, значение" с помощью 
пропозициональных операций "не", "и", "или", для некоторых
атрибутов, имеющих смысл применительно к тем объектам, к кото
рым данные понятия относятся.

Рассмотрим универсум рассуждений (см. [8]) вида:
U=(OB,АТ,(VAL ) _ .), где ОБ есть непустое множество объек-S A c A i ,I
тов, АТ есть непустое множество атрибутов, для любого сиеАТ 
множество VAL состоит из значения атрибута а, иэ
f:OBXAT+VAL=U<VAL :аеАТ) есть информационная функция, которая 
приписывает объектам значения атрибутов. Если для некоторых 
объекта о, атрибута а и значения v атрибута а имеет место 
f(o,a)=v, то объект о обладает свойством (a,v).

Атрибуты объектов служат средствами различения в универсуме 
рассуждения. Объекты могут быть различными относительно одних 
атрибутов, но неразличимыми относительно других. Для любого 
множества АЯАТ м ы  определяем отношение неразличимости ind(A) 
во множестве объектов OB:(ind 1)(о,о')eind(A), если и только 
если f(oia)=f(o> ,а) для всех аеА. Для пустого множества атри
бутов определяем (ind 2) ind(<t )=ОВХОВ.

Из определения легко получить следующие свойства отношений 
неразличимости.

Ф а к т  2.1.
(a) ind(A) рефлексивно, симметрично и транзитивно
(b ) ind(AUB) = ind(A)r\ind(B)
(о) А£',В влечет ind(B )Qind(A).

Условие (а) гласит, что отношения неразличимости, определяемые 
пунктами (ind 1) и (ind 2), являются отношениями эквивалент
ности. Условие (Ъ) показывает, что различающая мощность объе
динения множеств атрибутов превышает различающую мощность час
тей этого объединения.

Пусть 5\{о)=<о'€ОВ:(о,о')еЯ) есть класс эквивалентностей 
отношений неразличимости R, порождаемый объектом о. Каждый 
класс эквивалентностей вида ^  о для сиеАТ соответствует 
атомарному свойству объекта, а именно свойству (a,t>) такому, 
что /(о,a)=v. Для множества АЯАТ класс ^lnd(A)o соответствует 
конъюнкции всех свойств (a,v) таких, что сие А и /(o,a)= v. Клас
сы эквивалентностей удовлетворяют следующим условиям.

Ф а к т  2.2.
ind(AOB) ind(A) ind(B)

(Ь) £<;s влечет 5Wo)c5L(о).К Ъ
Условия 2.1(b) и 2.2(a) гласят, что пересечение отношений 

неразличимости позволяет образовывать новые свойства из неко
торых данных свойств. Свойства, полученные с помощью конъюнк-
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ции из некоторых других свойств, обеспечивают более хорошее 
расчленение множества объектов, нежели те свойства, которые 
являются составными частями дизъюнкции.

П р и м е р  2.1.
Пусть ов - множество планет: ОВ={Меркурий (Me), Венера (V), 

Земля (Е), Марс (Ма), Юпитер (J), Сатурн (SJ, Уран (и), Нептун 
(N), Плутон (Р)У. Пусть АТ состоит из трех атрибутов: 
0="расстояние от солнца", 8="величина" и М="обладание луной". 
Значения атрибута D есть "близко" и "далеко", значения атрибу
та S есть "маленькая", "средняя", "большая", и значениями ат
рибута М являются "да", "нет". Информационная функция задается 
следующей таблицей.

S D м
Me маленькая близко нет
V маленькая близко нет
Е маленькая близко да
Ма маленькая близко да
J большая далеко да
S большая далеко да
и средняя далеко Да
N средняя далеко да
Р маленькая далеко да
Классы эквивалентностей, определяемые отношениями неразли

чимости, соответствующими данным атрибутам, таковы: 
ind(S):X1=(Ме,V,Е,Ма,Р) X2=(J,S) X3=(U,N)
ind(D):Y1=(Me,V,Е,Ма) Y2=(J,S,U,N,P)
ind(M):Zl=(Me,V) Z2=(E,Ma,J,S,U,N,P)
ind(M,D;;T1=(Me,V) T2=(E,Ma) T3=(J,S,U,N,P)
ind(S,D) :Y/1 = (Me,V,E,Ma) W2=(J,S> W3=(U,N> W4=(P).
Классы эквивалентностей отношений неразличимости соответст

вуют свойствам: XI: быть маленькой, Х2: быть большой; ХЗ: быть 
средней; У 1: быть близко к Солнцу; Y2: быть далеко от Солнца; 
Z1: не иметь луны; Z2: иметь луну; T2-Y 1C\Z2: быть близко к 
Солнцу и иметь луну; W4=xir\Y2: быть маленькой и быть далеко от 
Солнца.

Можно также получить новые свойства, осуществив транзитив
ное замыкание и* объединения отношений неразличимости.

Ф а к т  2.3.
(a) RJSQRJ*S
( Ь ) flRU»s (о >bUC31R (о )U*S (о m s (о Ш  ) .
Поскольку ind(A)U*ind(B) нельзя получить из ind(A) и ind(B) 

с помощью теоретико-множественных операций, свойства, соответ
ствующие его классам эквивалентностей, не выразимы через про
позициональные комбинации тех свойств, которые представимы с 
помощью ind(A) и ind(B). Более того, в общем случае 
ind(A№* ind(B) не имеет вид ind(C), для некоторого CQAT. Об
суждение этих проблем можно найти в работе [7].
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П р и м е р  2.2.

Предположим, что нам даны семь объектов, состоящих из круж
ков и крестиков. Мы имеем 0В=(о1,о2,оЗ,о4,05,об,о7) и 
ат=(число кружков (о), шсло крестиков (+)). Информационная 
функция задается следующей таблицей

о +
о 1 1 1
о2 1 2
оЗ 2 1
04 2 2
о5 3 3
об 3 4
о7 3 4

Классы эквивалентностей отношений неразличимости ind(o) и 
ind(+) следующие: ind(o):(о1,о2>(оЗ,о4)(о5,об,о7);
ind(+):(oi,оЗ)(о2,о4)(о5, об,о7). Транзитивное замыкание объе
динения этих отношений дает следующие классы эквивалентностей: 
ind(o№*ind(+ ) :Xi=(oi to2to3,o4> X2=(o5,об,o7). Заметим, что 
имена свойств, соответствующих этим классам эквивалентностей, 
нельзя получить в виде пропозициональных комбинаций имен 
свойств, представленных классами эквивалентностей ind(o) и 
ind(+), потому что нет булевых связей между ind(A)U*ind(B) и 
его составными частями. Однако XI соответствует новому свойст
ву "число кружков и число крестиков меньше, чем 3".

Таким образом, осуществляя операции с отношениями неразли
чимости, мы получаем новые свойства из простых свойств, содер
жащихся в рассматриваемом универсуме.

3.Относительная определимость множества объектов
Неразличимость влияет на определиморть множества объектов 

через атрибуты из множества АТ. В общем случае, если дано мно
жество A s А Т, то множество объектов нельзя однозначно опре
делить в терминах свойств, обусловленных ind(A). Согласно тео
рии грубых множеств, для любого подмножества X множества ов 
определяем нижнюю аппроксимацию fix и верхнюю аппроксимацию 
подмножества fix относительно неразличимости fi следующим 
образом:

fix есть объединение тех классов эквивалентностей fi, которые 
включены в X; fix есть объединение тех классов эквивалентностей 
fi, которые имеют с X обицсй элемент.

Будем говорить, что множество X fi-определимо, если и только 
если fix=x=£x или Х*0. Множество X сильно fi-определимо, если и 
только если X есть кйасс эквивалентностей fi.

П р и м е р  3.1.
Рассмотрим универсум из примера 2.1 и множество
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X=(Me,V,E,Ma,J,S). Его аппроксимации относительно ind (величи- 
на) имеют следующий вид: ind (величина) X=(J,S)=X-(Ue,V,E,Ma>;
ind (величина) X = XU{P>. Следовательно множество X не опреде
лимо с помощью атрибута "величина". Действительно, оно опреде
лимо посредством всех атрибутов, а именно оеХ, если и только 
если о обладает следующим свойством: «"величина, маленькая" и 
"расстояние, близко" или "величина, большая" и "расстояние, 
далеко" и "луна, да"».

1/
П р и м е р  3.2.
Рассмотрим универсум из примера 2.2 и множество 

Х=(о1 ,о2,оЗ ,о4). Оно ind (о) определимо. Для того чтобы
получить сильную определимость, необходимо построить сложное 
свойство. Легко видеть, что X сильно определимо относительно 
ind(o№*ind(+ ).

Заметим, что аппроксимации удовлетворяют следующим 
условйям.

П р е д л о ж е н и е  3.1.
Если РЯS, то для любого ХЯОВ выполняются следующие условия: 

(a)SXQRX; (Ъ)РХяЗХ; (с)Если X S-определимо, то оно
Д-определимо.

В терминах аппроксимаций мы определяем множества позитив
ных, негативных и граничных примеров множеств объектов. 
POS(R)X=RX; NEG(R)X=OB-RX; BOR(R)X=RX-RX. ROS(R)X есть множес
тво позитивных примеров из X, относительно неразличимости R. 
Его элементы, связанные со свойствами, соответствующими д, 
определенно принадлежат X. NEG(R)X есть множество негативных 
примеров из X. Его элементы, соответствующие Д, определенно не 
принадлежат X. BOR(R)X есть неопределенная область, ее элемен
ты, возможно, принадлежат X, но мы не можем утверждать это 
определенно, рассматривая только свойства, соответствующие Д. 
Другими словами, что касается неразличимости Д, то ничего 
нельзя сказать о принадлежности элементов из BOR(R)X множеству 
X.

П р е д л о ж е н и е  3.2.
(a) ROS(R)x, neg(r)x, BOR(R)x попарно не пересекаются
(b) POS (R )X\JNEG (R )X\JBOR(R)Х=ОВ
(c) POS(R)X, NEG(R)X, BOR(R)X Д-ОПреДвЛИМЫ.

П р е д л о ж е н и е  3.3.
(a) ЕСЛИ ЛЯВ, ТО POS(ind(A))ХЯР03(ind(B))Х,
NEG(ind(A))XQNEG(ind(B))X, BOR(ind(A))Х£ВОД(ind(B))X.
(b) ЕСЛИ i£S, TO POSfSJXcpoSГД;Х, XEGfSjXStfEGfД)Х.

П р е д л о ж е н и е  3.4.
(a) POS(Д)ХСХ, NEG(Д)Хс-Х
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(b) POS(R)<t=<t, NEG(R)03=Q
(c) P0S(ind(4 ))X=t ДЛЯ X*OB, POS(ind(<t ) )OB=OB
(d) NBGdndd ))Х=Ф ДЛЯ X*0 , NEG(ind«t ) )<Ъ=ОВ
(e) ЕСЛИ XQY, TO POS(R)XQPOS(R)Y, NEG(R)YQNEG(R)X.

П р е д л о ж е н и е  3.5.
(a) POS(R)XUPOS(R)YQPCS(R)(XUY)
(b) POS(R) (Xf\Y)=POS (R)Xf\POS(R)Y
(c) POS(R)( -X )=NEG ( R)X.

П р е д л о ж е н и е  3.6.
(a) NEG(R) (X\JY)=NEG (R)XC\NEG ( R)Y
(b) NEG(R)XUNEG(R)Y=NEG(R)(XDY)
(c) NEG(R)(-X)=POS(R)X

П р е д л о ж е н и е  3.7.
(a) BOR(R)(XVY)QBOR(R)XVBOR(R)Y
(b) Если ХПУ=0, TO BOR(R)(XVY)=BOR(R)XVBOR(R)Y
(c) BOR(R) (Xf\Y)QBOR(R)Xf\BOR(R)Y
(d) BOR(R)(-X)=BOR(R)X.

П р е д л о ж е н и е  3.8.
(a) POS(ind(A)jXUPOS(ind(B))XQPOS(ind(AVB))X
(b ) POS ( ind(АПВ ) )XQPOS (ind(A) )X(YPOS (ind(B))X
(c) NEG(ind(A))XVNEG(ind(B))XQNEG(ind(AVB))X
(d) NEG ( I nd (AT\B ) ) XQNEG (ind(A) )Xf\NEG (ind(B))X.

П р е д л о ж е н и е  3.9.
Следующие условия эквивалентны:
(a) множество X является Д-определимым
(b) BOR(R)X=V>
(c) POS(R)X=-NEG(R)X.
Таким образом, .подмножества множества ОВ, соответствующие 

объемам понятий, не могут быть однозначно определены в терми
нах свойств, относящихся к содержаниям этих понятий. Однознач
ное соответствие между объемом и содержанием отражается в оп
ределимости объема по отношению к неразличимости, обусловлен
ной свойствами из содержания. Если объем определим, то все 
объекты можно классифицировать как позитивные или негативные 
примеры соотвествующего понятия. Если объем не определим отно
сительно неразличимости, обусловленной содержанием, то соот
ветствующее множество граничных примеров не пусто и, следова
тельно, некоторые объекты не могут быть классифицированы ни 
как положительные, ни как отрицательные примеры соответствую
щего понятия. В следующих двух разделах будет обсуждена проб
лема овладения понятиями. Она делится на две задачи: задачу 
изучения содержаний и задачу изучения объемов понятий. Тот 
факт, что объемы определимы относительно неразличимости, обус
ловленной содержаниями, играет здесь решающую роль.
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4.Изучение содержания понятий
Пусть дан универсум U=(ОВ.ЛТ,(VAL&)aeAT, f). Допустим, что 

множество ХЯОВ есть содержание некоторого понятия. Задача изу
чения содержания этого понятия может быть сформулирована сле
дующим образом:

Дано: множество хяов представляет содержание понятия.
Требуется найти: минимальное множество атрибутов, такое,

что X является ind(AJ-определимым, или если х не является 
ind(А)-определимым, то найти минимальное множество А я А т
такое, что для ВСЯКОГО BSAT, ind(B)X с ind(A)X И indU)X я
ind(B)X.

Таким образом, содержание понятия, объем которого есть X, 
состоит из тех свойств, которые определяются ind(A) так, что 
или А обеспечивает определимость X или, если определимость 
невозможно получить в данном универсуме, А обеспечивает такую 
близкую аппроксимацию X, какая только возможна для X (относи
тельно включения).

П р и м е р  4.1.
Приведем пример, который является незначительной модифика

цией примера из работы [3]. Множество ов состоит из семи живо
тных А1,А2,а з,ал ,А5,Аб,А7, которые характеризуются с помощью 
атрибутов "величина" (S), "вид животного" (А), "цвет" (С). 
Значения атрибута "величина" есть VALS={маленький, средний, 
большой}, значения атрибута "вид животного" есть 
УАЬД={медведь, собака, кошка, лошадь}, а значениями атрибута 
"цвет" являются VALq={коричневый, черный}. Следующая таблица 
показывает, что является значениями атрибутов для данных объ-
ектов.

S А С
А1 маленький медведь черный
А2 средний медведь черный
АЗ большой собака коричневый
АЛ маленький кошка черный
А5 средний лошадь черный
Аб большой лошадь черный
А7 большой лошадь коричневый

Предположим, что дан объем Х=(А1,А2,АЗ,Аб,А7) понятия "опасное 
животное", и мы ищем его содержание. Рассмотрим отношение не
различимости ind(S,A). Его классы эквивалентностей следующие: 

ind(S,A):(A1) (А2> (АЗ) (АЛ) (А5) (Аб,А7).
Легко видеть, что X является ind(S,А)-определимым и X не 

определим ни через один отдельный атрибут. Заметим, что свойс
тво "(вид животного, медведь) и (величина, маленький) или (вид 
животного, медведь) и (величина, средний)" в нашем универсуме 
эквивалентно свойству "(вид животного, медведь)". Аналогично, 
свойство "(вид животного, собака) и (величина, большой) или
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(вид животного, лошадь) и (величина, большой)" эквивалентно 
"(величина, большой)". Следовательно, содержание данного поня
тия состоит из свойства "(вид животного, медведь) или (величи
на, большой)".

П р и м е р  4.2.
Пусть 0В=<01,02,03,04,05,06,07) и АТ-(а,ЬУ. Предположим, 

что атрибуты дают следуюцие классы эквивалентностей: 
ind(а): (01,02,03У (04,05У (0б,07У
ind(b): (01,04,05У (02,ОЗУ <0б,07У
ind (а,Ъ): (01У (02,ОЗУ (04,05У (06,07У 

Пусть Х=(05,0б,07У есть объем понятия. Аппроксимации множества 
X таковы:

ind(a)X=(06,07У ind(a)X=(04,05,06,07 У

ind(Ъ)Х=(Об.07 У ind(b)Х=(01,04,05,06,07У

ind(a.b)Х=(0б,07 У ind(a,b)X=(04,05,06,07 У
Множество X не является ind(a,b)-определимым. Множество (а,ЬУ 
является минимальным множеством атрибутов, обеспечивающим 
аппроксимацию X.

Множество атрибутов, получаемое в результате анализа содер
жания, дает свойства, которые позволяют нам отличить настолько 
точно, насколько это возможно, объекты, являющиеся положитель
ными примерами данного понятия, от объектов, которые являются 
его отрицательными примерами. Различимость является оптимально 
возможной в данном универсуме тогда, когда определимость раз
личения является полной или когда определимость не может быть 
получена. Следовательно, полученные свойства действительно 
являются характеристическими свойствами частных примеров дан
ного понятия. Более того, число таких свойств настолько мало, 
насколько это возможно.

5.Изучение объемов понятий
Допустим, что дано содержание понятия, т.е. множество 

свойств, выраженных в виде пропозициональных комбинаций неко
торых пар атрибутов. Чтобы определить объем понятия, мы должны 
найти такие типичные примеры этого понятия, что принадлежность 
любого другого объекта к содержанию можно было бы установить 
путем сравнения этого объекта с такими примерами. Более фор
мально задача изучения объемов формулируется следующим 
образом.

Дано: множество Р свойств, выраженных в терминах атрибутов 
из множества А я А Г.

Нужно найти: минимальное множество ХЯОВ такое, что
oeind(A)Х, если и только если о удовлетворяет некоторому 
свойству ИЗ Р.
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П р и м е р  5.1.
Пусть множество объектов состоит из восьми пациентов госпи

таля 0В=(Р1,Р2,РЗ,Р4,Р5,Р6,Р7,Р8), И ПУСТЬ AT=(s1,s2) вСТЬ 
множество параметров, чьи значения подтверждают наличие опре
деленной болезни. Например, мы можем иметь параметры "давление 
крови", и "наличие миелобластов". Пусть va.Lsi Анормальное, 
низкое, высокое} и VAI/s2 А +, - }. Предположим, что соответствую
щие отношения неразличимости дают следующие классы эквивалент
ностей и свойства:

ind(si): (Pi,P2,P3) (si, нормальное}
(Р4,Р5) (si, низкое}
(Рб,Р7,Р8) (si, высокое} 

incL(s2): (Р1 ,Р2 ,РЗ ,Р8) (s2,->
(Р4,Р5,Рб,Р7> (s2,+).

Предположим, что содержание понятия "лейкемия" состоит из двух 
свойств: р1 — {s1, низкое) или {si, высокое); P2=(s2, + ). Заме
тим, что каждый объект из множества Х=(Р4,Р5,Р6,Р7) удовлетво
ряет этим свойствам. Однако чтобы получить типичные примеры 
содержания рассматриваемого понятия, следует взять только один 
элемент из классов эквивалентностей (Р4,Р5) и (Рб,Р7) отноше
ния ind(si,s2). Легко видеть, что множества Yi=(P4,P6), 
Y2=(P4,Р7), Y3=(P5,Р6) И Y4=(P5,Р7) удовлетворяют УСЛОВИЮ
ind(s1,s2)Yi=X, i=1,2,3,4.

Множество объектов, полученное в результате анализа объема, 
состоит из типичных примеров данного понятия, т.е. дает обра
зец для любого другого частного примера данного понятия. Более 
того, множество этих примеров велико в точности настолько, 
насколько это необходимо для того, чтобы представить все 
остальные примеры.

6.Логика рассуждений о понятиях
В этом разделе мы определим формальный пропозициональный 

язык для рассуждений о понятиях. В таком языке формулируются 
аналоги и объемов и содержаний понятий. Содержания представля
ются посредством отношений неразличимости, обусловленных атри
бутами. Для того чтобы выразить точно зависимость неразличи
мости от атрибутов, вводятся специальные атрибутивные выраже
ния, интерпретируемые как множества атрибутов. Язык содержит 
модальности, соответствующие аппроксимациям множеств объектов. 
Модальные операторы определяются через отношения неразличимос
ти. Определение языка осуществляется в два шага. Вначале 
вводится вспомогательное множество атрибутивных выражений, а 
затем вводится множество формул. Атрибутивные выражения стро
ятся из символов, взятых из следующих попарно непересекакхцихся 
множеств: VARAT-множество переменных, представляющих множества 
атрибутов; (-,и,п) - множество теоретико-множественных опера
ций дополнения, объединения и пересечения соответственно.

Множество EXPRAT атрибутивных выражений есть наименьшее



множество, удовлетворяющее следующим условиям: VARATQEXPRAT;
А,BeEXPRAT влечет -A,AVBeEXPRAT.

Множество EXPREL выражений отношений, интерпретируемых как 
отношения неразличимости, есть наименьшее множество, удовлет
воряющее таким УСЛОВИЯМ: AeEXPRAT влечет ind(A)eEXPREL;
R, SeEXPREL влечет RT\S, RbJ*SeEXPREL.

Формулы языка строятся из символов, принадлежащих следующим 
двум попарно непересекаюиимея множествам:

VARPROP - множество пропозициональных переменных, интерпре
тируемых как множества объектов;

<“| ,v,л,-►,«--►} - множе ство классических пропозициональных
операций отрицания, дизъюнкции, конъюнкции, импликации и экви- 
валенции соответственно;

{П, <>} - множество модальных пропозициональных операций. 
Множество формул FOR есть наименьшее множество, удовлетво

ряющее следующим условиям VARPROPQFOR; F,G*FOR влечет пР, PVG, 
PAG, F-i-OeFOR; FgFOR, ReEXPREL влечет [R]F, <R>FeFOR.

Семантика языка определяется с помощью понятий модели и 
выполнимости формул в модели. Если дан универсум и=(ОВ, АТ, 
(VAL У, ag a t, f), то мо£елью считается система М=(и,т), где mд
есть функция значения, удовлетворяющая следующим условиям: 

п(р)ЯОВ ДЛЯ p*~VARPROP\ т(А)ЯАТ ДЛЯ AeVARAT; 
n(AKJB)=m(A)Vm(B) , m(АПВ)-п(А)Гт(В) , т(-А)=-т(А) ; 
т(ind(A))=ind((т(А)) ДЛЯ AeEXPRAT; 
m(RT\S )=n(R)f\m(S ) , m(RV*S )=m(R№*m(S ) .
Будем говорить, что формула Р выполняется объектом о в 

модели М, т.е. (Ы,о sat F) тогда, когда удовлетворяются 
следующие условия:

М,о sat р если И ТОЛЬКО если о€т(р) ДЛЯ peVARPROP; 
и,о sat пР если и только если неверно, что М,о sat Р;
И,о sat PVG если И ТОЛЬКО если и,о sat F ИЛИ М,о sat G;
М,о sat FAG если И ТОЛЬКО если и,о sat F И М,о sat G;
Ы,о sat F+G если И ТОЛЬКО если и,о sat iPVG;
и, о sat P«-KJ если И ТОЛЬКО если и, о sat (P-*G) А (G-*P);
М ,о satCRJF если и только если для всех s€OB, если 
(о,s)em(R), ТО M,s sat Р;
Ш,о sat<R>F если и только если существует seOB такое, что 
(о, s )€m(R) И if,о sat Р.
Определим значение val^^ioeOB :М ,о sat Р>.

П р е д л о ж е н и е  6.1.
(a)valnP=m(p) ДЛЯ peVARPROP;
(Ь )valHiF=-valMF ;
(с ,)ualMPVG=valMPUt>aZfi.G;
(d)valHFAG=val^Ff\valhG;
(е ) valifF-*G=valtl~iFVG;
(f) valHF+->G=valM(F->G )Л (G+F ) ;
(g) valH{RJF=11iRlvalKF;
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(h ) v a IM < R > F=тТЮ v a I ;
Предложение гласит, что классические пропозициональные опе

рации соответствуют теоретико-множествеиным операциям, а мо
дальные операции П  и о  соответствуют нижней и верхней 
аппроксимациям.

Формула F выполнима в М(М sat F), если есть оеОВ такое, что 
м,о sat F. Формула F истинна в если и,о sat F для всех
оеОВ. Формула F общезначима OF), если F истинна во всех 
моделях.

Перечисленные ниже факты выразимы в сформулированном языке. 

П р е д л о ж е н и е  6.2.
(a) *HF+[RJF<=>valKF является m(R)-определимым;
(b) ^H[RJF<=>FOS(n(R))valKF=OB;
(о > мп [R]F<=>POS (m(R))valyfF=(t ;
(d)*HKR>F<=>NEG(m(R) )valKP=OB;
(e )t=H<R>F<=>NEG(m(R) )valHF=0 ;
( f )t=li<R>FA<R>iF<^>BOR(m(R) )vallfF=OB;
(g)t=H[R]FV[R JiF<=>BOR(m(R) )val}fF=(t ;

П р е д л о ж е н и е  6.3.
(a) M sat CRJF<=>FOS(m(R) )valyfF^ ;
(b) M sat -UR>F<=>NEG(m(R))valHF*t ;
(c) M sat <R>FA<R>~iF<=>BOR(m(R) )valifF^ ;
(d) M sat iCRjF<=>POS(m(R) )valHF^OB;
(e) M sat <R>F<=>NEG(m(R) )valHF^OB;
(f) M sat [R]Fy<R>^F<=>BOR(n(R) )valKF*OB;

П р е д л о ж е н и е  6.4.
Следующие формулы общезначимы:
(a)[R]FV[S]F+[Rf\S]F 
( b ) CRV* S JF+ [R IF A [S JF
(c) [ind(A)JFV[ind(B)JF+Cind(AUB)]F
(d) [ind(АПВ )]F+[ind(A)IFA[ind(B)IF.
Поскольку отношения неразличимости, их пересечения и тран

зитивные замыкания являются отношениями эквивалентности, опе
рации [R] и <R> для ReEXFREL являются модальностями S5. Следо
вательно, в точности те формулы, которые являются теоремами 
S5, общезначимы и в данной логике.

Предложенной в данной статье модификации синтаксиса и се
мантики стандартной модальной логики достаточно дщ  того, что
бы выразить отношение между содержаниями и объемами понятий. 
Содержания представляются с помощью соответствующих отношений 
неразличимости. Позитивные, негативные и граничные примеры 
понятий могут выражаться с помощью модальных операций. В дан
ной логике можно также выразить задачи овладения понятиями, 
которые обсуждались в разделах 4 и 5.
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П р е д л о ж е н и е  6.5.
(a) ЕСЛИ ДЛЯ ВСЯКОГО В имеет место t=H<ind(A)>F-+<ind(B)>F и 

р= [ ind(B) JF-+C ind(A)]F, то т(А) есть минимальное множествоИатрибутов, обеспечивающее адекватную характеризацию множества
val^F.

(b ) Если tn<ind(A)>F<-*G И для любой формулы К, если
tH<ind(A)>K+-+G то тогда val^  есть минимальное множес
тво объектов, обеспечивающее представление объема valMG 
понятия.

Условия (а) и (Ь) выражают раскрытие содержаний и раскрытие 
объемов соответственно.

7. Заключительные замечания
В данной статье предложен метод изучения понятий в рамках 

теории грубых множеств. Был введен язык для выражения и реше
ния задач раскрытия содержаний и объемов понятий, который яв
ляется расширением модальных языков. Модальные операторы обус
ловлены отношениями неразличимости, которые генерируются мно
жествами атрибутов. Эти множества атрибутов и отношения нераз
личимости в явном виде ьыражаются в формулах языка. Проблема 
полной аксиоматизации такого языка остается открытой. Разреши
мость проблемы выполнимости для фрагмента языка без операций п 
и и* на отношениях неразличимости была решена в работе [4].
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Н.Н.Непейвода

ПЕРВЫЕ ШАГИ К ТЕСРИИ НЕФОРМАЛИЗУЕМЫХ ПОНЯТИЙ

I.Зачем нужна Формализация неФормализуемых понятий?
На первый взгляд, сама постановка вопроса о формализации 

неформализуемых понятий кажется парадоксом. Она немедленно 
вызывает два рода возражений: "физики" говорят, что неформали- 
зуемое понятие не является понятием, "лирики" недоумевают, 
"зачем формализовать то, что явно неформализуемо?" На первое 
возражение легко ответить хотя бы ссылкой на экспертные систе
мы и на выявившуюся в последнее время в "искусственном интел
лекте" необходимость учитывать "нечетко сформулированные" по
нятия. В ответ на второе возражение перечислим девять задач, 
вынуждающих нас рассматривать формализации неформализуемых 
понятий и строить их теорию.

1. Соотношение программной системы и ее социального окруже
ния. Любая программная система является формализацией исполь
зуемых в ней понятий. Таким образом, все шире внедряющиеся 
сейчас программные системы, имеющие дело с понятиями челове
ческого общества, являются формализациями неформализуемых по
нятий, и закрывать глаза на это нельзя. Игнорирование этого 
"парадокса" ведет к стремлению переложить решение социальных 
задач "на плечи" ЭВМ, в том числе и к такому предельному выра
жению этого самоубийственного стремления, как "стратегическая 
оборонная инициатива".

2. Диалоговые программные системы. Н.В.Белякин [1] заметил, 
что при диалоге человека с ЭВМ человек стремится все время 
подменять формализации используемых понятий. Игнорирование 
этого свойства человека является одной из попыток заставить 
его приспосабливаться к машинам и, соответственно, одним из 
факторов загрязнения интеллектуальной среды.

3. Анализ языков программирю вания. Автором в 1980 г. было 
замечено (доклад на московском городском семинаре по програм
мированию), что формально непротиворечивые конструкции языков 
программирования часто содержательно плохо совместимы, и для 
строгого анализа этого явления необходимо рассматривать конк
ретную формализацию семантики языка программирования как эле
мент целого семейства расходящихся между собой формализаций, 
т.е. опять-таки как формализацию неформализуемых понятий.

4. Понимание сложных формальных определений человеком. Ана
логичные соображения о том, что человек склонен даже сложное 
формальное понятие (как, например, семантику "универсального" 
языка программирования) понимать как неформализуемое, пытаясь
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найти под отдельными частями этого определения "содержательные 
идеи" и затем варьировать свою интерпретацию в соответствии с 
этими идеями, следует из рассмотрения Гэнноном [11] характер
ных ошибок в языках программирования, провоцируемых их нело
гичностью. Заметим, что по-прежнему с чисто формальной точки 
зрения противоречий в таких определениях нет.

5. Развитие гуманитарных понятий. Н.В.Белякин [3,4] в своих 
работах, посвященных логическому анализу становления и разви
тия гуманитарных понятий и их связи с нормами, показывает, что 
любое уточнение гуманитарного понятия (например, понятия "лю
бовь") сразу же вызывает стремление найти прецеденты любви, не 
подпадающие под это уточнение. Таким образом, при широкой ин
терпретации формализации как совокупности строго установленных 
правил, регламентирующих оценку некоторой деятельности либо 
явления и поддающихся проверке, мы видим, что гуманитарные 
понятия опять-таки естественно рассматривать как неформализуе- 
мые, но в каждый конкретный момент развития общества они могут 
рассматриваться как в достаточной степени формализованные.

6 . Развитие понятий у ребенка. В последние годы выявилась 
"волнообразная" картина развития ряда понятий у ребенка, кото
рая плохо объясняется с традиционной точки зрения "приближений 
к истине", но хорошо объясняется, например, взаимодействием 
между формированием различных формализованных "ипостасей" по
нятия и механизмов выбора в разных ситуациях разных ипостасей.

7.Экспертные системы. В последнее время стала актуальной 
задача создания человеко-машинных систем для поддержания реше
ний в областях, где нет общепринятой теории, а разные мнения 
противоречат друг другу. Естественно, развитие таких систем 
требует теории, учитывающей противоречивость и несовместимость 
различных частных формализаций, освещающих разные стороны од
ного и того же явления.

8 . Соотношение сомнения и слепой веры. Известно, что для 
успешных действий частно необходима формализация, слепая вера 
и строго определенная система "цен", оценок поступков, явле
ний, результатов. В то же время такая излишняя определенность 
взгляда вредна при выборе цели, при пересмотре системы ценнос
тей. Здесь необходимо сомнение. Таким образом, и здесь мы при
ходим к структуре, состоящей из множества несовместимых между 
собой формализмов, изменяющихся в зависимости от цели и систе
мы оценок, и неформализуемой системы ценностей, управляющей
выбором формализма. J

9. Соотношение ценностей и выгод. Жизнь и машина. Экологи
ческие проблемы. Эта проблема в известной мере суммирует все 
сформулированные ранее. Рассматривая соотношение формализации 
и жизни, можно отталкиваться от достаточно малоизвестного, но 
знаменательного факта, что nqnuTKa оптимизации систем жизне
обеспечения, в частности, космических кораблей по какой-то 
системе строго определенных, формализованных критериев начина-
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ет противоречить их основной функции: поддержанию жизни, осо
бенно на достаточно длительных промежутках времени. Сама 
жизнь, сами потребности живых организмов оказываются неформа- 
лизуемы.

Соответственно, прагматический подход, основывающийся на 
какой-либо системе достаточно точных критериев, может оптими
зировать выгоды, получаемые, например, от хозяйства, но, как 
уже сейчас ясно, разрушает саму среду обитания, сами основы 
существования общества, потребности которого он призван удов
летворять. При этом безразлично, какова конкретная система 
"цен", проценты ли это выполнения бюрократически разработанно
го и "спущенного" плана либо доллары...

Это открывает еще одну сторону проблемы соотношения форма
лизуемости и неформализуемости: соотношение между локальной
выгодой и пользой. Локально выгодные действия, как правило, 
поддаются формализации и оптимизации, но чем более они оптими
зированы, тем больший глобальный вред они приносят. Они ведут 
в глобальный тупик, воспринимаемый людьми, сросшимися с "обще
принятой" системой выгод как конец света.

Итак, иллюзия формализуемости, стремление закрыть глаза на 
неформализуемость большинства человеческих понятий либо прибе
гать к обтекаемым формулировкам и эвфемизмам типа: "Человечес
кое познание, хотя и имеет в каждый отдельный момент дело с 
относительной истиной, стремится к абсолютной", - являются 
внешними выражениями подспудного стремления избавиться от сом
нений, решать не решая, по прецендентам и по накатанной колее, 
управлять не управляя, и, соответственно, переложить бремя 
решений со своих плеч на некий абсолютный закон, идолом кото
рого сейчас служит ЭВМ. Поэтому неудивительно, что у тех, кто 
имеет мужество додумывать некоторые из следствий такой гло
бальной установки на несколько шагов вперед, все время возни
кает идея конца света либо цивилизации машин, поскольку основ
ным фактором, мешающим оптимальному с точки зрения формализо
ванных критериев (но тогда, конечно, уже абсолютно бесцельно
му) функционированию "машины" является сама жизнь. Формализа
ция - упрощение действительности, и, следовательно, в конце 
концов убийство всего, что может вызывать сомнения в принятых 
критериях. Оптимизм заслуживает уважения лишь тогда, когда он 
имеет мужество не закрывать глаза ни на что.

Это соответствует известному принципу анализа систем и ма
шин. Нужно предполагать что все блоки машины, все составляю
щие элементы системы могут работать неправильно, и лишь тогда 
мы можем создать систему, работоспособную в реальной обстанов
ке и решающую ту задачу, для которой она предназначена. Систе
ма же, рассчитанная в "идеальном" случае, в предположении не
погрешимости многих элементов, в лучшем случае неработоспособ
на, а в худшем - решает вовсе не те задачи, для которых она 
была создана.
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II. Задачи теории неформализуемых понятий
Выделим некоторые актуальные задачи нашей математической 

теории формализации неформализуемых понятий.
1. Построение точных моделей понятий в виде систем изменяю

щихся - расширяющихся и пересматривающихся - формализаций.
Сейчас уже имеются две такие модели, основанные на разных 

предпосылках и ориентированные на решение разного круга задач, 
- автопродуктивные системы Белякина и предложенные мною авто- 
продуктивные системы теорий. Их систематическое сравнение см. 
в [6 ].

2 . Изучение механизма пересмотра и исполнения формализаций 
при поступлении в систему новых знаний.

3. Моделирование "квантовой природы" гуманитарных понятий, 
когда любая попытка уточнения понятия приводит к его измене
нию, вплоть до того, что даже сама постановка вопроса, скажем, 
в социологической анкете, может заставить человека задуматься 
и изменить свое мнение.

Работы Белякина нацелены на решение этих двух задач. Наши 
работы также затрагивают эти задачи, но основными для них яв
ляются другие задачи, возникшие из практической необходимости 
рассматривать взаимодействия программных систем и их окруже
ния.

4. Формулировка отношений между понятиями на уровне не одной 
формализации, а целой системы противоречащих друг другу форма
лизаций, с учетом, может быть, хода развития такой системы и 
нашей системы ценностей.

В частности, необходимы следующие отношения между поня
тиями .

5. Изучение отношения "прагматического следствия", когда 8 , 
может быть, формально и не следует из II, но приняв *1 в ходе 
пересмотра ртостасей нашего понятия, мы вынуждены принять и 8 .

Заметим, что уже из этого описания прагматического следст
вия видно, что его адекватные экспликации должны быть недвуз
начными: очевидно, что прагматическое следствие может иметь 
большую либо меньшую силу.

6 . Изучение "концептуальной противоречивости" утверждений 
либо понятий, когда принятие некоторого утверждения мешает 
принять другое, хотя формально они и непротиворечивы, либо 
введение в систему одного понятия мешает введению другого, 
поскольку каждое из них мешает другому развиваться.

Аналогично, и концептуальная противоречивость является не
двузначным понятием. Наличие концептуальной противоречивости в 
языках программирования ведет к появлению так называемых ха
рактеристических ошибок*_а в системах "научных" понятий - к 
эклектизму.

7. Построение прагматической логики, формализующей глобаль-
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ные отношения между понятиями на уровне всей системы ипоста
сей. Из предыдущего видно, что прагматическая логика обычно 
оказывается неклассической.

На решение всех этих задач ориентирована развиваемая в ра
ботах автора концепция "автопродуктивных систем теорий" 
[6,7,8].

8 . Изучение логического статуса определений в автопродуктив
ных системах.

Даже формально-логически консервативное определение при 
рассмотрении семейств изменяющихся теорий может оказаться фак
тором, мешающим развитию лонятий.

9. Изучение процесса развития систем понятий, пополнения их 
новыми понятиями и исключзния понятий.

10. Изучение отношения "концептуального распадения" системы 
понятий, когда она делитзя на несколько подсистем, развиваю
щихся в некотором смысле независимо друг от друга.

11. Изучение отношения "концептуального единства" системы 
понятий, когда она не может оказаться в ходе развития распа
дающейся .

12. Изучение отношения "концептуальной полноты" системы по
нятий, когда она является концептуально единой, но перестает 
быть таковой и даже^ становится концептуально противоречивой 
при пополнении новыми понятиями того же уровня.

13. Средства для формализации знаний о незнании и, соответс
твенно, использования незнания как положительного фактора.

14. Рассмотрение традиционных задач логики с точки зрения 
концепции неформализуемости.

Пока не все названные задачи могут решаться существующими 
вариантами теорий неформелизуемых понятий, которые находятся в 
самом начале пути.

III.Автопродуктивные системы теорий
В дальнейшем мы сосредоточимся на одном из вариантов теории 

неформализуемых понятий - автопродуктивных системах теорий 
(ACT). Приводимые результаты даются без доказательств; боль
шинство доказательств можно найти в работах [6,7].

Эта теория основана на идее использования всех преимуществ 
классической логики и в случае неформализуемых понятий. Для 
этого мы принимаем следущие гипотезы.

Гипотеза 1. Нельзя рассматривать процесс развития одного 
отдельно взятого понятия Нужно рассматривать процесс развития 
целой совокупности взаимосвязанных понятий, описывающих неко
торое явление.

Гипотеза 2. Объем понятия является производным от его свя
зей с другими понятиями.

Гипотеза 3. Для гумаштарных понятий эти связи все время 
меняются, их невозможно фиксировать навсегда.
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Следовательно, мы строим формализации для взаимосвязей по
нятий в данный конкретный момент для данной конкретной цели. А 
это дает возможность, осознавая неправильность "в общем слу- с
чае" каждой возможной формализации, смело пользоваться в ней 
классической логикой, которая предназначена для описания взаи
мосвязей между объемами статических понятий.

Гипотеза 4. В каждый конкретный момент для каждого конкрет
ного применения взаимосвязи между понятиями одного тезауруса 
описываются теорией в классическом исчислении предикатов пер
вого порядка.

Гипотеза 5. Имеется теория TQt все теоремы которой призна
ются тождественно истинными для данной системы понятий. Теоре
мы Tq будем называть трюизмами.

Гипотеза 6 . Подавляющее большинство практически интересных 
утверждений остаются неразрешимыми в рамках

Гипотеза 7. Любое корректное расширение Т̂  теории Ti порож
дает противоречащие Т корректные расширения

Гипотеза 8. Для каждой непротиворечивой теории нашей 
системы имеется ее непротиворечивое корректное расширение Ту

Подробное содержательное обсуждение этих гипотез и сравне
ние их с гипотезами, лежащими в основании теории Белякина, см.
[6 ].

Теперь перейдем к математическим определениям.
Определение 1. Вычислимое семейство теорий сигнатуры <г с 

носителем J^N - вычислимая функция /, такая что f(i,A) (т.е. 
результат применения / к (i,A) определен) для ieJ и замкнутой 
формулы сигнатуры ста. Если f(i,A)=О, то А называется аксиомой 
теории Тг Множество теорем теории т обозначим т (Ti).

Определение 2 . Автопродуктивная система теорий 2 сигнатуры 
<г - совокупность

a) множества JQN, называемого носителем системы; ое«7;
b) вычислимого семейства теорий f с носителем J; при всех 

ieJ выполнено т (Tq)ST(Т{);
c) вычислимой функции <p(i,J) (автопродуктивной функции),

сопоставляющей каждой паре i,JeJ, таких, что тсг^)ct(Tj), пе
речислимое множество <p(i,j)QJ, такое, что при каждом ke<p(i,j) 
теория Т^итк противоречива, а пересечение т(Т^) J}T(Tk)
есть T(Tj);

d) функции (не обязательно вычислимой) £ (функции расшире
ний), сопоставляющей каждому ieJ, такому, что т непротиворе
чива, £({)€J, такое, что т(т{ )ст(т^(1)) и Т^п) непротиворечи
ва .

Автопродуктивная система теорий (ACT) называется сильной, 
если ф (i, J) одноэлементно для любой пары t(ti)ct(tj), такой, 
что x(T1)cT(Tj); конечной, если ) для таких i,j конечно,
неархимедовой, если для любой вычислимой функции ф, такой, что 
т(т^(п))ст(г^(п+1)), найдется Тф(^}, такая, что для всех п 
т(Тф{п) )£(Тф(^}), и если все Т^(п) непротиворечивы, то и Тф(^}
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непротиворечива; иммунной, если нет такой вычислимой ф, что 
T(^(n,)cT(T0(n+D ) для бесконечного числа neN.

Примеры автопродуктивных систем легко строятся, исходя из 
теоремы Геделя в формуле Россера [5].

П р и м е р  1. Пусть SRQ - формальная теория, содержащая 
арифметику. Построим ACT, базирующуюся на SRQ и ее расширениях 
россеровскими формулами, и обозначим эту систему SR.

Носителем SR является множество кортежей, составленных из о 
и 1. SPV=SR~, где Л - пустой кортеж. Как и обычно, через х*у 
обозначаем соединение кортежей, через [п] - одноэлементный
кортеж с элементом n, [nlt...tnkJ - кортеж из к членов 
n1,...,nk в указанном порядке; х - кортеж, получаемый инвер
сией всех членов кортежа х.

Пусть 3Rx уже псстроена. Тогда S£x*[0]=S£xU<nJ?SR >,
s1x*[1]=SJ*xU^ sr где ” россеровская формула теории Т.

Все SRx непротиворечивы, и s<y<=> x(si?x ) с x(SRy ). Автопро- 
дуктивная функция <р сопоставляет каждой паре кортежей

<х,х*[ylt ... 9ук]> множество
(х*[уг J, х*[уг]*[у2], . ,х*[уг, . . . .уктт1]*[укП.
£(х)=х*[1].
Отметим коренное отличие SR от рассматривавшихся ранее в 

литературе трансфинитных последовательностей теорий [ю]. Rsr
х

содержательно истинны на натуральном ряду, так что в SR на 
равных правах входят как теории, согласующиеся с арифметичес
кой истинностью, так и теории, противоречащие ей.

П р и м е р  2 . Авт^продуктивная система всех расширений 
наследственно неразрешимой теории, включающей арифметику.

Носитель системы RE - множество геделевых номеров рекурсив
ных функций, перечисляющих замкнутые формулы сигнатуры сг, та - 
теория, образующаяся добавлением к TQ множества аксиом, пере
числяемых а, <р(а,р) - множество теорий вида

(ос(о)___,ос(к), -ip(o)v...)nfi(ш)у,
где ос(о)....ос(к), Р(о).... ЭГЯО - аксиомы Та и в порядке
их перечисления. Эта система неархимедова и безразлично полна, 
т.е. если и Ta n̂tl, то найдется Т̂ , т(та )^т(т^) и

П р и м е р  3. Автопродуктивная система всех конечных рас
ширений TQ, являющаяся иммунной.

Пусть цл есть А, если ц=0, и iа, если м=1. Пусть все замк
нутые формулы сигнатуры о*, не начинающиеся с отрицания, зану
мерованы подряд. Кортеж формул 1» где

1 п
{1<i2..<in, ПОЛОН, если НИ ДЛЯ ОДНОГО k<in, НИ gk, НИ
не следует из ,. . . ,ц 5. (3. - формула с номером 1). Пол-

1 1 n п 1
ноя система импликаций для п - набор всех импликаций вида
pigi &. . .8*1^ * PjSj, ir ...,ik, i<n ВЫВОДИМЫХ В Т0.

Носитель автопродуктивной системы FE - множество пар <х,и>, 
где х - геделев номер полного набора [ 4 » * ], а и -

п
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геделев номер полной системы импликаций для in.
Если т(Та)ст(гь), то в полном наборе b есть формулы, не 

входящие в полный набор а. Составим кортеж всех этих формул: 
[ \ 8 _ .... \ 3 2 ].1 zi 1 zi

Теперь возьмем кортежи
» * * * ’**«& » * l ® z • • • » [*Ч8Х 1....^п®х И1 П 1 1 п 1

пополним их, пользуясь данными полными системами импликаций. 
Полученное конечное множество теорий и есть <р(а,Ъ).

Функция расширения в данном случае нерекурсивна.

ТЕОРЕМА I. Если Z - конечная ACT, то для каждой Т{ найдется 
такое 8 ^ что t (t{)=t (t0v^IJ).

СЛЕДСТВИЕ. Нет конечной ACT, базирующейся на интуиционистс
кой арифметике.

Таким образом, не всякая логика подходит в качестве внут
ренней логики теорий и ACT. Наш выбор классической логики ока
зывается обоснованным не только прагматическими, но и чисто 
математическими соображениями.

IV. Прагматическая логика
Отношением, на котором базируется прагматическая логика - 

глобальная логика автопродуктивной системы, - является отноше
ние (абсолютного) прагматического следствия 8=»8 .
Определение 3. 8 прагматически влечет 8 в теории из системы 
£, если для j<J, tCt^stCTj), из Tji-8 следует Т^ь8 . Система I 
прагматически строга, если для всех замкнутых формул 8,8 

тогда и только тогда, когда
Предложение 1. Если Tji-8^8 , то
Предложение 2 . Z прагматически строга тогда и только тогда, 

когда она безразлично полна.
П р и м е р  4. В системе SR имеет место Т *=8=>д , где *1 -X ьнX

формула, невыводимая в Т , но выводимая в т >, но, ко-X X ьнX
нечно, не для всех таких 8т к8*1̂, .

х
Теперь введем полную систему прагматической логики. Прагма

тические связки =», &, v, V, 3 соответствуют аналогичным связ
кам интуиционистской логики, ~ - сильному отрицанию. Чтобы 
минимизировать трудности, связанные с термами, добавим к языку 
сигнатуры о* е-термы Гильберта [4]. Как известно, такое расши
рение консервативно. Далее, будем рассматривать в любой теории 
Т{ лишь такие термы t, что для всех входящих в них е-термов 
ex8(a:)Ti^3x8(x).

Прагматические формулы - формулы, составленные из формул 
сигнатуры о* при помощи прагматических связок. Формулы сигнату
ры <г будем называть внутренними формулами.

Определение 4. Отношение "прагматическая формула 8
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вынуждается теорий Tj системы I":
a) Если А - внутренняя формула, то hti,
b) Если то Tj»=tl тогда и только тогда, когда TfU^ и

Т ^ 2» Т1*~  ̂тогда и только тогда, когда Т]*~Н1 или Tf~^2.
c) Если то тогда и только тогда, когда

или Т^^2, тогда и только тогда, когда и Tf~U2.
сОЕсли « = « ^ 2, то Т^И тогда и только тогда, когда для 

всех Tj,т(Tj )£т(Tj), из следует Т ^ 2. т°гда и
только тогда, когда и Tf~42.

e) Если *1=^, то — ttj тогда и только тогда, когда
f) Ec,nn tl=V®«1, то Т{*Ъ тогда и только тогда, когда для всех

т (Т4 )£т (тj), для всех t TJ»=tl1 far) t3. T тогда и только
тогда, когда есть такое t, что T1*S~*I1M  tj.

g) EcjM *1=3®^, то тогда и только тогда, когда есть
такое t, что Ti*=tl1[x| t]j. тогда и только тогда, когда для
всех т (Tj)£т(Tj), для всех t Tj*~w1I*| t]|.

ТЕОРЕМА 2. Прагматическая формула V вынуждается всякой т1 
всякой ACT Z с TQ=Th тогда и только тогда, когда существуют 
такие формулы Ф1 >•••»фп» ф интуиционистской логики высказыва
ний с сильным отрицанием (ИЛСО), в которых все логические 
связки помечены точками, такая подстановка < внутренних формул 
вместо пропозициональных букв, что:

а)все Фх имеют вид р* =»Pq, где р* - пропозицио
нальные буквы, и тньм*р{€&.. .&J11 р1 ^=>pi;

* * п 2  й | v
ь;в илсо *ni-*;

Итак, интуиционистская логика с сильным отрицанием, отверг
нутая нами как внутренняя логика автопродуктивных систем, ока
зывается прагматической, глобальной логикой таких систем.

Усилим понятие прагматической строгости системы. Даже в 
прагматически строгой, т.е. безразлично полной, системе могут 
быть нетривиальные прагматические зависимости между формулами. 
Например, если видоизменить систему примера 3 таким образом, 
чтобы в кортеже .. .,дпЗп] содержались все формулы с но
мерами, меньшими п, то система осталась бы безразлично полной, 
но имелись бы зависимости где j<i. Одна из зависи
мостей более высокого порядка выполнена в любой безразлично 
полной системе. А именно, пусть, как обычно, слабое интуицио
нистское отрицание о И есть 11ФИ 1.

Предложение 3. Т^лА^А для любой внутренней формулы А лю
бой безразлично полной 2 .

Импликация вида V® ( Аг& . . . , ц а̂^ а ), где А{> А - внут
ренние, назовем элементарными зависимостями,
Vx(m1A1&. . .84inAn=̂ iA) - концептуализациями элементарных зависи
мостей.

Предложение 4. Концептуализация элементарной зависимости

42



вынуждается Т{ безразлично полной системы 2 тогда и только 
тогда, когда в выводима соответствующая элементарная зави
симость .

Определение 5. Сиситема 2 автономно полна, если для любой
Tj И любых Ау Вгу ...,ВП, таких, ЧТО Tî A^B1...... Т ИА*ВП»
имеется Ту т(т{) я т(2^), д л я  всех i Т  ̂v в{.

ТЕОРЕМА 3. Если 2 автономно noAHdy mo TfK тогда и только 
тогдау когда существуют форлулы Ф^ Ф ИЛСО и подстановка внут
ренних форлул влесто предикатных букв С такие, что

a) все Ф, илеют Ъид Чх(ц\р! &. ..& ц1р1 # ц1р1), где р* -i ' l l  п п J *о О J
предикатЫу либо Vx7“iP=»~Pj, где р - предикат;

b) элелентарные зависилостиу соответствующие Ф^, выводили 
б тк;

c) Ф выводило в ИЛСО из Ф.....ф ;' 1* ’ п’
d) II = Ф£.

V. Прнмененя автопродуктивных систем теорий

С помощью автопродуктивных систем можно определить не толь
ко абсолютную прагматическую логику, которой мы занимались в 
предыдущем параграфе, но и относительные прагматические логи
ки, базирующиеся на системах оценок. Например, в [6] показано, 
как определить на системе SR неабсолютное прагматическое след
ствие, которое можно интерпретировать как индуктивный вывод о 
дальнейшем развитии системы. Приведем использованную в [6] 
математическую конструкцию, чтобы еще раз подчеркнуть принци
пиальное различие нашего подхода и модного сейчас подхода так 
называемых нечетких множеств, где пытаются применять к не до 
конца определенным понятиям все ту же парадигму всезнания и 
все оценивать числами.

3 я J - внутреннее множество, если есть такое что 3 = 
(ieJ l^hU}. Семейство внутренних множеств Jn(J) образует ниж
нюю полурешетку, наименьшим элементом которой {Q является мно
жество всех противоречивых Гг Отображение Ф некоторого семей
ства подмножеств J на нижнюю полурешетку £ с минимальным эле
ментом sQ называется оценкой автопродуктивной системы 2, если 
<7n(j; я Dom(Ф;, Ф и 0) = sQt Ф сохраняет пересечения. « - отно
шение сильного превосходства на £, если « антирефлексивно и 
транзитивно, из а«Ь следует а<Ъ, sQ«a при sQ*a, если а<Ь и
Ь«е, ТО а«с.

II прагматически влечет В в Т{ при оценке Ф, если
<ыл\т(т1)ят(т̂ )у Т} hU, TĴ 8}«{iej|T('Ti;STCTj;,Tjĥ , Ту-8>.

И и 8 концептуально противоречат друг другу в тех же условиях, 
если (j\T(Ti)QT(T]), Tj hU & 8}«0 \т(Т{)Ят(т^у Tjhll или Т} ьВ>.

Содержательно это означает, что намного больше возможностей 
развития тогда, когда мы принимаем либо и, либо В, чем тогда, 
когда мы их принимаем вместе.

43



В [6] продемонстрировано, как можно использовать для анали
за понятий языков программирования индуцированную ACT концеп
цию устойчивости высказывания. Например, рассмотренные нами 
элементарные зависимости устойчивы, если они не изменяют зна
чения после замены внутренних связок на прагматические, а уже 
высказывание Uv-itl не всегда устойчиво. В [6] показано, что, 
если формула И выводима из устойчивых формул выводом в интуи
ционистской логике, в котором в аксиомы вместо предикатных 
переменных подставлялись устойчивые формулы, то она также ус
тойчива. Это обосновывает метод установления концептуальной 
противоречивости, предлокенный в [9] и заключающийся в том, 
что строится конструктивная теория рассматриваемых понятий, и, 
если в ней выводимо Uv-iU, то рассматриваемые понятия неустой
чивы и, следовательно, плохо совместимы.

Автопродуктивные системы дают возможность анализировать 
структуру развития научней теории, включающую научные "револю
ции". В частности, иммунные ACT моделируют структуры, в кото
рых научные революции неизбежны: любое движение по линии по
полнения теории через конечное число шагов заходит в тупик, и 
необходим ее пересмотр.

Еще одной новой возможностью, открываемой автопродуктивными 
системами, является формализация незнания. В [7] приведена 
конструкция, базирующаяся на идее соединения полных наборов 
полных систем импликаций с "инверсно полными наборами", кото
рые наряду с включают в себя и все j^n,
и введения "предиката незнания", постулирующего при помощи 
геделевской нумерации, что мы нечто не знаем и при дальнейшем 
развитии без пересмотра теории и знать не будем.

В связи с этим появляется понятие псевдопроблемы в г сис
темы 2; это формула U, такая, что при т(Т^ст(т ), туМ и 
Т^~И, или, другими словами, Tf~i (tlv~tl). А это понятие дает 
возможность проанализировать "метод критики предпосылок", не
однократно трактовавшийся как логическая ошибка.

Как известно, метод критики предпосылок включает рассужде
ние типа "Он говорит, что U. Но *1 следует из 5, а 8 неприемле
мо. Значит, он неправ".

ТЕОРЕМА 4. Если V - псевдопроблела 6 т19 и
т(т{)ят(т^), TjblШ ,  то ложно построить такое а, что Ту-а,
Tjbа=>8 U а=И1,

Таким образом, корректное применение метода критики предпо
сылок требует найти в основаниях предложенного утверждения не 
просто утверждение, кажущееся неприемлемым, а псевдопроблему, 
и заставляет найти новые основания для 8, никак не зависящие 
от псевдопроблемы И. А вот если 8 принято в качестве новой 
аксиомы, то метод критики оснований просто убийственен: он
доказывает неприемлемость 8 в таком качестве, 8 может быть 
лишь следствием не затрагивающего псевдопроблему утверждения 
а.
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Но препятствием на пути расширений применения ACT пока ос
таются технические трудности, связанные с фиксированностью 
сигнатуры сг: мы откажемся моделировать процесс пополнения и
ограничения системы исходных понятий.
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В.А.Слирнов

ДВАЖДЫ АЛГЕБРЫ И СИММЕТРИЧЕСКИЕ ЛОГИКИ
В статьях [7],[8] и [12] я развил идею двухуровневых логик. 

Я различал формулы, которые выражают суждения, утверждения и 
пропозициональные термы, которые обозначают события, положения 
дел. Я также различал логические связки, приложимые к термам, 
и логические связки, с помощью которых из одних утверждений 
образуются другие. Заметим, что алгебра события не обязательно 
совпадает с алгеброй утверждений. Идея двух уровней логики - 
внутренней логики (логики событий) и внешней логики (логики 
утверждений) - была выдвинута Н.А.Васильевым. Я пытался реали
зовать ее в терминах современной логики.

В настоящей статье я сосредоточу свое внимание на алгебрах 
событий и методах их построения. Я рассмотрю их самостоятель
но, абстрагируясь от идеи двух уровней логики. Моя конечная 
цель, выходящая за рамки статьи, реконструировать другую иск
лючительно важную идею Н.А.Васильева, его идею многомерных 
логик. Хочу сразу подчеркнуть, что идея многомерных логик от
лична от идеи многозначных логик, и, к сожалению, до сих пор 
не разрабатывалась современными логиками. В основном я ограни
чусь лишь двумерными логиками, поскольку они известны в другой 
форме, вопросу построения логик более двух измерений посвящена 
другая статья.

1. Методы конструкции сдвоенных алгебр
Я начну с рассмотрения методов построения сдвоенных алгебр, 

или, как их чаще называют, дважды алгебр. Начнем с простого 
случая. Пусть <Р,<,п> будет полурешеткой, т.е. Р есть непустое 
множество, < - частичный порядок на Р (< - рефлексивное, анти
симметричное и транзитивное отношение) и п - двуместная функ
ция, удовлетворяющая условию 

с<аГ\Ъ<г=>с<а&с£Ъ.
Пусть <Р,>,и> будет также полурешеткой, где г - частичный 

порядок и выполняется условие 
c>aUb4=>c>cu5c<?>b.

Эти системы дуальны, т.е. существует такое отображение h пер
вой системы на вторую, что

h(a)=a
Н(аПЪ)=Н(аЮН(Ъ) 
a£b*=*h (a)zh (Ъ)

И отображение q второй системы на первую такое, что
q(а)=а
q(aUb)=q(a)Hq(b) 
c&b=q(a)sq (b)

При этом qh(a)=a и hq(a)=a.
Однако если мы рассмотрим систему <Р,£,£,п,и>, где <P,s,r\> и
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суть полурешетки, то мы не получим решетку. Чтобы по
лучить решетку, нам надо постулировать следующее условие соп
ряженности 

а£.Ъ*=$а<Ъ.
Если полурешетки рассматриваются как универсальные алгебры, 

то условие сопряженности будет следующим: 
aAb-a<=*aUb-b.
Если мы хотим иметь эквициональную систему аксиом для ре

шетки, тогда к аксиомам нижней и верхней полурешеток мы добав
ляем законы поглощения:

(аПЬ)иЬ=Ь И aT)(aUb)=a.
Законы поглощения выполняют роль условия сопряженности. 

Решетка, т.е. сдвоенная полурешетка с условием сопряженности 
будет самодуальной.

Следующий шаг состоит в построении прямого произведения 
самодуальной системы. В случае решетки <Р,£,п,и> мы строим 
систему <РХР,£,п,и> следующим образом:

<а̂  , a2>s<b1 , b2>«=»a1<b1&b2<a2 
<аг , а2>П<Ь1, Ь2> = Са1П Ь 1 , b2Ua2>
<аг , a2>U<b1 , b2>=<a1U b 1 , Ъ^\а2> .
Построенная таким образом система, как легко видеть, будет 

решеткой. Теперь мы можем ввести отрицание, определенное на 
парах:

~<а.у , а2> = <а2,а'̂ > .
Введенное отрицание на парах будет отрицанием де Моргана, 

т.е. выполняются следующие равенства:
л/л/Х —X
~ ( хПу ) =~xU~y 
~ ( xKJy )=~хС\~у

(Здесь х,у,... - переменные, пробегающие по парам).
Мы можем построить секвенциальное исчисление, соответствую

щее решетке и решетке с отрицанием де Моргана.

2.Решеточная логика
Основная секвенция имеет форму:
А-+А
Логические фигуры заключения: 
г-*в,А г->в,в х,г->е или в,г-*е
Г-Я, А&В А&В, 1'+е

г->е,А или г%е,в л,г->е в,г-*в
а у б ~ a Vb 7Т 50

Структурные фигуры заключения:

ГЧД.в./.е
Т-*А,А,В,в

г,в, А, Д-*в 
ТТТТвТта
А, А, Г -+Q 
А.Г+в

перестановка

Г***® . А, А 
~ТЛ,А
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Для этой системы не значимы структурные правила добавления 
(ослабления). Сечение:

Г+в,м м,Д+Ф 
Г, А̂ 0"7̂является допустимой фигурой заключения. (Доказательство устра

нимости сечения см.: В.А.Смирнов [6]).

3.Симметрическая решеточная логика
Для построения симметрической решеточной логики в форме 

секвенциального исчисления мы добавляем к описанной выше реше
точной логике следующие логические фигуры заключения: 

г-+8, или г-е,~в ~А,г->е ~в,г-+в
Г-»8 , ~ (А&В ) ~ (А&В ) , Г-+8

Г -►в , ~А Г -*в , ~В 
Г->в ,~(AVB)

~A,T-*Q ИЛИ ~ В , Г-*8

П *в,А  А,Г+Э
t л/л/̂ t

Структурные фигуры заключения прежние. Таким образом, мы 
имеем пример простой симметрической логики.

На базе ограниченной решетки мы можем построить ее степень, 
определив нуль и единицу следующим образом:

о=<о,1> 1=<1,о>.
Если решетка ограничена, то мы добавляем к языку константы 

t и /. В качестве основных принимаются также секвенции:
■+t и /-*
Теперь мы можем сделать следующий шаг. Пусть пары выполняют 

следующие условия
а̂ Г\а2=0 И a^Ja^= 1 .

Тогда мы получим решетку с ортодополнением.
Таким образом, мы построили сдвоенную систему из некоторой 

системы и ее дуала и некоторого условия сопряженности. Затем 
мы проанализировали степень самодуальной системы.

Однако мы можем начать с некоторой самодуальной системы, 
которая не необходимо получается процедурой, описанной выше. 
Таков случай с дистрибутивной решеткой. Я не знаю, можно ли 
построить ее из полурешеток с помощью некоторого условия со
пряженности (или других систем с некоторым условием сопряжен
ности). Но мы можем построить степень дистрибутивной решетки и 
ввести соответствующее де Моргановское отрицание. Ограниченная 
дистрибутивная решетка с де Моргановским отрицанием есть ква- 
зибулева алгебра. Мы можем предложить секвенциальное исчисле
ние для логик, соответствующих дистрибутивной решетке и дист
рибутивной решетке с де Моргановским отрицанием. Для этого к 
описанным выше секвенциальным исчислениям мы добавляем струк
турные фигуры добавления.
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4. Полубулевы алгебры и нв-логика
Обратимся к полубулевой алгебре. Рассмотрим алгебраическую 

систему где <Р,г\,и,о> есть псевдобулева алгебра и
<P,f),V,-> ее дуал (брауэрова алгебра). Эта система была тща
тельно исследована Цецилией Раушер и названа ею полубулевой 
алгеброй [11].

Операции этой алгебры на парах определяются мною следующим 
образом:

(ctj • f b2^— , b̂ JcL̂  ̂,
<a1,ci2>V<b1,b2>=<a1'Jb1,b̂ )a2>,
<аi, а2>э<Ь1, Ъ2>=<а1эЪ1, Ь2~а>2> ,
<а1,а2>-<Ъ1,b2>=<a11b1,Ь̂ >а2>,
1<а1,а2>=<па1, Га2> >
Г<а1,а2>=< га^па^.

Таким образом, введенные операции на парах дают полубулеву 
алгебру.

Ц.Раушер предложила следующую систему аксиом для этой ал
гебры:
(11) aUb=bUа
(12) (aUb)Uc=aU(bUc)
(13) (aDb)Ub=b
(14) bU(a-b)=aUb 
(Ig) (a-b)Ua=a
(Ig) (a-о M(b-c )=(a\Jb)-c 
(I7) (a-a)KJ b=b

аЛЬ-ЬПа
(аЛЬ )Г\с=аГ\ ( ЬЛс )
(aUb )Г\а=а 
aT\(cob )=aT\b 
(cob )Г\Ь=Ь
(cob )Г\(сос )=со(ЬС\с ) 
(соа)С\ b-b

Полубулева алгебра имеет нулевой элемент
О-а-а 

и единичный
1 -соа.

Естественно, вводятся два дополнения: 
la-со О га=1-а.
Логикой, соответствующей полубулевой алгебре, будет сдвоен

ная гейтинго-брауэрова логика НВ. Ее аксиоматика предложена 
Ц.Раушер в 1974 г.

Схемы аксиом НВ:
(Аа ) (Ао В ) о ( ( В оС) о (Ао С ) )
( а 2 ) а оа у в

(А3 ) ВоАУВ
(А4 ) (а о с Ь ( ( в о с )о (а у в о с ) )
(Ад) А&ВоВ 
(А6 ) А&ВоА
(А? ) (С оА )о ( (С оВ )о (С оА & В ))  
(А8 ) (Ао(В оС))о (А&ВоС)
(Ад) (А&ВоС )о (АО (ВоС))
(А10) АоВУ (А-В)
(АХ1) (АоВ)о(пВэ- \А)
(А12) U - B ) d (-Ud B)
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(A13) ((A-B)-Cb(A-(BVC)) 
(A14) 1 (А -ВЪ С А эВ)
(Alg) (Аэ(С-С) ЪтА 
(A16) 1A:>U>(C-C))
(A17) ((СэС)--А)э rA
( a18) га э (Чс ъ с ; - а )

Правилами вывода являются 
А.АэВ 

В
и правило 

А .
ГА ~

Логика НВ может быть эписана в достаточно изящной секвен
циальной форме (с многосукцедентными секвенциями) - GHB. Для 
интуиционистских связок - это системы G3 Клини.

Основная секвенция имеет вид:
А-+А.
Логические фигуры заключения:
А , Г -►В 
Т^АэГ"

Г%8, А Г +0 .В  
Г-+0, А&В

Г->6 , А, В 
Г-в.АУ В

А, Г-»
Г ^ А ~

Г-»0, А В,Г+в

ГЧ8.А -В

А,Г-»В 
, [А

Г-*в,А В,Г-*в 
АэВ.Г-Я

А , В , Г-^0 
А&В, Г-*в

Г-йЭ , А 
пА , Г-*6

А, Г-*8 В .Г+0
AVB,

А-^е.в

А-В-*в

-►в, А 
гА-й)

В правилах -ю и -п - 0 пусто, в правилах ^  и - пусто Г. 
Действуют обычные многосукцедентные структурные правила: пере
становки, сокращения, добавления. Сечение является допустимой 
фигурой заключения. Назовем это исчисление GHB.

ТЕОРЕМА. Если формуле а доказуема 6 аксиоматическом исчис
лении нв, то секвенция +А доказуема 6 секвенциальном исчисле
нии GHB.

Теорема легко доказывается индукцией по длине доказательст
ва в НВ.

ТЕОРЕМА. Если секвенция а19 ... ,Ап+в19... 9Вт доказуема в 
GHB, то формула Аг&...&лп DB1v...vB|n доказуема в НВ; если сек
венция -►B1,...,Bin доказуема в ghb, то формула B1v...vBm дока
зуема в нв; если секвенция а1 ,...,Ап+ доказуема в нв, то фор
мула 1 (А±&. . -&Ап) доказуема в нв.
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Теорема доказывается индукцией по высоте вывода в снв.
Таким образом, GHB эквивалентна нв в указанном выше смысле.

5. Симметрическая полубулева алгебра и 
симметрическая гейтингова алгебра

Определение полубулевой алгебры на парах позволяет нам ес
тественным образом ввести де Моргановское отрицание:

~<а^, а2>=<а2,а1>.
Пусть х,у - переменные, пробегающие по парам. Тогда имеет 

место:
~'*Х=Х, ®
~ ( х\)у )=~хС\~у,
~ ( хПу )=~x<J~y ,
~ (xz>y )=~у-~х,
~ (х-у )=~уэ~х.
Полубулеву алгебру SB, удовлетворяющую перечисленным выше 

условиям для ~, будем называть симметрической полубулевой ал
геброй SSB. Легко видеть, что псевдоразность в SSB определима 
через де Моргановское отрицание и относительное псевдодополне
ние. Поэтому симметрическая полубулева алгебра естественным 
образом приводит нас к хорошо известной системе симметрической 
алгебры Гейтинга.

Под симметрической гейтинговой алгеброй SH <Р,о,i,п,и,э,~> 
имеют в виду алгебру, где <р,о,i.п,и,э> есть гейтингова алгеб
ра и <Р,о,1,П,и,~> - алгебра де Моргана.

ТЕОРЕМА. Силлетрическая гейтингова алгебра дефинициплъно 
эквивалентна силлетрической полубулевой алгебре.

Для доказательства мы добавляем к SH
a-b-~ f~fco~aJ, 

а К SSH - 1 =соа И О-а-а
Теперь легко сформулировать симметрическую гейтинговско- 

брауэровскую логику SHB и симметрическую гейтинговскую логику 
в аксиоматической форме. Для этого к аксиомам Н добавляем:

~ ( А&В )=~AV~B 
~(AVB )=~ASc~B,

а к аксиомам нв еще дополнительно:
~ (АэВ)=~В-~А 
~ (A-В)н~Вэ~А.
Мы можем также дать секвенциальную формулировку симметри

ческой гейтинговско-брауэровской логики GSHB и симметрической 
гейтинговой логики GSH.

Для формулировки GSHB к логическим фигурам заключения для 
GHB добавляем:

Г-*в , -В ~А, Г-*в ~В->б , ~А
Г-+& ,~(АэВ ) ~(АэВ )-&

~В, Г -* ~А Г-*в t л/В ~А, Г -►в 
~(А-В), Г->в
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Г -*8 , "А, ~В 
Г-+б, (А&В )

~в, г%в ~а , г+е
^ТШТТ^б

Г -►в , ~'А Г -+G , ~В ~А, ~В, Г -+6
г->е, ~ (a v b ; ^TIvBTTr^e

, Г-^в 
Г'->0 , ~-\А
~А, Г -  
Г -+~ р!

-*& , ~А

Г+в,~А 
~ [А, Г -+Q

Г -►О , А А, Г -►0

ТЕОРЕМА. Если а доказуема 6 shb, то -*а доказуема б gshb.
ТЕОРЕМА. Если Ах,..., а ,..., Вт доказуема 6 GSHB, то 
. ,&а dBjV... vBm доказуема б SHB; если ■+в1,...,Вт доказуема 

б gshb,то B1v...vBm доказуема б shb; если л1,...,лп-̂ доказуема 
6 GSHB, то 1 Гл1Аг.. .&лп>) доказуема в SHB.

Мы подучим секвенциадьную формулировку симметрической ин
туиционистской логики GSH, если отбросим правила для 1 и р.

Легко сформулировать симметрическую гейтингово-брауэрову 
логику с отрицанием Хао Зана. Для этого в 'секвенциальной фор
мулировке мы добавляем в качестве основных секвенций секвенции 
вида

А, ~А -*
Аналогично может быть сформулирована интуиционистская логика с 
Хао Ваковским отрицанием. Не будет ли эта логика эквивалентна 
интуиционистской логике со строгим отрицанием? Ответ отрица
тельный.

6.Интуиционистская логика с сильным отрицанием
Идея интуиционистской логики с сильным отрицанием была выд

винута независимо Д.Нельсоном [9] и А.А.Марковым [5]. Они ис
ходили из идей симметричности понятий истинности и ложности. 
Аксиоматизация в гильбертовской форме была предложена Н.Н.Во
робьевым ([1],[2]). Он предложил следующие схемы аксиом:

1. (В̂ >А)
2. (А>(В^С)((А>В)>(А>С))
3 . А:э (В̂ АбсВ )
4 . АЛсВт>А
5. АЬВэВ
6. (А>С)э((В>С)>(АЧВ>С))
7. АэАУВ
8 . ВэАУВ
9 . (А>В)э( (А>~\В)>-\А)
10 ЛА>(А>В)
11 .~Az>(Az>B)
12.~(А>В)>А&~В
13 . А6с~В>~ (АэВ )
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\4.~(AScB)>~AV~B 
15 .~AV~Bz>~(A&B)
1в.~(AVB)э~А&~В
17 .~ASc~Bz>~(AVB)
18 . Az>A 
19.A>~lA 
20 . ~~Az>A 
21. Аэ~~А
Правилом вывода является модус поненс а .а э в .

в
Сильная импликация может быть введена определением 

A=*B=Df (Az>B)&(~в̂ >~А). И. Заславский предложил секвенциальную 
формулировку интуиционистского исчисления с сильной имплика
цией и с сильным отрицанием. Однако его формулировка достаточ
но сложна, так как дается в виде односукцедентного исчисления. 
Я предлагаю другую фомулировку секвенциального многосукцедент- 
ного интуиционистского исчисления с сильным отрицанием. 

Основными секвенциями являются секвенции вида:
А-+А 
А, ~А-+
К логическим формулам заключения в клиневской форме GI3 

добавляем следующие фигуры:

Г ->0 , А Г ->0 ,
г-*е,~(А*в)

Г-+Q , ~А, ~В 
У+Ь,~(А8сВ)

Г-+в , ~А Г->в , ~В 
Г-+0 ,~(АУВ )

Г+в,А 
Г-+6 А

Г+в,А 
Г -►б , ~~А

А , ~B-*Q
~(а^в )-*В

~А , Г->б ~В , Г->0 
~ (А&сВ ) , Г-*в

~А , ~В (Г -йЭ 
~(АУВ), Г->б

А+в
A-+Q

А'Г+в 
~~А, Г-*8

Эта система GHI эквивалентна аксиоматической системе Воробьева 
[1]. Доказательство просто. Для GHI имеет место теорема о до
пустимости сечения. На этой основе могут быть введены правила 
введения для сильной импликации и ее отрицания.
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В.Дзёбяк, Я.Челаковский

КОНГРУЗНЦ-ДИСТРИБУТИВНЫЕ 
МНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБР*

В этой статье анализируются некоторые аспекты проблемы ко
нечной аксиоматизируемости конгруэнц-дистрибутивных квазимно
гообразий алгебр. К.Бейкер [23 доказал, что каждое конечно 
порожденное конгруэнц-дистрибутивное многообразие конечного 
типа имеет конечную базу. Наша цель заключается в том, чтобы 
представить некоторые обобщения этой теоремы, которая распрос
транялась бы также на конгруэнц-дистрибутивные квазимногообра
зия. Если логику отождествить с финитарной операцией присоеди
нения следствий, определенной на множестве пропозициональных 
формул, тогда класс всех алгебраических моделей импликативной 
логики С (в смысле Рассевой) с логической связкой дизъюнкции 
образует конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие. Другие 
примеры представлены логическими системами в которых имеет 
место теорема дедукции ([4,53).

Пусть К есть квазимногообразие алгебр, АеК и а,ЪеА, 0̂ (а,Ъ) 
обозначает наименьшее отношение конгруэнтности 0 на А такое, 
что asb(mod Q) и А/веК. Пусть Соп̂ А=й{.<в€СопА:А/веК). Легко 
видеть, что если АсК, тогда Соп̂ А образует алгебраическую ре
шетку по включению. Будем говорить, что К конгруэнц- 
дистрибутивно (для краткости к.д.), если для всех АеК решетка 
Соп̂ А дистрибутивна. Для класса М подобных алгебр обозначим 
посредством Q(M) и v(M) наименьшее квазимногообразие и наи
меньшее многообразие, которые включают м соответственно. Гово
рят, что квазимногообразие (многообразие) К является конечно 
порожденным, если K=Q(M)(K=v(Ы)) для некоторого конечного мно
жества М подобных алгебр. Qld(K) и ld(K) обозначают множества 
всех квазитождеств и тождеств, общезначимых в К, соответствен
но. Пусть Kpgj обозначает класс всех конечно подпрямо неразло
жимых членов квазимногообразия К. Мы принимаем, что тривиаль
ные алгебры принадлежат к К ^ .

Говорят, что в квазимногообразии К алгебр главные конгруэн
ции эквационально определимы по пересечению (ПЭОП), если су
ществует конечная система <р (x,y,ztu), q (xty,ztu)>, i<k, 
четырехместных термов таких, что для всех АеК и а,Ъ,с,deA, 

0K(a,b)n0R(c,d)= V 0ĵ (р{(а,Ъ,с,d), q{(а,Ъ,с,d)),
где объединение v образовано в Соп̂ А.

ТЕОРЕМА I. Для квазилногообразия к алгебр следующие условия 
эквивалентны:

(i) К илеет ПЭОП,

*Пер. с англ. А.С.Карпенко.

55



(а) к илеет к.д. и KFS[ образует универсальный класс,
(iii) K__Tt=Va: ,у, z ,и [( Л р. (х, у, z ,u)=q. (х, у, z ,и) )<=*

ГЬА к к  1 1
$=$(х=у) или z=u) ]

для некоторых 4-х лестных термов pl,ql(i<b).
Более того, проблема о том, порождает ли данное конечное 

множество конечых алгебр квазимногообразие (ПЭОП), разрешима.
Эквивалентность (i) и ({{) для многообразий была доказана 

ранее Блоком и Пигожжи [3].
ТЕОРЕМА 2. Пусть К есть квазилногообразие алгебр конечного 

типа. Допустил, что к имеет ПЭОП. Следующие условия эквивалент
ны:

(i) К имеет конечный базис,
(a) Ky.gj является строго элементарным классом.
ТЕОРЕМА 3. Пусть к есть конечно порожденное квазимногообра

зие алгебр конечного типа. Если к имеет ПЭОП, тогда к имеет 
конечный базис.

Выше приведенный вывод позволяет установить главный резуль
тат работы [3], показывающий, что каждое конечное множество 
конечных и подпрямо неразложимых членов многообразия с ПЭОП 
порождает квазимногообразле с конечным базисом.

П р и м е р  (см. Горбунов [1]). Пусть А=((а,Ь,с),f,g) есть 
алгебра типа (1,1), операции которой заданы посредством сле
дующей диаграммы:

Тогда Q(A) не имеет конечного базиса, в то время как Q(a )fs1 
есть универсальный класс.

Этот пример, теорема 1 и теорема 3 позволяют поставить сле
дующий вопрос.

В о п р о с .  Существует ли конечно порожденное квазимного
образие алгебр конечного типа такое, что (ПК есть к.д. и 
(it Ж  не имеет конечного базиса?

Вопрос остается открытым1. Мы обсудим некоторые частичные 
ответы на него. Сначала рассмотрим к.д. квазимногообразия, 
расширенные до к.д. многообразия.

ТЕОРЕМА 4. Пусть К есть к.д. многообразие алгебр. Тогда для 
любого многообразия ъяк следующие условия эквивалентны:

L - конгруэнц-дистрибутивно,
l fsis'k fsi •
Существует конечная алгебра А такая, что Q(A) имеет ПЭОП и, 

следовательно, Q(A) являетя к.д., но v (a ) нет.
ТЕОРЕМА 5. Пусть к есть конечно-порожденное к.д. квазимно

гообразие алгебр конечного типа. Допустим, что v(K) есть также 
к.д. Тогда К имеет конечный базис.

1Положительный ответ на этот вопрос недавно дан Пироу.
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Говорят, что квазимногообразие К имеет ПЭОП в широком смыс
ле, если существует конечная система <pl(x,y,z,u,x1,...,хп), 
ql(x,y,ztu,x1....xnJ>, 1<Ъ(п+4) - местных термов таких, что
для всех АеК И a,b,c,deA 9(a,b)rt9(c,d) = V  Vn 
_ _ 1<к Ш

(a, Ь , с ,d,a) , qi(a,b,с,d,a)).
ТЕОРЕМА 6. Для квазимногообразия алгебр следующие условия

эквивалентны:
(i) к илеет ПЭОП в шрокол смысле,
(а) К есть к.д. и Ку.31 образует элементарный класс,
( ш )  Существуют термы pl(x,y,z,u,x1.... хп),

q^(x,у,z,и,х^,... txn) (i<k) такие, что
Кр^Чх ,у, z ,и[ ( Л Vx^....a?n р{(х ,у, z ,u,xlt . . . ,хп) =

q{(х,уlz,utx1....хп)) = (х=у или z,u)J.
Более того, проблема о том, порождает ли данное конечное 

множество конечных алгебр к.д. квазимногообразие, разрешима.
ТЕОРЕМА 7. Пусть К есть конечно-порожденное к.д. квазимно

гообразие алгебр конечного типа. Следующие условия эквива
лентны:

(i) к имеет конечный базис.
(а) Существует конечное множество B£QicC(K)-id(K) и множес

тво A£id(K) такое, что квазимногообразие лив есть к.д.
Обе теоремы 5 и 7 обобщают Конечную Основную теорему Бейке- 

ра (но в различных направлениях).
Квазимногообразие L является эквациональным расширением 

(конечным эквациональным расширением) квазимногообразия К, 
если имеется множество (конечное множество) Г равенств таких, 
что для любой алгебры А из К, AeL, если и только если А)=Г.

ТЕОРЕМА 8. Пусть к есть к.д. квазимногообразие такое, что 
Kpgj является элементарным. Если L есть эквациональное расши
рение К и lfsi является строго элементарным, тогда L есть ко
нечное эквациональное расширение к.
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В.И.Маркин

СИЛЛОГИСТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ И ИСЧИСЛЕНИЕ 
ПРЕДИКАТОВ 
(часть 1)

В настоящей статье будут рассмотрены две тесно связанные 
между собой проблемы. Во-гервых, проблема погружения в класси
ческое одноместное исчисление предикатов различных аксиомати
ческих систем позитивной силлогистики (теории выводов из кате
горических высказываний, не содержащих сингулярных, отрица
тельных и сложных терминов). Решая данную проблему, мы сопос
тавляем каждому силлогистическому исчислению адекватную ему 
интерпретацию категорических высказываний, выраженную в языке 
логики предикатов.

Другая проблема, обратная первой в некотором отношении, - 
это проблема построения аксиоматических систем, адекватно фор
мализующих силлогистические рассуждения при различных содер
жательных трактовках категорических высказываний. Известно, 
что как и в истории логики, так и в современной логике имеются 
различные понимания условий истинности высказываний такого 
рода. Выразив некоторые из них на языке логики предикатов, мы 
построим спектр силлогистических систем, погружающихся при 
указанных переводах в исчисление предикатов и, следовательно, 
соответствующих различным трактовкам категорических высказы
ваний .

Первой современной аксиоматической системой силлогистики, 
построенной на основе классического исчисления высказываний, 
была система Я.Лукасевича. Сформулируем эквивалентное ей сил
логистическое исчисление С4, предложенное В .А.Смирновым [8].

В алфавите содержатся бесконечный список терминов (для их 
обозначения используем буквы S.P.Q.M.S^, . ..), силлогистические 
константы а,е, i,о, связки -i,&,v,:>, = , скобки. Элементарными 
формулами являются SaP ("Всякий S есть Р"), SiP ("Некоторый S 
есть Р"), SeP ("Всякий S не есть Р"), SoP ("Некоторый S не 
есть Р"). Сложные формулы имеют вид ia, (А&в), (avb ), (а=>в ), 
(а=В), где а й в  - формулы.

Схемами аксиом системы С4 являются:
0. Схемы аксиом классического исчисления высказываний,
1. (MaPbSaM)^SaP, 3.SaPi>SiP,
2. (MeP&SaMbSeP, 4 .SeP̂ PeS,
5.S tP^SaS, 7.SeP=iS tP,
6.StS, 8.SoP=iSaP.

Первая и вторая схемы - аналоги модусов Barbara и Celarent, 
соответственно, третья схема представляет закон подчинения, 
четвертая - e-обращения, седьмая и восьмая - законы противоре
чия е й  t, а и о, шестая схема - закон силлогистического тож-



дества для частноутвердительных высказываний, а пятая - ослаб
ление закона тождества для общеутвердительных высказываний. 
Сам этот закон - SaS - является теоремой С4.

Единственное правило вывода С4 - modus ponens. Понятия вы
вода и доказательства в С4 обычные.

Естественным образом возникает вопрос, какая трактовка ка
тегорических высказываний подразумевается в силлогистических 
выводах и доказательствах, формализуемых в системе Лукасевича, 
т.е. в С4? Различные переводы силлогистических формул на язык 
логики предикатов были предложены С.Виеру [11], В .А .Бочаровым
[2], М.Н.Бежанишвили и Л .И.Мчедлишвили [1].

Сформулируем операцию перевода из множества формул С4 в 
множество формул исчисления предикатов (ИП), эквивалентную 
переводу В.А.Бочарова:

SaP+Vx(SxoPx )&(3xSxV~}3xPx),
SiP-*3x (Sx&Px )V (~\3xSx&i3xPx ) ,
SeP+Vs fSao-iPx )&(3 xSxVB xPx), (1}
SoP-+3x(Sx&iPx )V Ci3xSx&3 xPx ) .

Перевод формулы языка C4 есть отрицание перевода А, перевод 
(а&в ) есть конъюнкция перевода А и перевода в, аналогично для 
других сложных формул. (Переводы сложных формул других систем 
силлогистики задаются так же, поэтому в дальнейшем данная 
часть определений переводящих операций будет опускаться.)

Система С4 погружается в ИП посредством перевода (I) 
В.А.Бочарова, т.е. произвольная силлогистическая формула явля
ется теоремой С4, если и только если ее перевод доказуем в ИП. 
Данный результат был получен В .А .Смирновым [9] и мною [5] раз
личными способами. Собственный уточненный вариант доказательс
тва данной теоремы будет представлен в этой статье. (В [5] в 
доказательстве погружаемости различных систем силлогистики (в 
том числе и С4) в ИП имеется неточность. Теоремы погружаемости 
доказываются изложенным там методом только в том случае, когда 
формулировки силлогистических систем пополняются правилом эк- 
тетического доказательства

ь(MaP&MaS)оа (где м не содержится в заключении) или неко- 
ьSiP̂ A

торой модификацией данного правила. В настоящей статье метод 
доказательства погружаемости видоизменяется таким образом, что 
не требуется включать в число основных правил системы какие- 
либо правила кроме modus ponens. Таким образом, попутно дока
зывается устранимость (допустимость) в рассматриваемых силло
гистических исчислениях эктетических правил.)

Ряд исследователей считают, что система Лукасевича не явля
ется адекватной реконструкцией аристотелевской силлогистики. В 
частности, ставится под сомнение принятие Аристотелем законов 
силлогистического тождества SaS и SiS. В.А.Бочаров в [3] при
водит весьма убедительные аргументы в пользу того, что Стаги- 
рит считал указанные высказывания истинными только в случае



непустоты термина S. Кроме того, адекватный для С4 перевод (I) 
(как, впрочем, и перевод С.Виеру) не является достаточно ес
тественной интерпретацией категорических высказываний. При 
данной трактовке, например, частноутвердительное суждение ока
зывается истинным в случае пустоты обоих терминов, что явно не 
согласуется с интуицией.

Более естественным и, согласно исследованиям В.А.Бочарова
[3], более близким аристотелевской трактовке категорических 
высказываний является оккамовское понимание их условий истин
ности. Согласно Оккаму, все утвердительные высказывания с пус
тым субъектом ложны, а все отрицательные - истинны.

Оккамовская трактовка эксплицируется посредством следующего 
предложенного В .А .Смирновым [8] перевода силлогистических фор
мул на язык логики предикатов:

SaP-̂ Vx ( Sx^Px )&3 xSx ,
S iP-+3x (Sx&Px),

S e P - A l x ( S x ^ T x ) , (II)
SoP-*3x (Sx&iPx )Vn3 xSx .
Системой силлогистики, погружающейся в ИП посредством функ

ции (II), является исчисление С2, предложенное В .А .Смирновым 
[8]. С2 получается из С4 отбрасыванием шестой схемы аксиом 
(SiS). Теорема о погружаемости С2 в ИП была доказана различны
ми способами В .А .Смирновым [9], М.Н.Бежанишвили, Л.И.Мчедлиш- 
вили [1] и мною [5]. Собственный вариант доказательства предс
тавлен ниже.

В [8] В.А.Смирнов сформулировал еще две системы силлогисти
ки, которые являются подсистемами С4: система СЗ получается из 
С4 отбрасыванием пятой схемы аксиом (StSDSaS), Cl получается 
из С4 отбрасыванием пятой и шестой схем аксиом. В .А .Смирновым 
были предложены две операции перевода из С1 и СЗ в ИП. Перевод 
для С1:

SaP-*\/х (Sxz>Px )&3 xSx&3 алРх,
S iР+3 х (Sх&Рх ) ,
SeP-*4x (Sx^iPx ) , (III)
SoP-*-3x (Sx&iPx )vi3xSxV*i3xnPx.
Перевод для СЗ:
SaP-Л/х (Sxz>Px )&3xSxSc3 xiPx ,
SiP+3x (Sx&Px )V~\3xSxVn3xPx, (IV)
SeP+Vx(Sx^iPx )&3xSx&3 xPx,
SoP+3x (Sx&~iPx) Vi3xSxVn3 ал Px .
Легко убедиться в том, что переводы (III) и (IV) любых тео

рем систем С1 и СЗ, соотвественно, доказуемы в ИП. Однако дан
ные операции не являются погружающими. На этот факт обратил 
внимание О.Ф Серебрянников на координационном совещании по 
силлогистике в Ленинграде в 1982 г. [4]. Более того, Л.И.Мчед- 
лишвили в [7] показал, что не существует операций, погружающих 
системы С1 и СЗ в одноместное исчисление предикатов.

Тем не менее встает проблема адекватной формализации силло-
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гистических выводов, основанных на принятии указанных интерп
ретаций категорических высказываний. Другими словами, возника
ет вопрос, можно ли расширить системы С1 и СЗ до систем С1+ и 
сз+, которые погружались бы в ИП посредством переводов (III) и 
(IV) соответственно.

Попытка решения данной проблемы была предпринята, в част
ности, О.Ф.Серебрянниковым, но не привела к желаемому резуль
тату. В [5] мною было сформулировано исчисление (назовем его 
сз.1), которое является расширением СЗ посредством добавления 
новых схем аксиом:

9. SaPz> (SaS&PaP ) , 10.SeP^SaS.
Операция (IV) сопоставляет каждой теореме С3.1 теорему ИП, 
однако не является все же погружающей операцией. В настоящей 
статье мы покажем, что С3.1 погружается в ИП посредством дру
гой операции:

SaP-*Vx(Sx̂ Px)&3xSx,
S i P+3 x (SxSePx ) Vl3 xSxVi3 xPx,
SeP-*Vx(Sx̂ iPx )&3xSx&3xPx,  ̂̂
SoP-+3 x (SxSciPx )Vl3xSx.

Кроме того, мы сформулируем искомые системы С1+ и С3+, 
погружающиеся в ИП посредством переводов (III) и (IV) 
В .А .Смирнова.

Силлогистика Аристотеля не была единственной в истории ло
гики теорией вывода из категорических высказываний. Предлага
лись и другие теории, причем в них не принимались некоторые 
аристотелевские силлогистические принципы, что было обусловле
но спецификой интерпретаций категорических высказываний в рам
ках этих теорий.

Например Б.Больцано полагал, что все истинные категоричес
кие высказывания (как утвердительные, так и отрицательные) 
должны содержать непустой субъект. При данной интерпретации 
отвергаются такие силлогистические принципы, как закон
©-обращения, модусы Camenes и Сатепо, некоторые законы логи
ческого квадрата. Экспликацией больцановской трактовки являет
ся следующий перевод силлогистических формул на язык ИП:

SaP+Vx(Sx^Px)&3xSx,
S iP~*3x (Sx&Px ) ,
SeP-+Vx (Sx:nPx )Sc3 xSx, (VI)
SoP+3x (SxStiPx ).
В [5] мною предложена система СБ, которая является аксиома

тизацией силлогистической теории, основанной на данной семан
тике категорических высказываний. Ниже будет приведено доказа
тельство погружаемости СБ в ИП посредством перевода (VI), т.е. 
показано, что СБ формализует позитивный фрагмент силлогистики 
Больцано.

Наиболее распространенной является восходящая к Г.Лейбницу 
стандартная интерпретация категорических высказываний, которая 
часто встречается в учебниках по логике. Эта интерпретация
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может быть выражена посредством операции (обозначим ее *), 
переводящей силлогистические формулы на язык логики преди
катов :

SaP*-Mx(Sx>Px),
SiP*+3x(Sx&Px),
SeP*-Mx(Sx̂ ~\Px),
SoP*-*3x(Sx&iPx),
(nA)*=-iA*
(aVb)*=A*4b*, где V есть &,v,:> или s .
При данной интерпретации отвергаются законы подчинения, 

законы a-обращения, модусы с общими посылками и частным заклю
чением. Систему силлогистики, соответствующую лейбницевской 
трактовке категорических высказываний, называют фундаменталь
ной силлогистикой.

Аксиоматизацией позитивного фрагмента фундаментальной сил
логистики является система ФС, которая содержит следующие схе
мы аксиом:
Фо.Схемы аксиом классического исчисления высказываний,
Ф1. (UdP&SaMbSdP, Ф5. SilbSiS,
Ф2. (UeP&SaM )z>SeP, Фб. SoPdS i S,
ФЗ.SePDPeS, Ф7.3eP=iSiP,
Ф4.SaS Ф8.SoP=iSaP.
Правило вывода ФС - modu» popens1.

Для того чтобы продемонстрировать адекватность данной сис
темы стандартной интерпретации категорических высказываний, 
необходимо доказать погружаемость ФС в ИП посредством 
♦-перевода, т.е. показать, что

ФСнл, если и только если (е.т.е.) ИПнА*.
С этой целью мы построим сначала семантику силлогистическо

го языка и покажем, что класс теорем ФС совпадает с классом 
общезначимых в данной семантике формул:

1. ФО-А, е.т.е. ФО=А.
Далее будет доказака равносильность ФС-общезначимости 
произвольной силлогистической формулы и общезначимости в логи
ке предикатов ее *-переьода:

2. ФС*=А, е.т.е. mfcA*.
И, наконец, в силу семантической полноты и непротиворечивости 
исчисления предикатов имеем:

3. ЛГЬ=А*, е.т.е. ИПкА*.
Очевидно, что погружаемость ФС в ИП посредством *-перевода 
является следствием из утверждений 1,2 и 3.

Итак, начнем с построения семантики системы ФС. Моделью 
назовем пару <D,<p>, где , a <p(S)£D. Определим понятие 
"значение форлулы (i или О) в лодели <D,<p>":

*В [в] мною предложена иная гксиоматизация фундаментальной силлогистики. Пре
имущество данной формулировка ФС в том, что она не содержит правила эктетиче- 
ского доказательства и ее единственным правилом вывода является modus ponens.
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И1. |SaP |=1, е.Т.в. »>(S)S»>(P),
И2. jstP |=1, е.т.е. y(S)r*>(P)*0 ,
Из. |seP|=i, е.т.е. v(S)r>p(P)=(J,
И4. |SoP 1=1, е.т.е. <p(.S)\f(.P)*i .

Условия истинности сложных формул обычные. Формула А истинна б 
модели <D,<p>, е.т.е. |а|=1. Формула называется 
ФС-общезначимой, е.т.е. она истинна в каждой модели.

Непротиворечивость системы ФС относительно предложенной 
семантики доказывается стандартным образом: сначала показыва
ется, что все аксиомы ФС являются ФС-общезначимыми, а затем, 
что правило modus ponens сохраняет свойство "быть ФС- 
общезначимой формулой".

Семантическую полноту системы ФС доказываем методом 
Хенкина. Назовем множество силлогистических формул Г 
ФС-непротиворечивый, е.т.е. для любых Аг,л2>...,Ап из Г форму- 
ла п (А̂ &А̂ бс..-&Ап) не доказуема в ФС. Назовем ФС-
непротиворечивое множество формул А ФС-максималъним, е.т.е. 
оно удовлетворяет следующим условиям: (а)все теоремы ФС содер
жатся в А; (би^ВеА и ii€A=»B€A; (в)пАеА, е.т.е. А4А; (гЫ&ВеД, 
е.т.е. Ае А и В€ А; (д)ауВ€А, е.т.е. Ае А или Вс А; (е)А^ВсА, 
е.т.е. j4€A=»BcA; (ж)^=ВсА, е.т.е. АсА^ВеА, и ВсА^асА.

Нетрудно доказать аналог леммы Линденбаула: произвольное 
ФС-непротиворечивое множество формул Г можно расширить до ФС- 
непротиворечивого максимального множества А.

Процедура насыщения Г до А проста. Пусть Сг,С2 пере
счет всех формул силлогистического языка. Строим последова
тельность множеств А0,А1,А2,... следующим образом: д0=г ;
An+i=An» если ФС-противоречиво; в противном случае
An^i=An̂ ^cn^‘ Пусть А= п§одп- Тривиальным образом показывается 
ФС-непротиворечивость множества А и наличие у него свойств 
(а)-(ж).

С произвольным ФС-максимальным множеством формул свяжем 
каноническую модель <Рд.<Рд>. где вд - множество всех возможных 
пар терминов языка ФС, а (p̂ iS)=(<MltM2> .-М^М^СМ^чМ^Э )еА>.

Индукцией по длине силлогистической формулы А докажем 
следующую

ЛЕММУ: |а|=1 б канонической модели <'Кд^д>, е.т.е. АеА.
Базис индукции содержит четыре случая.
lUZsaP. Докажем сначала, что |SaP|=l#SaP€A.
+1.|SaP| = f допущение
+2.SaP4А допущение
3. VM1Vlf2flf1tlf2&rM1aSVir2aS;€Ь*

^{tfg&CMjOPV^aP^А; 1; И1, ОПр.̂ >д И £
4 . n S aP eA
5 . ~\SaP^>SoP€А
6. SoJbSiSeA

2 ; (В)
Ф8, (а) 
Ф6, (а)

7 . S tS c A
8. SaS€А

4,5,6; (б) 
Ф4, (а)
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9. S (S&(SaSVSaS)€ A
10.S (S&(SaSVSaS)eA=»Si S& ( SaPVSaP JcA 
11. S t S<fc C SaPVSaP )€ A 
12.SaPeA 
13.SaPeA
Докажем теперь, что SuPcA*»|SaP|=1. 
+1.SaPeA
+2. Ma (M2& rM1aSVM2aS )eA
3. M1tM2€A I
4. i^aSV^aSeA J
+5.W1aSeA
6. (SaPAri^aS .Ы^оРеД
7. J^aPeA
8. J^aPV^aPeA
+9.M2aS€A
10. (SdPScU2aS)>U2dP€b
11. ¥2aP€A
12. M1aPVtf2aP€ A
13. Af1aPVif2aP€A
14. ( M2& Г аоРVW2aP JcA
15. Vtf1Vtf2 (Ux iU2& Ctf1aSVtf2aS JeA*

16. jSaP |-1

7,8; (Д),(Г)
3; И V 
9,10; И =>
11; (г)
Противоречие 2 и 12.

допущение
допущение
2; (г)

допущение 
Ф1, (а)
6,1,5; (г), (б)
7; (д) 
допущение 
Ф1, (а)
10,1,9; (г), (б)
11, (Д)
4,5-8,9-12 
3, 13; (Г)

2-14; =»в , VB 
15; ОПр. <рд ,£,И1.

2)4rSiP. Покажем сначала, что |S(Р |=l=>SiP€A.
+1.|SiP|=1 
+£.SiP^A
3. 3Af13tf2('Af1{M2&(M1aSVtf2aS;€A и

iif2& C^aPV^aP ;e AJ
4. SePeA

допущение
допущение

1; И2, опр.^рд 
2,Ф7; (а),(б),(В)

5.
6. M1aSVM2aS€A
7. ^aPV^aPcA
8 . Ci^aScA и i^aPcAJ или fif2aS€А и 

M2aP€А.) ИЛИ T^aSrA и J^aPcAJ или 
Ctf2aSe А и M1aPeA>)

+9.tfxaS€A и A^aPeA 
10. rSeP&^aSb^ePeA 
П.А^еРэРеМ^Д
12. (PeMj^aPblfjeJf^A
13. М1еМ1эп^1(М1еА
14. ntf1itf1Dntf1(Af2€A
15. nM1<l^cA

3; (Г)

6,7; (Д) 
допущение 
Ф2, (a)
ФЗ, (a)
Ф2, (a)
Ф7, (a)
контрапозиция Ф5,(a) 
4,9-14; (6),(r)

♦ 16. M2aSe А и lf2aP€ A

22. nM1ttf2€A
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+23.M1oS«A и И2аРеА допущение
24. CSeP&MjOSJsJfjePcA Ф2, (а)
25. М^РэРеМ^Д Фз, (а)
26. ('РвМ1*«2аРЬМ2е«1€Д Ф2, (а)
27. «2еМ1эИ1е«2€Д ФЗ, (а)
28. М1е«2этМ1(М2еД Ф7, (а)
29. 4, 23-28,(б),(Г)
+30.l^aSeA и MjOPeA допущение

► подвывод аналогичен
36. llfjiM^A 23-29
37. п«1(М2€ А 8,9-15,16-22,23-29,30-36
Противоречие 5 и 37. Следовательно, 
38. SePeА

Докажем теперь, что S{PeA=> |stP | = *.
+1.StPeA допущение
2. SaSeA Ф4,(а)
3. PaPeA Ф4,(а)
4. StP&CSaSVPaSJeA 1,2; (г),(д)
5. SIPScCSaPVPaP _)e A
6. 3M13M2('M1iM2,S:('M1aSVM2aS.)e А и

1,3; (Г),(Д)

M. t (M.aPVU7aP )eA ; 4.5; Зв
7. |SiP>) 6; ОПр. (Рд,И2
Случаи 3)A+SeP и 4)A-*SoP сводятся, соответственно, к слу

чаям 2) и 1) в силу наличия в А аксиом Ф7 и Ф8, а также того 
факта, что условия истинности SeP противоречат условиям истин
ности SiP, а условия для SoP - условиям для SaP.

Индукционный переход доказывается тривиально с использова
нием условий истинности сложных формул и свойств (в)-(ж) мак
симального непротиворечивого множества А. Таким образом, мы 
показали, что формула принадлежит А в том и только в том слу
чае, если она истинна в канонической модели, связанной с этим 
множеством.

Теперь легко доказать теорему о полноте системы ФС относи
тельно построенной семантики. Допустим, что некоторая ФС- 
общезначимая формула А недоказуема в ФС. Тогда и п а  не явля
ется теоремой этой системы, а это означает, что множество А) 
ФС-непротиворечиво. Расширим его до максимального ФС-
непротиворечивого множества А. Поскольку -iAgA, постольку (в 
силу только что доказанной леммы) |-ia|=1 в канонической модели 
<»А ,<Рд>. Значит, в этой модели формула а ложна, что противоре
чит допущению о ее ФС-общезначимости.

Итак, всякая ФС-общезначимая формула является теоремой ФС, 
и первый этап доказательства погружаемости ФС в ИП завершен.

Пару <D,(p> можно рассматривать не только как модель для 
означивания силлогистических формул, она является также стан
дартной моделью для оценки формул классического одноместного
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исчисления предикатов. Индукцией по длине формулы А силлогис
тического языка нетрудно доказать, что условия истинности а в 
<D,<p> совпадают с условиями истинности в той же модели ее пе
ревода А* на язык логики предикатов. Отсюда следует, что а 
является ФС-общезначимой, е.т.е. А* общезначима в логике пре
дикатов. Таким образом, цель второго этапа доказательства пог
ружаемости достигнута.

Известно также, что классы общезначимых в логике предикатов 
и доказуемых в исчислении предикатов формул совпадают. Следо
вательно, мы доказали справедливость трех сформулированных 
выше утверждений, позволяющих сделать вывод о том, что опера
ция * погружает систему ФС в ИП, т.е. что исчисление ФС явля
ется адекватной формализацией позитивного фрагмента фундамен
тальной силлогистики - теории, в основе которой лежит стан
дартная интерпретация категорических высказываний. Решение 
других поставленных выше проблем содержится во второй части 
данной работы, которая будет опубликована позднее.
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В.И.Шалак

МЕТОДЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ ЛОГИЧЕСКИХ 
БАЗ В СИСТЕМАХ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА

В настоящее время в исследованиях по искусственному интел
лекту пик интереса приходится на разработку индуктивных мето
дов приобретения знаний. Связано это с тем, что, например, при 
создании экспертных систем львиная доля времени уходит на про
цесс извлечения знаний из эксперта [1]. На это иногда уходит 
несколько лет. Автоматизация процесса приобретения знаний поз
волила бы резко ускорить и удешевить работы по созданию таких 
систем.

В связи с этим мы рассмотрим предложенный А,Д.Закревским 
метод выявления импликативных закономерностей в булевом прост
ранстве признаков [2,3,4,53 и попробуем распространить его на 
другие интересные с точки зрения логики и ее приложений 
случаи.

Пусть нам даны п одноместных предикатов Plf...,Pn. Булево 
пространство м, порождаемое этими предикатами, содержит 2П 
различных булевых векторов. Также пусть имеется предметная 
область Мд, которую удобно считать объемом некоторого понятия 
А. Каждому элементу множества Мд можно сопоставить точку (век
тор) булева пространства ы - <В1,...,Вп>, где В{ есть либо 1, 
либо О в зависимости от того, обладает данный элемент предика
том Pj или не обладает. Если элементы из мд подчиняются неко
торым закономерностям, которые могут быть описаны в терминах 
предикатов Р1,...,Рп, то не всякой точке пространства М сопос
тавлен хотя бы один элемент из мд.

Нас будут интересовать импликативные закономерности вида
VxfP, (х)&.. .&РМ (х)+р. (x)v.. .VP (х)).4 n h  К

В эквивалентной форме такие закономерности можно представить
следующим образом

-|3х(р (х)&...&Р (x)&~iP (x)6c...&~iP (х)).4 п 4 К
Они говорят о том, что ни один булев вектор, в котором
t1—я,...,(п-я компоненты равны 1, а Jj-я,,..,Зу-я компоненты
равны о, не представляет какого-либо элемента из Мд, Множество
всех таких булевых векторов будем называть областью запрета
ранга Зе=1/+7, определяемой данной закономерностью. Очевидно,
что мощность этой области запрета равна 2n~k.

Будем говорить, что множество булевых векторов JQM является
интервалом ранга k, е.т.е. существуют ь ....Ь. с(о,1), та-4 4
кие, что J равно множеству всех векторов из М, у которых
{.-я,...,{ -я компоненты равны соответственно Ь. , ,Ь. .1 * 4 4

Всякая область запрета ранга k, определяемая некоторой за
кономерностью, является интервалом ранга k.
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С практической точки зрения наибольший интерес представляют 
случаи, когда множество ЫА слишком велико и потому не может 
быть дано целиком, а представлено лишь относительно небольшой 
случайной выборкой Если эта выборка состоит из т эле
ментов, то она может быть охарактеризована с помощью булевой 
матрицы размера mXn

ai
°2

т-1
а

Р! Р2 . • • V i Pn

ЬИ Ь12 ’ • • bln-l bln
Ь21 Ь22 • • • b2n-l b2n

Ьт-11 Ьт-12 . • m-lm-1 b ,m-ln b l}e<0,О

Ьт1 Ьт2 ’ . . b ,mn-1 bmn Ы  = { a. a~ „ , a )e 1 , 2, ... a * mm-l

Задача поиска импликагивных закономерностей сводится к за
даче поиска областей запрета в булевом пространстве М. Если 
они действительно существуют и случайная выборка Ме не слишком 
мала, то они могут быть обнаружены путем специального анализа 
построенной булевой матрицы. Прежде всего заметим, что если 
существует хотя бы одна закономерность, то ни один вектор из 
определяемой ею области запрета не будет представлен ни одной 
строкой матрицы. Будем говорить, что соответствующий интервал 
не пересекается с матрицей. Это подсказывает простой алгоритм 
поиска импликативных закономерностей. Достаточно организовать 
перебор всех интервалов в порядке возрастания рангов, в ходе 
которого проверять их на пересечение с матрицей. Если некото
рый интервал не пересекается, то можно выдвинуть гипотезу о 
существовании соответствующей ему закономерности. Но насколько 
обоснована будет эта гипотеза? Ведь может оказаться, что в 
области мк вообще не существует закономерностей такого ранга, 
а отсутствие пересечения данного интервала с матрицей просто 
случайно.

Покажем, как отвечает на этот вопрос А.Д.Закревский.
Так как априорно все булевы матрицы размера mXn для нас 

равновероятны, можно попробовать вычислить вероятность 
Р(т,п,ь) того, что для случайно выбранной матрицы данного раз
мера существует хотя бы один не пересекающийся с ней интервал 
ранга k. Если эта вероятность окажется достаточно маленькой, 
то у нас появятся все основания предположить, что мы обнаружи
ли реальную закономерность в множестве

В связи с неудобством вычисления вероятности P(m,n,k) можно 
использовать тот факт, что математическое ожидание w(m,n,k) 
числа интервалов ранга k, не пересекающихся со случайно выб
ранной матрицей размера тХп, хорошо аппроксимирует P(m,n,k) 
при малых ее значениях - P(m,n,k)<W(m,n,k).
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Математическое ожидание w(m,n,k) можно записать в виде
W(mfn,k)=l•р1+2»р2+..., 

где р4 - вероятность того, что ровно { интервалов ранга к не 
пересекаются со случайно выбранной матрицей размера mXn.

Так как априорные вероятности выбора для всех матриц одина
ковы, pi - это просто доля матриц, с которыми не пересекается 
ровно i интервалов ранга k. Число всех булевых матриц размера 
тХп ^авно г™1. Если посредством х1 обозначить число матриц, с 
которыми не пересекается { интервалов ранга k, то р{ можно 
записать в виде 

*1
1̂ 2mn

Это позволяет представить математическое ожидание следующим 
образом

1•х1+2»х2+...
W(mtn,k)

2тп

Для каждого { ВЫЧИСЛИТЬ Х{ довольно сложно. Эту трудность 
можно обойти, если заметить, что значение выражения, стоящего 
в числителе дроби, арифметически равно сумме по всем интерва
лам ранга к числа матриц, с которыми они не пересекаются. Чис
ло интервалов ранга к равно Ck*2k. Поэтому числитель дроби 
запишется в виде

Ск«2кп
Е Vi>
1 = 1

где - число матриц, с которыми не пересекается {-й интервал 
ранга к. Но так как для всех t,j£Ck*2k имеет место у{=у , мы 
получим 

Ск • 2к

iE1 vrcn'2Kyv

Остается вычислить у1. Эта задача имеет простое решение. Доля 
матриц, в которых первые к компонент первой строки равны 1,

2п-1с
составляет ---- =2 . Доля же матриц, в которых это не имеет2П
места, равна 1-2 . Доля матриц, ни в одной из т строк которых
первые к компонент не равны одновременно 1, составляет 
(l-2"k)m, а общее число таких матриц равно Z1™* (l-2"k)m. Но 
это и есть уг Окончательно после всех преобразований матема
тическое ожидание запишется в виде 

У/(т,п,к)=Ск»2к» (1-2~к)т.П
Данная формула позволяет судить, закономерности каких ран

гов при данном числе предикатов Р1,...,Р и данном объеме вы
борки |ме|=т имеет смысл искать.



Из совокупности обнаруженных закономерностей можно образо
вать базу знаний об области мд. Методы автоматического доказа
тельства теорем позволяют получать ответы на различные запросы 
относительно свойств предметов из Мд.

В оставшейся части работы покажем, как распространить опи
санный метод выявления импликативных закономерностей на 
случаи:

1) многоместных предикатов
2) временных закономерностей, которые выразимы в соответст

вующей временной логике
3) многозначных логик специального вида
4) логик, атомарные предложения которых членятся на пары 

типа <атрибут-значение>
5) автоматического образования понятий.

Ч 1/.Пусть у нас имеется S предикатов Рл .... Р s с различным1 S
числом аргументных мест и мы интересуемся закономерностями, 
которые могут быть представлены в виде импликаций

\/а7г  .Vxw(i41&. . &An->B1V. . . VBy) ,
где лг. . .An,Br . .Bv - атомарные формулы.

Булеву матрицу строим по следующим правилам. Сопоставляем 
столбцам различные атомарные формулы, получаемые различными 
возможными подстановками индивидных переменных из списка
хл,...,х на аргументные места предикатов Р1 ,...,Ре . Всего
1 " Ц  i i s

получим n=w+...+ w s различных атомарных формул. В качестве 
случайной выборки теперь используем АГ£Мд. Строкам сопоставля
ем элементы из АГ. На пересечении данного столбца и данной 
строки стоит 1, если соответствующая столбцу формула для соот
ветствующего строке кортежа индивидов при сопос
тавлении с1*>х1,. . . , принимает значение "истина", в про
тивном случае стоит о. Математическое ожидание YT (m,n,k) вы
числяется по формуле

VT (m,n,k)=(Ck-Z)‘2*‘ (1 -2~к)т.п
Необходимо объяснить, чему равно Z. Возьмем k атомарных 

формул, сопоставленных некоторым столбцам нашей матрицы. По 
этим формулам определим неориентированный граф, вершинами ко
торого как раз и будут эти формулы. Две вершины графа соедине
ны ребром, е.т.е. имеется хотя бы одна переменная из списка 
*1,...,хи> которая входит одновременно в обе формулы этих вер
шин. Будем говорить, что данные k атомарных формул связны, 
если связен сопоставленный им граф. Z равно числу всех несвя
занных сочетаний из п по к формул. Искать области запрета для 
несвязных сочетаний формул не имеет смысла.
2.Перейдем к случаю выявления временных закономерностей типа 
причинно-следственных. Рассмотрим случаи дискретного линейного 
и ветвящегося в будущее времени.

Язык исчисления предикатов первого порядка расширим времен
ным оператором F. Формула FA истинна в момент времени t,
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е.т.е. формула А истинна во все моменты, непосредственно сле
дующие за моментом t. Соответствующие временные логики можно 
получить, добавив к аксиомам исчисления предикатов три новые 
аксиомы

А. 1 F~lA<-+-lFA
А. 2 F (А&В )*-+(FA&FB )
А. 3 FVxA*-+VxFA 

h А
и правило
Это логика линейного времени. Логику ветвящегося времени полу
чим, заменив аксиому А.1 на 

А'. 1 FA+iFnA.
Нас будут интересовать импликативные закономерности вида 

\/х(Ал&. . .ScA -+F (ВЛУ. . . VB1 П 1 V
где Ах,...,Ап> В1,...,Bv - литералы и для ветвящегося времени 
17,72tl, а для линейного I7£l, 7=1.

Изменяются правила построения булевой матрицы. За каждым из 
элементов множества Ме производятся два наблюдения в произ
вольные два соседних момента времени. Язык для характеризации 
объекта в предшествующий момент времени состоит из предикатов 

Рп , а в последующий момент времени из предикатов

• V
Матрица имеет вид

pi р2 . . . Р
ni «1 «2 ■ ■ ■ %

а1 ьи Ь12 ' * • Ь- 1п1 Ь1п1+2 bln1+2 . . b1lnl+n2
а2 Ь21 Ь22 * ' . Ъ2 п1 Ь2П1+1 b2nx+2 . . b0

2nl+n2

ат-1 b „т-11 Ь .т-12 . ъ л ьm-ln̂  1m-ln̂ +1 b , 0. .m-ln̂ +2 b , m-ln̂ +r̂
аm Ьт1 Ьп* • . ьmni b 1 mni +1 bmni +2 . bmni-fn2

При поиске интервала ранга k, который не пересекается с 
данной матрицей, в случае ветвящегося времени требуется про
сматривать лишь такие сочетания столбцов, в которых часть 
столбцов принадлежит левой половине матрицы, а часть - правой.

Математическое ожидание вычисляется по формуле
YIT (m,n.+n~, k ) = (Ск_ -Ск -Ck )’т 1 z г*2

В случае линейного времени просматриваются лишь такие соче
тания столбцов, в которых k-l столбцов принадлежат левой поло
вине, а один столбец - правой.

Математическое ожидание вычисляется по формуле 
Ŵ. (т,п1 + п2,к=(п2»С*~1 )*2к( 1-2~к)т.

3.Чтобы перейти к рассмотрению многозначных логик, нам необхо
димо предварительно решить следующую задачу.
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Пусть нам дано некоторое множество V конечной мощности У. 
Образуем семейство L всех его 1-элементных подмножеств 

L=(uC2W: |u |-ХУ.
Пусть sev*" и ucl. Будем говорить, что последовательность 

S=<S1,. . . ,Sm> покрывает множество 17, е.т.е. существует 1<{<т, 
такое, что S^u.

Какова вероятность P(t>,l,m) того, что случайно выбранная 
последовательность Sevm покрывает все множества из семейства 
L?

Очевидно, что последовательность S покрывает все множества 
из семейства L, е.т.е. среди элементов множества (S1,...,Sm> 
имеется по крайней мере v-1+i различных. Общее число таких 
последовательностей равно

V

£ с1'ФЫ, о - и
1=v- 1+1

где Ф(т,1) - число Стирлинга 2-го рода - число разбиений мно
жества на (i<i<m) непустых подмножеств. Поэтому
искомая вероятность равна

Е »Ф (т, i ) • { !
i=v-l+l

Pfv, l,m)=-------------------- .уП»

Язык многозначной логики состоит из
1. <кг,...)=koef - множество коэффициентов
2. {р1,...,рп>=Ргор - множество пропозициональных символов
3. &, v,, л - логические связки

Формулы
1. Если кckoef, рсРгор, то <р,к> - формула
2. Если А И В - формулы, ТО И ~\А,(А&В), (AVB), (А+В) - формулы
3. Ничто другое формулой не является.

Моделью будем называть тройку 5П=<м,<р,У>, где 
М - непустое множество индивидов 
V - непустое множество мощности v
<Р - функция интерпретации, такая, что для к ckoef и рерго/ 
выполняется Ик)е2у и Ир)сVм.

Определим отношение 31Ыах, которое читается "в модели 5П 
индивид а выполняет формулу >1".

5П*=а<:р,к> е.т.е. ч>(р) (а)с<р(к)
ЗП*=а-|А е.т.е.
%=*(АбсВ) е.т.е. ЗП*=аА и 5П*=ав 
5Н**(avb) е.т.е. зп*=аА или ЗП*=ав 
3̂ =а(а+в) е.т.е. %**а или 5П*=ав
Формула а общезначима в модели ЗП, е.т.е. ^аГ^аА7.
Каждому индивиду асы в модели ЗП« можно сопоставить вектор 

d(a)=<d1, . . . ,dn>, где dl=<p(pl) (а). Всего может быть vn различ
ных векторов.
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Для фиксированной модели 3R нас интересуют выявления сущест
вующих в ней импликативных закономерностей вида

<р. , к. >&...&<р. * к. ж р .  , к >v,.. v<p , к . >,
4 4 4 4 4 4 4 4

которые эквивалентным образом можно представить посредством
-i(4p. , к. >&...&<р. .к, >4ri<P, ,к . >&...Ал<р, ,к. >).4 4 4 4 4 4 4 4
Если данная закономерность имеет место в модели ЗП, то ни

одному индивиду из множества ы не сопоставлен вектор, в
котором
d с<р(к. ),..., d е̂ рГк. ,), d еГУ\^рГк. ,d. еОЛ^Ск. Л.
4 4 4 4 4 4 4 4

Множество всех таких векторов будем называть областью запрета
ранга k=t+w меры

л

И=-
\<р(к )Х...Х(р( К. JXfVNyCK, ))Х. . .Х(У\(р(к. ))\4 4 4 4

у*
Множество векторов JSVn будем называть интервалом ранга к

меры fjif е.т.е. существуют S , ...,S, £V, такие, что J равно4 4
множеству всех векторов d=<dt,...,dn>, у которых

Иd es , . . . ,d es и p=4 4 4 4

S. X...XS. 
ll 4

rK |Vn|
Пусть нам дана случайная выборка М̂ яы. Представим ее в виде 

матрицы

pi Р2 • . . Рп

а1 <*п 4.2 * * • dln
*2 <*21 <*22 • ' • <*2п

а d 1 d 0 . . . dm __edlL_m2________ПШ .
По ней мы и будем искать интересующие нас закономерности. 
Поиск опять сводится к обнаружению интервалов, которые не пе
ресекаются с построенной матрицей, но производится не так, как 
в булевом случае.

Организуем перебор всех сочетаний из п по к столбцов, в 
ходе которого для каждого сочетания ищем максимальные по мере 
ц интервалы, не пересекающиеся с матрицей. Пусть некоторый 
такой интервал найден. Так как априорно все матрицы для нас 
равновероятны, очевидно, что вероятность обнаружить в данных к 
столбцах хотя бы один не пересекающийся с матрицей интервал 
ранга к меры ц не превышает 

f-PlV'.fl'V*. п),
а математическое ожидание числа сочетаний из n по k столбцов, 
в которых можно обнаружить такой не пересекающийся с матрицей
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интервал, не превышает 
Ck‘(i -PfVk,p-Vlt,m);.П
Если математическое ожидание достаточно мало и не превышает

0. 01. то у нас есть все основания считать, что мы обнаружили 
реальную закономерность. Если математическое ожидание недоста
точно мало, но не превышает 1, то мы можем устроить дополни
тельную проверку обнаруженного интервала, увеличив объем вы
борки.

Если данный интервал не отражает реальной закономерности, 
то его мера ц может рассматриваться как вероятность того, что. 
случайно выбранный вектор попадет в этот интервал. Число век
торов, которые нужно выбрать случайно, чтобы с вероятностью а 
хотя бы один из них попал в интервал, равно наименьшему нату
ральному числу, превышающему

log( 1 -а) 
log(l-H) *

Именно на столько и н>жно увеличить выборку. Если ос^о.99 и 
дополнительная выборка не дала ни одного вектора, принадлежа
щего данному интервалу, то мы принимаем гипотезу о существова
нии соответствующей закономерности.
4.В системах искусственного интеллекта, так и во многих инфор
мационных системах, в которых применяется логика, не всегда 
оказывается удобным придерживаться классической схемы членения 
атомарных предложений на предикат и аргументы. Более удобной 
оказывается схема членения на (атрибут-значение-аргументу а 
для пропозиционального случая на (атрибут-значение> [6]. В
некоторых логиках вместо одного значения данного атрибута ука
зывается некоторое множество возможных значений. Именно пос
ледний случай мы и рассмотрим.

Язык состоит из
1. СА - множество символов атрибутов
2. СУ - множество символом значений атрибутов
3 . &, v, п - логические связки

Формулы
1. Если ajcCA и vecv, то <d,v> - формула
2. Если А И В - формулы, ТО И ПА, (А&В), (AVB), (А+В) - формулы
3. Ничто другое формулой не является.

Моделью будем называть пятерку Ы=<М,А, <’va âeA»f ,(р> • где 
м - непустое множество индивидов 
А - непустое множество атрибутов
<”7а>аеА - семейство непустых множеств значений атрибутов 
f:MXA+ и 7 - функция, которая сопоставляет паре из индивида и

аСА а
атрибута значение этого атрибута, такая, что f(x,a)e7a 
<Р - функция интерпретации, такая, что <p(d)cA, <p(v)q и V .

аСА а
Определим отношение %=ХА "индивид х выполняет формулу А в 

модели Я".
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5fo=x<a,ti> е.т.е. f (x,<p(d))e<p(v)
ЯП*=х-и1 е.т.е. ЗП*х.а 
ЗП»=х Га&в; е.т.е. 5R̂ xa и ЯЬ=хВ 
Sfcx(AVB) е.т.е. 3fo=xi4 или 31Ьхв 
зп*=х (а +в ) е.т.е. 5R*xa или ЗП̂ хв.
Формула А общезначима в модели SR, е.т.е. Ух(ЯЬ=*а ).
Пусть нам дана случайная выборка ы̂ йМ. Представим ее в виде 

матрицы

a i а2 * * * ап

С11 С12 • • • С!п
С21 С22 • • • С2п

-fjDl. Сш2 -1-1 Cmn где av ...,aneA и С}1=Г(х},а1).

Для простоты предположим, что множества значений всех атри
бутов конечны и не упорядочены. Как и при рассмотрении случая 
многозначной логики, мы можем ввести понятие интервала, его 
ранга и меры. Определения очевидны. Единственное отличие сос
тоит в том, что у различных атрибутов число значений может 
быть различным. Посредством V{ будем обозначать число значений 
i-го атрибута.

Организуем перебор сочетаний из n по k столбцов. Мы хотим, 
чтобы математическое ожидание числа сочетаний столбцов, в ко
торых успех в обнаружении непересекащихся с матрицей интерва
лов ранга k меры ц случаен, не превышало ezo.oi. Поэтому для 
конкретного сочетания из k столбцов мы ищем интервалы лишь 
такой меры ц, для которой выполняется неравенство

C2.C*'(1-P(V.’ . . . ’V,,V. .....V. •fi.n)).
1 k 1 lk

Если обнаружен интервал, для которого выполняется это нера
венство, то мы принимаем соответствующую гипотезу. Если это 
неравенство не выполняется, но выполняется неравенство

(1-P(V «... «V ,V. •H.m)),
n ll lk *1 \

то мы производим дополнительную выборку, объем которой вычис
ляется так же, как и в случае многозначной логики.
5.Рассмотрим случай автоматического формирования понятий на 
примерах. Язык для представления понятий используем тот, кото
рый ввели в разделе 4. В языке понятие представляется в виде 
конъюнкции нескольких атомарных формул. Именно такое представ
ление выбрано в медицинской экспертной системе [6].

Пусть дана случайная выборка предметов, которые принадлежат 
объему интересующего нас понятия С. Строим характеризующую 
матрицу. Так же, как и в разделе 4, организуем перебор, но 
перебираем сочетания лишь по одному столбцу. Допустим, мы наш
ли всего t закономерностей, которые представлены атомарными
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формулами p1,...,pt. Число этих закономерностей не обязательно 
должно быть равно числу столбцов матрицы. Если в некотором 
столбце стоял атрибут, который не является существенным для 
предметов из объема данного понятия, то он не войдет ни в одно 
предложение р1#...,р . Процедура отсеивает несущественные ат
рибуты. Если набор исходных атрибутов был достаточно полон, то 
мы можем принять гипотезу, что данная совокупность закономер
ностей как раз и характеризует весь объем понятия С.

В заключение следует сказать, что описанные процедуры дос
таточно просто реализуются на компьютере и позволяют весьма 
оперативно обрабатывать разнообразную эмпирию.
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В.Бушовский

СИНТАКСИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ЛАМБЕКА И ЕГО СЕМАНТИКА*

В этой статье представлен обзор важнейших понятий и резуль
татов, касающихся синтаксического исчисления Ламбека [25] и 
его вариантов; при этом особо рассматривается алгебраическая и 
лямбда-семантика. Подробное изложение этих вопросов имеется в 
книге Бушковского [12].

1.Синтаксическое исчисление
1.1.Типы строятся из исходных типов (р,q,r,...) с помощью 

символа правого остатка /, символа левого остатка \ и символа 
произведения •. ТР обозначает множество всех типов, а - 
множество типов, построенных без произведения. Буквами x,y,z 
(соответственно X,Y,Z) мы будем обозначать типы (соответствен
но : цепочки типов).

1.2.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Цепочку сеУ+ будем называть правонаправ- 
ленныл (соответственно: левонаправленныл) функтором из azv* в 
BQV+, если саеВ (соответственно: асеВ) для всех аеА. Множество 
всех правонаправленных (соответственно: левонаправленных) фун
кторов из А в В обозначим В/А (соответственно: А\В).

1.3. З а м е ч а н и е .  Данное выше определение функтора 
существенно для понимания ключевого различия между подходом 
Ламбека к категориальной грамматике и классическим подходом к 
ней. В классической теории считается, что функторы детермини
руются априорно данным функторными структурами (/-структурами) 
выражений, а теория Ламбека допускает абсолютное и универсаль
ное (т.е. независимое от какого-то конкретного языка) опреде
ление функтора. Это определение позволяет приписывать структу
ры неструктурированным цепочкам, руководствуясь некоторыми 
объективными критериями. Таким образом, теория Ламбека факти
чески дает нам своего рода процедуру обнаружения грамматики.

1.4. Припишем исходные типы некоторым цепочкам над У. Тогда
в нашем распоряжении имеется рекурсивная процедура приписыва
ния цепочкам производных типов. Именно: тип х/у (соответствен
но: у\х) следует 'приписать каждому правонаправленному (со
ответственно: левонаправленному) функтору из множества цепочек 
типа у в множество цепочек типа я, и тип я»у следует приписать 
каждой цепочке аЬ такой, что а - цепочка типа я, а Ь - цепочка 
типа у. Наконец, будем говорить, что стрелочное выражение 
х., . . . ,я -►яГя.,хеТР) L - общезначимо (т.е. общезначимо в смыс-1 п 1
ле Ламбека), если при любом возможном приписывании типов це
почкам (как это описано выше) всякий раз, как выполняется ус
ловие, что для любого itizi<n, а{ есть цепочка типа

*Пер. с англ. А.Л.Блинова.
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* .aj...,ап, есть цепочка типа х. Ясно, что L - общезначимые
стрелочные выражения представляют собой своего рода синтакси
ческие тавтологии. Синтаксическое исчисление (SC), введенное 
Ламбеком [25], предназначается для порождения таких тавто
логий.

1.5.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. SC - это формальная система, формулами 
которой являются стрелочные выражения вида х-+у (простые стре
лочные выражения), а аксиомы и правила которой таковы:

(А.о) х-+х
(А. 2) (®«у) •г+х» (у »z) , x*(yz)+(x*y)*z;
(R. 1) из x*y+z получается x+z/y;
(R.2) из x+z/y получается x»y-*z;
(R.з) из x'y+z получается y+x\z;
(R.4) из y+x\z получается x*y+z;
(R. 5) из x-+y и y+z получается x+z.
1.6. З а л е ч а н и е .  Изложим теперь другую аксиомати

зацию исчисления SС, в которой единственное правило - (R.5) 
(оно само является частным случаем правила (R.0) (см.1.7). Нам 
нужно принять аксиомы (А.О),(А.2), а также:

(х/у) •у+х, х»(х\у)-*у, х+(х*у)/у, х+у\(ух) (1)
и все прочие аксиомы, получающиеся из (1) в результате (воз
можно, неоднократного) применения следующего аксиомообразующе
го правила:

из х+у получается z• x+z• у, x*z-+yz, x/z+y/z, z\x-+z\у. (2)
Ясно, что в этом варианте системы х+у выводимо, е.т.е. сущест
вует последовательность ®1,...,жп (nzi) такая, что хг=х, ®п=у 
и ” аксиома, для всех i(izizn). Итак, мы получили так
называемую линейную форму исчисления SC.

1.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Очень удобна для исследования выводимости 
в SC генценовская форма этого исчисления, также описанная Лам
беком [25]. Именем GSC обозначим формальную систему, формулами 
которой являются стрелочные выражения вида Х+х (Х*е), единст
венные аксиомы которого суть (А.о), и правила которой таковы:

(R.о) из XyZ+x и Y+y получается XYZ+x;
(GR. 1) ИЗ XyZ+z И У-+у получается Х(х/у )YZ+z;
(GR. 2) ИЗ XyZ+z И Х-*у получается XY(x\y)Z+z;
(GR. 3) ИЗ Ху-+х получаэтсЯ Х+х/у, (Х*е);
(GR. 4) из хХ-+у получается Х+х\у, (Х*е);
(GR.5) ИЗ XxyY+z получается X(x>y)Y+z:
(GR. 6) из х+х и У+у получается ХУ+х-у.
1.8. Ф а к т .  hgsc х̂ .. .хп+х, е.т.е. хг•. . .хп+х для всех 

х1...®п, хсТР. Следовательно, для всех х,у€ТР, ьС2С®^у, е.т.е.
hs c ^ n1.9. ЛЕММА (лелла об устранении сечений; Лалбек [25]). Если 
hGSCx+®, то илеется GSC-вывод стрелочного выражения х+х, не 
использующий (R.о) (правило сечения).

1.10. СЛЕДСТВИЕ. SC и GSC разрешимы.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Достаточно доказать разрешимость исчисление
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GSC. Под сложностью стрелочного выражения х+х будем понимать 
общее число символов /,\ и • , входящих в X и х. Заметьте, чтс 
для любого из правил (GR. i)-(GR. 6) сложность заключения боль
ше, чем сложность любой из посылок. Поэтому для исчисления GSC 
(в его свободной от сечений форме) применима разрешающая про
цедура "поиска доказательства".

1.11. СЛЕДСТВИЕ. (Свойство "подтипности" ). Если нг__Х+х, тсIfbL
имеется такой GSC-вывод стрелочного выражения Х>х, что любое 
стрелочное выражение, участвующее в этом выводе, построено из 
некоторых подтипов тех типов, которые входят в х+х.

1.12.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Свободное от произведений Синтаксическое 
Исчисление есть подсистема исчисления SC, ограниченная стре
лочными выражениями, свободными от произведений, и имеющая б 
качестве (единственной) аксиомы (А.О), а в качестве правил - 
(R.О), (GR.1)-(GR. 4).

1.13. Ф а к т .  Свободное от произведений SC есть консерва
тивная подсистема исчисления SC, т.е. любое свободное от про
изведений стрелочное выражение выводимо в первом, е.т.е. оно 
выводимо во втором.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Нужно использовать 1.11.
1.14. З а л е ч а н и е .  Поскольку имеет место 1.13, нам не 

нужно никакое специальное обозначение для свободного от произ
ведений SC. Аналогичным образом мы вводим другую консерватив
ную подсистему исчисления SC: правонаправленное свободное от 
произведений. Эта подсистема не использует ни произведений, ни 
левого остатка, и, очевидно, может быть аксиоматизируема с
ПОМОЩЬЮ (А.О), (R.О ),(GR. 1),(GR.3).

1.15. П р е д о с т е р е ж е н и е .  Свободная от сечений 
форма исчисления GSC эквивалентна самому GSC только в слабом 
смысле (ср. Вуйцицкий [30]), - это значит, что у двух данных 
систем совпадает множество теорем, но не совпадает отношение 
следования. Именно поэтому мы включаем (R.0) в число исходных 
правил каждой из описанных выше систем.

1.16.ОПРЕДЕЛЕНИЕ, e-включающее Синтаксическое Исчисление 
(SCe) отличается от SC тем, что допускает формулы вида е+х 
(которые мы будем обозначать короче: -►х), устраняя ограничение 
ХФе в (GR.2) (GR.4) и используя новое правило:

(R ) из -+х«у получается ->х и +у.
Фактически, статус правила (Re) аналогичен статусу (R.0): оно
нужно для отношения следования (совместимого с естественной
семантикой; см. Раздел 2), но не для чистого SC . SC соответ-© ©
ствует, грубо говоря, такому функторному анализу, который рас
сматривает пустую цепочку в качестве возможного элемента мно
жества категорий. SC разрешимо, и мы определим его варианты©
точно так же, как мы это сделали для SC.

1.17. Ф а к т .  SC не является консервативной подсистемой 
исчисления SC .е

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Для всех х,уеТР, х/(у/у)+х выводимо в SC .
©
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С другой стороны, в/ (в/в )~+в не выводимо в SC (используйте упо
мянутую выше разрешающую процедуру для GSC).

1.18. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Коммутативное SC(CSC) получается из SC в 
результате добавления аксиомы коммутативности

х•у+у• х (1)
Эквивалентная генценовская система (GCSC) получается из GSC в 
результате введения правила коммутативности:

(сом) из XxyY+z получается XyxY+z.
Свободное от произведений (правонаправленное) CSC и CSСе опре
деляются очевидным образом.

1.19. З а л е ч а н и е . CSC (фактически его вариант, сво
бодный от произведений) введено Швартсом [33] и ван Бентемом 
[1] в качестве системы, подходящей для так называемого ненап
равленного функторного анализа естественного языка (т.е. мы 
пренебрегаем порядком атомарных элементов в сложном выраже
нии). Заметьте, что в CSC типы х/у и у\х эквивалентны (т.е. 
они взаимозаменимы в любом выводимом стрелочном выражении), 
поэтому мы просто отождествляем их друг с другом. Другими сло
вами, CSC равносильно сьюему правонаправленному фрагменту. И 
CSC, и csce, и все его фрагменты упомянутого выше рода разре
шимы. Еюскольку, скажем, s+s/(s/s) выводимо в CSC, но не выво
димо в SC, последнее не является консервативной подсистемой 
первого.

2.Алгебраическая семантика
2.1.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Под резидуальной полугруппой (р.полугруп

пой: см. Фукс [20]) мы понимаем структуру м=(м,<,•,/,\), та
кую, что: (Af, •) - полугруппа, £ - отношение частичного порядка 
на М, а /,\ - бинарные операции на Af, удовлетворяющие следую
щим эквивалентностям:

ДЛЯ а,Ъ,сеМ, asc/b, е.Т.е. а»Ъ<с, е.Т.е. Ъ<а\с. (1)
Буквами RES обозначим класс всех р.полугрупп.

2.2. Ф а к т .  Для любой MeRES,(М,£,•) есть частично упоря
доченная полугруппа, т.е. выполняется следующее условие моно
тонности:

если а&Ъ И csd, то a•czb»d. (1)
2.3.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Под оценкой мы понимаем произвольную пару 

(M,f) такую, что MeRES и /:Рг+м. Естественное расширение / на 
ТР получается следующим образом:

f(х»у)=f(X)•f(у), f(х/у)=f(х)/f(у), f(x\y)=f(x)\f(y). (1)
Говорят, что стрелочное выражение х1...хп+х выполняется оцен
кой (М,/), если:

/ ()•...•/(хп) </(х) (2)
Мы будем использовать стандартную логическую нотацию: 
(U,f)*X+x (Х+х выполняется оценкой (M,f)), (M,f)*R (каждое 

стрелочное выражение из множества R выполняется оценкой 
См,/)), я*=х+х (К - подкласс класса RES, Х+х выполняются каждой
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оценкой (M,f) такой, что МеК и (M,f)*R) и t=KX-*x (т.е. 0hrX-kc).
2.А.ТЕОРЕМА. Для всех лножеств R и стрелочных выражений 

х+х, R »-scx-*r, е.т.е. R *^х+х.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: В направлении "только если" Теорема доказы

вается рутинной индукцией по GRS-выводам. Мы проведем доказа
тельство в направлении "если". Пусть А=(ТР.•,/,\) - абсолютно 
свободная алгебра типов. Отношение

х~у е.т.е. R »-scx+y и R *~scy+x (1)
является конгруэнтностью в А. Пусть i:TP->TP/~ - каноническое 
отображение. Определим MeRES, задав (М,•,/,\)=А/~ и посту
лировав :

{ (х )zi (у), е.т.е. R ьзсх-*у для х,уеТР (2)
Тогда для f-i получаем:

(M,f)\=X+X, е.т.е. R bscX->x (3)
Стало быть, если R>~scX+x не выполняется, то не выполняется и 
(U,f)*X+x и, следовательно, не может выполняться R _̂__Х-кс.KLb

2.5. З а м е ч а н и е .  RES - это наиболее широкая (матема
тически естественная) алгебраическая семантика для SC. Некото
рые более узкие семантики связаны с лингвистическими приложе
ниями этого исчисления. Ниже мы рассмотрим несколько примеров.

2.6.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть М=(М,•) - полугруппа. Под р.полу
группой над м будем понимать структуру Р(м)=(Р(м),•,/,\,£), 
где Р(м) - множество всех подмножеств множества М, < - отноше
ние включения, а операции заданы следующим образом:

А*В=(а•Ь: сьеА, ЬеВ) (1)
А/В=(сеМ: с *ЪеА, для всех ЬеВ) (2)
А\В=<С€:М: а* сеВ ДЛЯ всех сиеА) (3)

для всех А,ВеР(М). Заметьте, что Р(М) и в самом деле является 
р .полугруппой.

Буквами GS (обобщенная стандартная семантика - generalized 
standard semantics) обозначим класс всех р.полугрупп над полу
группами, а символом S (стандартная семанатика) - класс всех 
р.полугрупп над свободными полугруппами.

2.7. З а м е ч а н и е .  S в точности соответствует семанти
ке, принятой Ламбеком [25]. На самом деле, если дана свободная 
полугруппа V* и А.ВЯУ*, то а/В и а\В, как они были определены 
выше, имеют значение, введенное в 2.1.2. С другой стороны, S 
не покрывает многих интересных моделей функторного анализа. 
Например, исчисления SCe, GSCe и т.д. связаны с семантикой 
р.полугрупп над свободными моноидами V* (будем обозначать эту 
семантику Se); символом GSe обозначим класс р.полугрупп над 
произвольными моноидами. У Бушковского [8,9] можно найти и 
другие примеры использования в функторном анализе GS, а не S 
(частичные функторы). У Дошена [18] рассматривается семантика 
еще более общая, чем GS.

2.8. ТЕОРЕМА. Для всех множеств R и стрелочных выражений 
Х-+х, R hSQX-*x, е.т.е. R *=С5Х-кг.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: В направлении "только если" Теорема следует

6 Логич. иссл., вып. 1 81



из 2.4, поскольку GScRES. В обратном направлении доказать Тео
рему гораздо сложнее (ср.: Бушковский [7,10]). Мы дадим троя
кую схему этого доказательства.

Нам понадобится тот вариант исчисления SC, который связан с 
натуральным выводом. Определим сначала шерлы с помощью следую
щей индукции:

(1) все типы суть термы
(2) если t - терм, то (t,x*y,i) и (t,x*y,2) - тоже термы, 

для всех х,уеТР,
(3) если t,и — термы, то tu - терм.

Множество всех термов будем обозначать Тг. Символом C(t) обоз
начим общее число вхождений исходных типов в tcTr. Будем гово
рить, что терм t простой, зсли t не есть конкатенация каких-то 
термов1.

Будем называть терм и годтерлол терма t, если выполняется 
одно из следующих условий (в этом определении, по существу, 
применена индукция на C(t)):

(4) u=t
(5) t~(w,X»y,i) И U ~ ПЭДТврМ ТврМЭ W
(6) t=t1...tn, ti - простой терм, и либо и - подтерм одного

ИЗ (lZi<n), либо U=tttul...tj для некоторых

Любой терм.вида (t,х»у,i)(t,х»у,2) называется redex, а терм t 
- contractum этого redex’а. Мы пишем t»u, если и получается из 
t заменой некоторого redex’а, являющегося подтермом терма t, 
его contractum’ал. » обозначает, как обычно, рефлексивное и 
транзитивное замыкание отношения Говорят, что терм несво
дим, если он не содержит ни одного redex’a. Нетрудно прове
рить, что:

(7) если t»u, то c(t)>c(u).
Соответственно, для любого teTr имеется некий несводимый иеТг 
такой, что t»u. Для доказательства того, что имеется в точнос
ти один такой терм и для данного t, нам нужно следующее свойс
тво Чёрча-Рокера (см.: Карри и др. [16,17]):

(8) если t^u1# t*+u2, то ut»u, u2»u для некоторого иеТг, 
которое можно доказать с помощью рутинной, хотя и утомительной 
индукции.

Пусть М равно множеству всех несводимых термов. Определим 
операцию • на М^следующим образом: t-u - тот единственный не
сводимый терм ю, для которого выполняется tû w. Ясно, что 
(м, •) - полугруппа, будем обозначать ее ц. Мы найдем такую 
оценку (P(M),f), которая удовлетворяет условию:

(9) (P(U),f)*X+:г, e.T.e. R bscX->x;
ясно, что такая оценка дает нам то, что нужно. Чтобы задать /, 
нам нужен вариант исчислеьия SC, связанный с натуральным выво-

1Т .е . если в построении терма t  не было применено индуктивное условие (3) 
(см. выше) (прилец• пер.).



дом; будем обозначать этот вариант ND. в
Формулы исчисления ND имеют вид tex, где t€Tr, хеТР. В ND 

допускаются следующие аксиомы и правила:
(NDA) х€х, ДЛЯ хеТР
(NDR.1) из tex/y и и€у получается tucx 
(NDR.2) из tyex получается tex/y 
(NDR.3) из tex\y и и€х получается utey 
(NDR.4) ИЗ xt€y получается t€x\y
(NDR.5) ИЗ t€X*y получается (t,х•у,1)сх и (t,х•у 12)€у 
(NDR.6) из tex и иеу получается tu€x*y 
(NDR.7) ИЗ tex И t»y получается иех.

Каждому стрелочному выражению х1...хп-̂ х мы приписываем новое 
правило вывода:

(10) из t1ex1...tn€xn получается tx...t сх.
Символом ND(R) будем обозначать расширение исчисления ND, по
лучающееся в результате добавления к ND всех правил вида (10), 
приписываемых стрелочным выражениям из R. Для любого термина t 
определяем цепочку T(t)eTP с помощью следующей индукции:

(11) Т(х)=х, для хеТР
(12) Т((t,х•у,1 )=х, Т((t,х•у ,z))=у
(13) T(tu)=T(t)Т(и). •

Имеет место следующее:
(14) если hND(R)t€x, то R \-scT(t)-*x;

мы опустим здесь довольно сложное доказательство этого 
утверждения.

Определим /: Рг+Р(м) следующим образом:
(15) f(p) = (teM: hND(R)t€P> ДЛЯ реРг.
Индукцией по с(х) можно проверить, что выполняется:
(16) f(x) = (t€M: »-ND(R)t€X> ДЛЯ Х€ТР, 

а из этого сразу же следует (9).
Ввиду 2.4 и 2.8 SC является сильно полным по отношению как 

к RES, так И GS.
2.9. Ф а к т .  ЭСне является сильно полным по отношению к S. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Имеет место s+s• s*ss+s/s, но не имеет место

S+S • ShscS-*>S/S . ?
Вопрос о том, является ли SС слабо полным по отношению к S , 

до сих пор остается открытым (см.: Бушковский [ю]). Однако 
имеет место:

2.ю .ТЕОРЕМА (Бушковский [5]). Для любого лножества R стре
лочных выражений, свободных от произведения, и для любого 
стрелочного выражения x+х, свободного от произведения, R 
*=sX->>x, e.m.e. R »-scx->>x.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Уберем из доказательства теоремы 2.8 типы с 
произведением и соответствующие правила исчисления ND. Полу
ченная в результате полугруппа (М,«) совпадает со свободной 
полугруппой (Гр,•).

Совершенно аналогичные результаты имеют место для исчисле
ния SC по отношению к семантикам GS и S . Для случая CSC ив в в
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CSC нам требуются некоторые подклассы классов GS(S) и
GS (S ), соответственно, содержащие лишь такие оценки СМ,/). , 
что М есть р.полугруппа над некоторой (свободной) абелевой 
полугруппой или над некотсрым (свободным) абелевым монондом.

3.С эвместммость
В этом разделе мы обсукдаем некоторые взаимоотношения между 

категориальными грамматиками и стандартными алгебраическими 
семантиками S. Каждая категориальная грамматика будет тракто
ваться как "формальная теория" какой-то одной оценки (M,f), а 
MeS будем называть стан/артной моделью этой грамматики. Мы 
сформулируем подходящие условия совместимости грамматики и ее 
стандартной модели, которые приведут нас к естественным крите
риям оценок для категориальных грамматик. Выяснится, что в 
соответствии с этими критериями грамматики, основанные на SC и 
его аксиоматических расширениях, представляют собой вид кате
гориальных грамматик, наиболее совместимых с S. Мы исходим из 
некоторого общего понятия категориальной грамматики (в этом и 
следующих разделах мы ограничиваемся типами без произведений).

3.1.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество R стрелочных выражений, свобод
ных от произведений, называется категориалънил исчислениел> 
если содержит стрелочные выражения (А.0),(А.1) (х/у)у+х,
(А. 1 *) х(х\у)-+у и является замкнутым относительно правила 
(R.О). Наименьшее категсриальное исчисление будем называть 
исчислением Айдукевича (АС).

3.2.Под категориальной граллатикой (CG) мы подразумеваем 
упорядоченную тройку G=(vq,ig,rq) такую, что vc - конечный 
алфавит, 1с - отображение из Ус в семействе конечных множеств 
типов и Нс - категориальное исчисление. Если дано категориаль
ное исчисление R, любая CGG такая, что RC=R, будет называться 
R-CG. Для фиксированного R грамматики R-CG образуют так назы
ваемый род грамматик CG. Так, грамматики AC-CG и SC-CG предс
тавляют собой различные роды грамматик CG (грамматики AC-CG - 
это классические категориальные грамматик; см.Бушковский
[12]). Мы также будем называть грамматики SC-CG,SCe-CG и дру
гие CG, основанные на тех или иных вариантах исчисления SC, 
лалбековыли граллатикали.

3.3.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если дана CGG, то терлиналъное распределе
ние типов грамматики G определяется как функция (•):TR+P(V£) 
такая, что: . . .v e(x)-(vteVn), е.т.е. хл. . . х -+яеД„ для.неко-i n u l v i  1 П U
торых X]eIG(vi), 1<(<П.

Множество (S)G называется языкол, порождаемым грамматикой 
G, и обозначается L(G).

3.4. З а л е ч а н и е .  Вообще говоря, /-язык, порождаемый 
грамматикой G, невозможно определить естественным образом, 
если только Rc не удовлетворяет некоторым дополнительным усло
виям. Но для ламбековых грамматик это возможно (см. Бушковский 
[12]).
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3.5.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть G - категориальная грамматика. Оцен
ка (P(v*)catG), где catG(p)=(p)G для всех р€Рг, называется 
стандартной моделью грамматики G и обозначается M(G).

3.6. З а л е ч а н и е .  Та или иная категориальная грамма
тика G традиционно используется для описания синтаксических 
категорий некоторого данного языка Lan, в частности, для дете
рминации объема базовых категорий. С помощью тех или иных эм
пирических тестов устанавливаются категории атомных выражений, 
что равносильно исходному распределению типов 1с. Выбирается 
также категориальное исчисление Rc, детерминирующее род грам
матики G. Наконец, категории языка Lan следует идентифициро
вать (хотя бы приблизительно) с множествами (x)Q, для хеТр.

Ясно, что для того чтобы описание, которое дает грамматика 
G, давало нам действительную информацию о структуре языка Lan, 
нужно позаботиться по меньшей мере о двух вещах: (1) чтобы и
было совместимо с действительными категориями слов в Lan,
(2)чтобы Rq или по крайней мере какой-то его фрагмент не со
держали стрелочных выражений, которые не являются общезначимы
ми для языка Lan. Если оба эти требования выполнены, то мы 
получаем достаточно корректное описание. Точнее, если имеет 
место (1) и Lan выполняет Rc в объеме всех стрелочных выраже
ний Х+х таких, что XeTpCG)*, xeTp(G), то каждая цепочка из • 
(x)G, xeTp(G), наверняка принадлежит категории типа х в Lan. 
Чтобы гарантировать (2), традиционная теория предпочитала рас
сматривать категориальные грамматики, основанные на универ
сальных категориальных исчислениях, т.е. на исчислениях, соде
ржащих только S-общезначимые стрелочные выражения. В то же 
время она полностью отказалась от какого бы то ни было форма
льного анализа условия (1) и попросту передала этот вопрос, в 
сферу чисто эмпирических суждений. Фактически, других возмож
ностей и не было, поскольку структура языка Lan оставалась 
совершенно темной и туманной для исследователя до того, как 
эта структура становилась эксплицированной с помощью формализ
ма грамматики G (конечно же, эта картина отражает то, что 
происходит, когда мы пытаемся описать не формальный язык, 
предварительно модифицированный с помощью строгой грамматики 
какого бы то ни было вида, а естественный язык).

Суть новизны нашего подхода состоит в допущении, что любая 
категориальная грамматика G детерминирует некоторый язык., 
именно: M(G), который достаточно строго определен, чтобы стать 
предметом формального анализа. Таким образом, вопрос о совмес
тимости G и Lan распадается на две яснр разграниченные части: 
(аСовместимость G с M(G), (b)совместимость M(G) с Lan. При
этом (а)допускает математическую трактовку, в то время как 
(Ь)остается областью эмпирических исследований - точно так же, 
как обстоит дело и в других эмпирических науках.

*3.7.Говорят, ЧТО CG G:
(1) адекватна, если для всех XeTp(G)*, xeTp(G), M(G)*x+x всякий
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раз, когда x->x€Rc
(2) корректна, если vecatQ(x) всякий раз, когда xeIG(v) для 
всех хеТр, v€Vg
(3) Т-полна (ТяТр), если (x)r=catn (х) для всех хеТ.и и

Говорят, что G - т-полна (соответственно: слабо полна),
если она Тр(Тп) - (соответственно: Tp(G)-) полна, где р_ сос-U li
тоит из всех исходных типов, имеющихся в Tp(G).

3.8. К о м м е н т а р и й .  Таким образом, CG адекватна, 
если ее стандартная модель выполняет соответствующее катего
риальное исчисление в той мере, в какой речь идет о типах, 
задействованных в 1с. Ясно, что каждая универсальная CG, 
T.e.CG G, у которой Rg универсально, адекватна. G корректно, 
если I не противоречит структуре стандартной модели M(G); 
говоря с интуитивной точки зрения: G сообщает нам правду об 
M(G), но не обязательно всю правду. Наконец, G Т-полна (соот
ветственно: слабо полна соответственно: полна), если она точ
но описывает M(G) в той мере, в какой речь идет о типах Т (со
ответственно: из TpCG), соответственно: из Tp(G)).

3.9. Ф а к т .  (1) Ка:<дая полная CG адекватна и слабо полна.
(2) Каждая слабо полная CG корректна. (3) Если G адекватна, то 
следующие условия эквивалентны:

(1) G корректна,
(2) (x)cQcatc(x), ДЛЯ всех xeTp’(G).
3.10. З а л е ч а н и е . Ясно, что корректность - это такое 

требование, которое должно быть выполнено категориальной грам
матикой G, если мы хотим на основе G здраво судить о синтакси
ческих структурах выражений языка, описываемого грамматикой G.

3.11. ЛЕММА. Пусть G - корректна, и m (g )*r . Тогда
G* = (vc,ig,r ) адекватна и корректна, и m (g ')=m (g ).

3.12. УТВЕРЖДЕНИЕ. Если RSSC, то, для любой корректной R-CG 
G, существует корректная SC-CG G * такая, что M(G')=M(G); сле
довательно, G * слабо эквивалентна G.

3.13. Обычно установление слабой эквивалентности грамматик 
различных видов представляет собой нетривиальную задачу. Изло
женное выше утверждение дает особенно простой метод ее решения 
с помощью семантических понятий. Поэтому это утверждение можно 
рассматривать как основанную на семантике теорему о слабой 
эквивалентности.

3.14. Ф а к т. Для любого категориального исчисления rcsc 
существуют некорректные R-CG.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Ввиду 3.11 достаточно найти некорректные 
SC-CG. Пусть VG=(v,w>,v*w И пусть IQ(v)=s/(s/n), IQ(w)=s/n. 
Тогда (n)G=catG(n)=<t и поэтому catG(s/n)=V*. Следовательно, 
v€catc(s/n), но vv4 (s )G=catG(s). Поэтому v4catG(s/(s/n)€lQ(v), 
и стало быть G некорректна.

3.15. Ф а к т .  Любая универсальная CG G, у которой o(G)<i, 
корректна.
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3.16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Мы говорим, что G расширяема до G (где и 
G и G-CG), если vzv-.i- совпадает с 1п на и д-=Я. .U u u U u G G

3.17. ТЕОРЕМА. SС - единственное универсальное исчисление R 
такое, что каждая r-cg расширяема до некоторой слабо полной 
CG.

3.18. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что два категориальных исчисле- 
ния R,R' почти эквивалентны, если для каждого стрелочного вы
ражения Х+р, реРг, Х-»р входит в R е.т.е. Х+р входит в R* .

3.19. ТЕОРЕМА. Для  любого универсального категориального 
исчисления R следующие утверждения эквивалентны:
(1) R почти эквивалентно исчислению sc,
(2) каждая r-cg расширяема до некоторой конкретной CG.

3.20. З а м е ч а н и е .  Теоремы 3.17 и 3.19 дают нам еще 
одну прекрасную семантическую характеризацию исчисления sc в 
терминах совместимости. Хотя среди SC-CG и существуют некор
ректные SC, любую SC-CG можно преобразовать в слабо полную, а 
стало быть, в корректную CG путем расширения словаря. Примеча
тельно, что это расширение допускает естественную лингвисти
ческую интерпретацию. Именно: мы вводим синтаксически одно
значные копии синтаксически неоднозначных выражений.

3.21.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что категориальное исчисление 
конечно, если оно представляет собой расширение исчисления АС, 
получающееся из АС в результате пополнения последнего конечным 
числом схем аксиом.

3.22. П р и м  е р ы .  АС конечно. Карлгрен [23,24] рассматри
вает расширение исчисления АС за счет введения следующих схем 
аксиом:

(1) ( х/у ) ( у/z )-*x/z 
(х\у) (y\z )-+x\z,

соответствующих функциональной композиции (см. также: Гич
[21], Левин [27]). Зелёнка [31] и ван Бентем [3] рассматривают 
законы:

(2 )х-*у/(х\у), х+(у/х)\у, 
которые обычно называют законами, "повышающими тип". Другие 
виды конечных категориальных исчислений см. в статьях Стидма- 
на, Полларда и других Орле и др. [13]).

3.23. ТЕОРЕМА. Ни одно из конечных категориальных исчислений 
не является почти эквивалентным исчислению SC.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: См.: Зелёнка [32], (см. также Раздел 5).
3.24. З а м е ч а н и е .  Фактически, единственные катего

риальные исчисления, обычно рассматриваемые в теории катего
риальных грамматик, - это SC вместе с конечными категориальны
ми исчислениями. В силу 3.23, SC - единственное среди этих 
исчислений, которое почти эквивалентно самому себе. А стало 
быть, ввиду теоремы 3.19, грамматики SC-CG - это единственный 
вид грамматик (из числа обычно рассматриваемых), обладающих 
свойством "каждая CG такого рода может быть расширена до кор
ректной CG".
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3.25. Интересным направлением исследований представляется 
поиск каких-то эффективных критериев корректности, слабой пол
ноты и т.д. В частности, интересно узнать, рекурсивен ли класс 
корректных SC-CG (слабо полных SC-CG и т.д.); аналогичный воп
рос можно поставить и для других родов категориальных грамма
тик. Ответ на этот вопрос относительно прост для одного до
вольно своеобразного вида функции IG.

3.26. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что CG G совершенна, если она 
удовлетворяет следующим условиям:
(1) Tp(G) замкнуто относительно подтипов, (2) для любого 
xeTp(G) имеется некоторое ve7Q такое, что Î (v)=x.

3.27. Ф а к т .  Если G - совершенная и универсальная CG, то 
следующие утверждения эквивалентны:

(1) G слабо полна (соответственно: корректна),
(2) для всех XeTp(G)*, xeTp(G) (соответственно: р€?с), RQ

содержит Х-+х (соответственно: Х+р) е.т.е. *~scx~*x
(соответственно: hscX+p).

3.28. СЛЕДСТВИЕ. Каждая совершенная AC-CG слабо полна.
3.29. СЛЕДСТВИЕ. Пусть G - совершенная AC-CG такая, что 

s/(n/n), (n/n)еТр(G). Тогда G некорректна.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Заметьте, что стрелочное выражение 

(1) (8/(n/n))(n/n)(n/n)+S
выводимо в SC, но невыводимо в АС, и примените 3.27.

3.30. З а л е ч а н и е . Приведенный пример показывает, что 
некорректность - довольно распространенное явление среди AC-CG 
и других CG, основанных на неполных (относительно S) катего
риальных исчислениях.

3.31. Среди нескольких CG, детерминирующих одну и ту же 
стандартную модель, мы наверняка предпочтем те, у которых 
большая степень полноты. Как мы сейчас покажем, высшую степень 
полноты нельзя достичь без применения универсальных CG. Обоз
начим символом Трп множество всех хеТр таких, что o(x)zn и
пусть Трп(Р )=ТрпГ\Тр(Т) .

3.32. ТЕОРЕМА. Никакая универсальная CG G не является 
Tpn(PQ)-полной, где nzo(G)+2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: См.Бушковский [5].
3.33. З а л е ч а н и е .  В противовес этой теореме каждая 

оценка из S равняется M(G) для некоторой CG G такой, что Rc - 
некоторое аксиоматическое расширение исчисления SC. Можно счи
тать, что это расширение конечно, если все базовые категории 
являются языками с конечным числом состояний. Итак, мы обнару
жили примечательное различие в силе между универсальными и 
неуниверсальными CG; только последние способны давать полное 
описание синтаксических категорий того или иного языка.

* 4.Лямбда-семантика
4.Г.Крессвел [14] широко использует typed лямбда-термы для
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описания логической формы выражений в естественных языках; 
предвосхищение этого подхода можно найти у Монтегю [28] и даже 
у Карри [15]. Недавно ван Бентем [2,4] показал, что с помощью 
снабженных типами лямбда-термов можно определить преобразова
ния типов, выводимые в свободном от произведения CSC. В этом 
разделе мы поясним основные идеи такого подхода. Следует отме
тить, что связь между категориальными исчислениями и снабжен
ными типами лямбда-термами близко родственна хорошо известному 
соответствию между выводами в интуиционистской логике и typed 
лямбда-исчислении; это последнее обстоятельство отмечено Карри 
и др. [16,17] и детально разработано Мартин-Лёвом и другими 
(см.: Стенлунд [29]).

4.2.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Символом Трг будем обозначать множество 
право-направленных (свободных от произведения) типов. (Ненап
равленные) typed лямбда-термы (коротко: термы) строятся из
типизированных переменных с помощью двух операций: аппликация 
и лямбда-абстракция. Говоря точнее, для любого яеТег, мы фик
сируем счетное множество Varx переменных типа х. Множества 
Тег термов типа Трг определяются посредством следующей рекур
сии:

(1) Var̂ QTer̂
(2) если teTer И ueTer , ТО (tu)eTerх/у у * X
(3) если veVar И teTer , то XvteTer _ .у X * х/у

Множество Тег всех термов определяем как объединение всех мно
жество Гегх, хеТрг. В терме Xv.t лямбда-абстрактор Xv связыва
ет каждое свободное вхождение переменной v в t, а терм t назы
вается сферой действия этого лямбда-абстрактора.

4.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть (*Мх€Трг - стандартная онтологи
ческая иерархия типов (см.: ван Бентем [2], Степлунд [29]); 
пусть и - объединение всех Рх,хеТрг. Под приписыванием мы по
нимаем семейство (/xJx€Tpr отображений fx:Varx~̂ux- Приписыва
ние (/х х̂€Трг однозначно расширяется до отображения JiTer^U 
такого, что /:Ter̂ -*Ux, для всех хеТрг. Отображение f определя
ется следующим образом:

(1) f(v)=f (v) для всех veVar
(2) 7((tu)*)=J(t)(7(u))
(3) 7 (Xv.t)(veVar^, teTer^)

равно функции g:U -К/ , которая для каждого aeU удовлетворяету х  у
равенству g(a)=J*(t), где (7х>>х€Трг - приписывание, совпадаю
щее с (/х<)х€Трг, за исключением того, что переменной v оно 
приписывает а.

4.4.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть teTer, и пусть и1,...,ип - это все 
свободные переменные в t, упорядоченные слева направо (мы 
отождествляем переменные с их вхождениями в t). Пусть, далее, 
v{eTer̂  (izi<n) и t€Terx. Тогда мы говорим, что t репрезенти
рует стрелочное выражение а^,.<..,хп+х. Если teTerx не содер
жит свободных переменных (t замкнуто), то говорят, что он реп-
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резентирует стрелочное выражение -►х. Если дан некоторый класс 
KQTer, будем писать KtX+х в том случае, если Х+х репрезенти
руется некоторым термом из К.

4.5. З а л е ч а н и е .  Можно считать, что терм teTerx, все
свободные переменные которого суть v-eTer , ...,t>€Ter , за-1 Xj it X1 n
дает преобразование декартового произведения и х.. .хи в и .

Х1 п /
Таким образом, утверждение означает, что в К име
ется терм, задающий преооразование U X. . .XU в и . Ясно, что

Х1 п х
&=+х е.т.е. К содержит некий замкнутый терм tcTerx.

4.6. П р и м е р ы. Стрелочные выражения
(1) х-*х
(2) (х/у)у+х
(3) х/у+(х/z)/(у/z)
(4) (х/у)(у/z)+х/z
(5) х-+у/(у/х) 

репрезентируются, например, терминами:
(1* )и, где t»€Varx
(2,)(v1,y2), где t>1€Var,x/y, v2eVary
(3* )XVl ,Xv2. (v3(v^v2)), где i^eVar , v^Var^ И u3eVarx/y;
(V )\v2. (v3(vxv2)), где u1.v2.v3 те же, что в (3’),
(5’ )Л«1. ('v1t>23, где iijgVar , t»2€Varx.
4.7. П р и м е р .  Пусть и 17 обозначают, соответственно, 

область значений истинности и область индивидов. Рассмотрим 
язык первопорядковой логики (в польской нотации) с одним сим
волом одноместного предиката (R), одним символом одноместной 
функции (/) и одной индивидной константой (d). Обычно считает
ся, что эти символы обозначают некоторые объекты ReUs/n, 
feUn/n и deÛ  соответственнЬ. Таким образом, Rfd является пра
вильно построенным выражением, десигнат которого - некоторое 
значение истинности (естественным образом получаем /-структуру 
(iH/dJ^). Стрелочное выражение (3) позволяет возвести R к 
типу (з/п)/(п/п), а соответствующий десигнат символа R можно 
вычислить из R с помощью (3’). Соответственно Rf можно считать 
правильно построенным выражением типа s/n. Это позволяет нам 
приписать выражению Rfd еще одну структуру: ((Rf)1d)1.

4.8. Если не выходить за рамки Трг, исчисление CSC (см.
2.1.18) можно аксиоматизировать с помощью аксиом (А.О) и (А.1) 
(х/у)у+х, у(х/у)+х И правил (R. О), (RG.3) И (RG.3’ ) ИЗ Х+х
получается Х+х/у (Х*е). На самом деле одно из правил (GR.3), 
(GR.3* ) можно элиминировать. Или же можно оставить оба прави
ла, но убрать одну из двух схем (А.1).

4.9.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рассмотрим следующие ограничения на струк
туру термов:

(С.1) каждый подтерм содержит свободную переменную,
(С.2) ни один подтерм не содержит больше одного вхождения 

одной и той же переменной,
(С.3) каждый лямбда-абстрактор связывает некоторую свобод-
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ную переменную (нет бессодержательных случаев лямбда- 
абстракции) .
Для DQ(1,2,3) символом TerD обозначим множество всех t€Ter 
таких, что t удовлетворяет всем ограничениям (с.{) для teD. 
Ясно, что TerQ=Ter есть класс всех термов.

4.10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Символом у обозначим цепочку типов, каж
дый элемент которой равен у. Рассмотрим одну общую схему 
правила:

(R) из уХ+z получается Х+я/у, и следующие ограничения:
(с.1) Х*е
(с7.2) 1(у)=1
(с.З) у*е.

Символом CSCD (DQd ,2,3)) обозначим исчисление, детерминируе
мое посредством (А.о),(А.1) (обе - схемы), (R0) и (R), причем 
последняя удовлетворяет всем ограничениям (<?.(), для ieD. 
Ясно, что CSC1 2 3=CSC.
ПРЕДОСТЕРЕЖЕНИк :* если 14D, то предполагается, что CSCD 
допускает стрелочные выражения вида -►я.

4.11. ЛЕММА. Для любого DQ(I,2,3),CSCD залкнуто относительно 
правила коллуникативности fcoMj.

4.12. ТЕОРЕМА. Для всех DQ(I,2,3), ХеТрг*, яеТрг, илеет
лесто следующая эквивалентность: (LC)hrcr Х+я, е.т.е.

CbCD
TerQ :Х-»-я.

4.13. З а л е ч а н и е .  Теорема 4.12 устанавливает "лямб
да-полноту" исчисления CSC и его расширений, определенных вы
ше. Для CSC она была доказана ван Бентемом [2]. Ее расширения 
для некоторых других исчислений доказал пишущий эти строки 
(см. Бушковский [11]). Доказательство для этих обобщенных сис
тем связано с некоторыми вариантами исчислений CSCD, при этом 
оно строго совместимо с конструкциями лямбда-термов (таким 
образом мы получаем строгое соответствие между выводами в этих 
исчислениях и деревьями построения термов).

4.14. Аналогичным образом можно доказать лямбда-полноту мно
гих других исчислений типов (по отношению к некоторым подходя
щим классам термов). Например, АС (правонаправленное) полно по 
отношению к классу TerQ свободных от лямбда-абстрактора тер
мов. Правонаправленное SC, свободное от произведения, полно по 
отношению к классу всех термов, удовлетворяющих условиям 
(С. 1), (С. 2) И:

(С.ЗГ) каждый лямбда-абстрактор связывает самое правое в 
своей области действия вхождение некоторой свободной перемен
ной.

Убрав (С.1), получим адекватную лямбда-семантику для право
направленного SCe, свободного от произведения. Интересно, что 
заменив в (С.ЗГ) "самое правое" на "самое левое", получим 
дуальное ограничение (С.З*).

При этом оказывается, что класс всех термов, выполняющих 
условия (С.1),(С.2),(С.3е), дает в точности те стрелочные вы-
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ражения, которые выводимь в CSC. Таким образом, мы нашли лямб 
да-семантику для CSC, отличную от Тегг 2 3 (и на самом дел 
существенно более узкую, чем эта последняя).

4.15. В последних пунктах мы рассматривали различные класс 
термов, совместимые с некоторыми правонаправленными (коммута 
тивными или не коммутатипными) исчислениями типов. А что про 
исходит в случае фшаправленных систем? Ответ относитель» 
прост. Совершенно аналогичные результаты можно получить, при
меняя бинаправленные лямбда-термы. Насколько нам известно 
такое обобщение лямбда-исчисления еще не исследовалось. Однакс 
оно естественно возникает из проблем такого рода. Мы вводи* 
два лямбда-абстрактора: Аг (правый) и А1 (левый) и принимав* 
следующее определение термов:
(1) Var}STerx ДЛЯ всех х€Гр 
(2’ ) = *2) (из 4.2),
(2* * ) если t€Terx И ucTer^y, ТО
(3* ) = (3) (с Аг вместо А),
(3* ’ ) если veVarx И teTery, ТО Alv .teTerx/y.
Ясно, что бинаправленные лямбда-термы можно интерпретировать 
так, чтобы они обозначали некие объекты в онтологических 
иерархиях.

4.16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Символом Tersc будем обозначать множест
во всех бинаправленных термов, удовлетворяющих ограничениям 
(С.1), (С.2) И:
(С.3*) каждый правый лямбда-абстрактор связывает самое правое 
в своей области действия вхождение свободной переменной;
(С.3* * ) каждый левый лямбда-абстрактор связывает самое левое в 
своей области действия вхождение свободной переменной.

4.17. ТЕОРЕМА. ДЛЯ всех ХеТр*, агеГр, е.Ш.е.
Твгзс:Х-̂ а?,

4.18. В случае систем с произведением опять Можно получить
аналогичные результаты, применяя некоторые обобщенные варианты 
лямбда-исчисления. Модели для них можно найти, как правило, 
среди декартовых замкнутых категорий (см.: Ламбек и Скотт
[26]).

4.19. З а д а ч а .  Найдите общие взаимосвязи между аксиома
ми и правилами какого-либо исчисления типов, с одной стороны, 
и классами лямбда-термов, образующими адекватную семантику для 
этого исчисления. Поищите также какие-либо интуитивные обосно
вания таких ограничений, как (С.1), (С.2), и т.д.

Б.Ламбековы системы vs. Пропозициональные
исчисления

5.1.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Любому типу хеТрг мы приписываем пропози
циональную формулу ?(х) следующим образом. Во-первых, мы иден
тифицируем исходные типы с пропозициональными переменными. 
Затем мы определяем Р(х) с помощью следующих рекурсивных пунк
тов:
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(1) р(р)=р для pePr
(2) P(x/y)=P(y)+P(x).

Таким образом, для любого хеТрг, Р(х) - чисто импликационная 
пропозициональная формула.

5.2.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Позитивное импликационное исчисление (PIC) 
(т.е. чисто импликационное интуиционистское пропозициональное 
исчисление; ср.Вуйцицкий [30]) можно аксиоматизировать следую
щим образом:
(1.1) А+(В+А)
(1.2) (А+(В+С)М(А+ВМА+С))
(1.3) из А->В и А получается В.

5.3. ТЕОРЕМ А (сущность ее сл. у Карри и др. [16]). Для вся
кого х,Тег: -*х, е .т.е. hpicPCa:).

5.4. К о м м е н т а р и й .  В свете теоремы 2.5.3 типы замк
нутых лямбда-термов совпадают (при заданной выше интерпрета
ции) с теоремами исчисления PIC. Нетрудно получить следующее 
обобщение:

5.5. ТЕОРЕМА. Для всех х^,...txn<eTpr
Z’er’- ' V V l - ’-V  е-т-е■ Р(х1>’П---'Р(хп-1^Р1сР(хп)-
5.6. СЛЕДСТВИЕ. Для всех хг,.. .,хпеТрг,
KCSC0Il---In-l-In' в-т -е■ Р(Х1)' - ” Р<Хи-1)'-р1СР(хП)-
5.7. И т о г .  Таким образом, CSC^=(А.0) +(А.1)♦(R.0) +(R) 

(ограничения отсутствуют) представляет собой, по существу, 
исчисление PIC. Соответственно, все рассмотренные выше исчис
ления, будучи слабее, чем CSC^, могут быть идентифицированы с 
некоторыми подсистемами исчисления PIC. В частности CSC2, по
скольку оно полно по отношению к Тег2, т.е. к классу всех 
терминов, удовлетворяющих ограничению (с.2), дает в точности 
те пропозициональные формулы, которые общезначимы во всех 
ВСК-алгебрах (определение этих алгебр см.: Исеки, Танака 
[22]).

5.8.Изложенные выше результаты наводят на мысль рассматри
вать исчисления типов как некоторые слабые пропозициональные 
исчисления. В частности, стрелочные выражения, выводимые в 
первых, соответствуют общезначимым схемам вывода во вторых. 
Заметьте, однако, что только исчисления, использующие (R) без 
ограничений (с.2) и (с.З), позволяют интерпретировать эти схе
мы в стандартном смысле, т.е. как приводящие от множества фор
мул (X) к одной формуле (х). В остальных случаях х следует 
интерпретировать не как множество, а как цепочку, поскольку 
важны порядок типов в X (если мы не принимаем (СОМ) и/или чис
ло вхождений того или иного типа в х). Это приводит нас к 
обобщенному понятию отношения следования, которое мы будем 
называть цепочным следованием (S-следованием), в следующем 
смысле:

5.9.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Мы отождествляем типы из Трг с импликаци
онными формулами. Под отношением S-следования мы понимаем от
ношение CQTpv*xTpr (если Х,х)€С, будем писать Х+Сх) такое, что
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выполняются следующие условия:
(SC.1) х+сх, для всех хеТрг
(SC.2) если Y+y И XyZ->cz, ТО XYZ^z.
5 .10. К о м м е н т а р и й .  Ясно, что (SC.1) соответствует 

условию ХЯСп(Х), a (SC.2) - условию Сп(Сп(Х))ЯСп(Х); причем, 
эти последние суть условия следования, введенные Тарским. Для 
s-следования не предполагается никакого вида монотонности 
(Сп(Х)ЯСп(У)), если ХЯУ.

5.11.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если дано некоторое множество R стрелоч
ных выражений, символом C(R) обозначим наименьшее отношение 
s-следования, содержащее R. Говорят, что C(R) деривационно, 
если (А.1) (правое) - единственное неаксиоматическое стрелоч
ное выражение (т.е. имеющее вид Х+аг, где Х*е) в R.

5.12. УТВЕРЖДЕНИЕ. Стрелочные выражения, выводимые в АС 
(правонаправленном), дают наименьшее деривационное отношение 
s-следования.

5.13. УТВЕРЖДЕНИЕ. Стрелочные выражения, выводимые в 
CSC2 3, дают наименьшее деривационное отношение s-следования, 
удовлетворяющее следующему варианту теоремы дедукции:
(DT) если XyZ+z, то XZ+(y-+z).

5.14.3 а л е ч а н и е . Изложенный только что результат 
показывает, что CSC2 3 связано с s-следованием точно таким же 
образом, каким PIC связано со следованием (вспомните известную 
характеризацию исчисления PIC, данную Сушко; ср. Вуйцицкий 
[30] .

5.15. ТЕОРЕМА. CSC2 3 детерлинирует наиленъшее деривационное 
отношение s-следования, содержащие стрелочные выражения:
(а.1) -*х/х
(а.2) -+х/ (х/ (у/у))
(а,3) •+(х/(х/у) )/у
(а.4) +((x/z)/(у/z))/(х/у)
(а.5) +((z/z)/(z/y))(у/х).

5.16. К о м м е н т а р и й .  Эта теорема показывает конечную 
аксиоматизируемость исчисления CSC2 3 на основе АС (единствен
ное правило вывода - (R.0)). Из 3.23 следует, что для SС нель
зя отыскать конечной аксиоматизации такого вида. То же самое 
верно и для CSC=CSC1 2 3 (Бушковский [11]). В качестве три
виального следствия получаем:

5.17. ТЕОРЕМА. Ни Тег  , ни Те г  не ЛОгут быть ПО~
123 1 2 Зг

рождены из какого-либо своего конечного 'подлножества посредст-
вол аппликации (под конечный подлножествол лы понилаел конеч
ное число терлов-схел, а не салих терлов).

5.18.3 а л е ч а н и е . Благодаря точному соответствию меж
ду исчислениями типов и некоторыми пропозициональными логика
ми, развитую методологию последних можно непосредственно при
ложить к исследованию первых. Фактически, алгебраические моде
ли из Раздела 2 - это своего рода матрицы (в смысле матричных 
семантик); это особенно прозрачно для случая ©-чувствительных
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исчислений. Могут возникнуть естественные вопросы, вытекающие 
из такой точки зрения. Ниже мы приводим несколько примеров.

5.19. ТЕОРЕМА (по существу, доказана Бушовскил [5]). SC 
имеет конечную модель.

5.20. ТЕОРЕМА. Не существует конечной матрицы, слабо адек
ватной исчислению sc (то же для csc,SCeJ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Достаточно заметить, что если бы ассоциа
тивное исчисление типов допускало слабо адекватную конечную 
матрицу, то категориальные грамматики, соответствующие этому 
исчислению, могли бы порождать в лучшем случае регулярные язы
ки. С другой стороны, мы покажем в следующей главе, что кате
гориальные грамматики, основанные на SC (а также и на 
CSC,SCe), могут порождать нерегулярные языки.

5.21. Д о п о л н е н и е .  Выше мы ограничились рассмотрени
ем систем, свободных от произведения. Нетрудно распространить 
эти результаты на системы с произведением. Например, полное 
csCg совпадает с импликативно-конъюнктивным интуиционистским 
пропозициональным исчислением. Более того, некоторые интерес
ные исчисления типов можно расширить до различного рода реле
вантных логик и других неклассических логик (эти расширения 
недавно проанализированы Дозеном [19]).
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В.М.Попов

ПАРАНЕПРОТИВОРЕЧИВЫЕ СЕКВЕНЦИАЛЬНЫЕ 
ИСЧИСЛЕНИЯ

Предлагаемые построения секвенциальных исчислений основаны 
на идее применения в процессе дедукции правил манипулирования 
не только с отдельными логическими константами, но и с комп
лексами таких констант. Использование этой идеи, конечно, не 
является прерогативой исследований паранепротиворечивых логик. 
Но в этой области ее использование позволяет дать удобные для 
поиска доказательств формулировки многих паранепротиворечивых 
логик. Каждое из рассматриваемых в этой работе паранепротиво
речивых секвенциальных исчислений получается в результате со
ответствующей трансформации исходного исчисления GCL - одной 
из секвенциальных формулировок классической пропозициональной 
логики.

Фиксируем некоторый стандартно определяемый пропозициональ
ный язык L, алфавит которого есть CPltP2....&,у.э.п ,),().
Буквами А,В,С (с нижними индексами или без них) будем обозна
чать произвольные L-формулы, а буквами Г,Д,Е,е - произвольные 
конечные (включая пустую) последовательности L-формул. Секвен
ции во всех формулируемых здесь секвенциальных исчислениях 
имеют вид Г->Д. Определение доказательства в каждом из этих 
исчислений стандартно и аналогично соответствующему определе
нию из [1]. Поэтому для задания любого рассматриваемого в этой 
работе секвенциального исчисления S достаточно указать множес
тво As всех основных секвенций S и множество R всех правил 
вывода S. Для формулировки исчислений потребуются следующие 
фигуры заключения R1-R25.

А,Г+& R1 А.Г+А  ^  ГчА .А  Г->Д, В
А&В, Г+Д ' В&А, Г+Д ' ГЧД, А&В

А.ГЧД В.Г+Д R4, г+а .а R 5 ,
AVB, Г->Д Г -»Д, AVB

Г-+Д.А В,Е->в R7, А,Г->Д,В R 8 ,
А э В , Г . £ - ^ , в Г -►А, А2»В

г+А,А
Г -►Д, BWA R6,

пА.Г+Д -|В,Г->Д 
~| (А&сВ ) , Г-*Д

R12,
тТаувТТГЛ
А,-1В,Г+А r
ЧТШТТ^Е

R9, Г-̂ Д ,-iA 
Г+Д,n (А&В)

-I а ,г+а

R10, Г-*Д ,-\А 
Г-̂ Д.п (В&А)

R11 ,

тТв у аТГГ^
R13, Г-*Д,̂ А Г+Д,пВ R14 

T+STtTIvbT"
Г-̂ Д,а х-+е,-ув

Г~ Г T7i R16,

А, Г-+Д 
пА,Г->Д R17, Г+Д,^ 

Г-*Д ,~ПА
R18, 4,4,Г+Д Rig. Г-+Ь,А,А р2о.

а ,г-д- ~ г а т г -
Г,А,В, А-+8 
У,В,А,А+в

Г-+А,А,В ,9 р̂22 
Г -► А ,В, А, 9

Г+А
Т^КТА

R23, ГЧД
irra R24,

7 Логич. иссл., вып. 1 97



R25 (сечение).Г->Д,А A,Z->6

Условимся, что (А+А) зсть множество всех секвенций вида 
а-*а, (А,лА+) - множество всех секвенций вида a,-iА+, (-*А,пА) - 
множество всех секвенций ьида -*А,ia.

Интересующие нас секвенциальные исчисления определим с по
мощью таблицы.
GC1 Aqc i - (A-̂ AJUf A , 1 A+)U(-*A ,1 A) Rcci“{r1-R2S}

GPCont АСРСо„«.=АОсЛи  ^ ĜPCont= ĜCl

GRAO* A -AWGRAO*~*GCl RGRAO*
=IRg cN,{R23,R24>

GIneons AGIncons=AGCl !R_ t =lRr4GIncons GC1

G PCont(г) ĜPCont (r)= ĜCl ̂
ID
GPCont(r) 

=RgcN.{R23,R24>
C Incons(г) AGIncons(r)"ACClU U -n^ ;U

U^A.iA))
~ R =G I neons(r) 

=RgcY<R23,R24>
Секвенциальные исчисления GPCont, GRAO*, GIneons, GPCont(r), 
CIncons(г) являются паранзпротиворечивыми секвенциальными ис
числениями: для всякого из этих исчислений S существует
множество Т L-формул, удовлетворяющее следующим трем условиям:
(1) Т есть S-теория (т.е. Г есть такое множество L-формул, что 
Va^-.Va (если ал...а +а доказуема в S и (А....Ап)яТ, то
\пЪО) п А 1 I n

А€Т))
(2) ЗА(А€Т И пАеТ),
(3) ЗА(А^Т;.
Сформулируем определения формульных образов |Г-»Д|&У и |I"+A|d 
секвенции Г-*Д.

|Г+Д
(...(Аг&А2)&...&Ап)>(...(B1vB2;v... Bm), если 
Г-*&~АЛ,А0....А ->В. ,В0.... В (пе(0, 1,2,...),— 1 Z n 1 £. m
me<1,2,...У); п (...(А1&А2)&.,&Ап), ели Г+Д 
2_А̂  , А2 . • • • , Ап-*(пе( 1,2, . . . ) ); 
р(Р1оР1), если Г»Д]>.

м  г
(А^ (А2г> . 
Г-̂ ДvÂ  , А2 
ше(1,2,..

f -̂2 * * *

.U  эСтВ.эСпВ-э. . . (тВ . =>в ).n 1 Z m - 1 m
. . . , A ,Вп,... ,В (п€<0, 1,2.n 1 Z m
У); АЛ̂ (А^>. . . (А .=> 1А )...) ' 1  2 п -1 п
, А -►(пеС J,2,...} ; п
если Г-Д'-.

)))...).если 

если Г+Д

ТЕОРЕМА I. Г+Д доказуема 6 GC1 тогда и только тогда, когда 
|1%Д|&У есть классическая тавтология.
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Конечно, верно и утверждение.получающееся из теоремы 1 за
меной |г+д|&у на 11%А|3 ,

ТЕОРЕМА 2. Г+А доказуема в GPCont тогда и только тогда, когда 
|г+д|&у доказуела в исчислении pcont из [3].
Заметим, что утверждение, получающееся из теоремы 2 заменой 
|Г+д|&у на |Г-»Д |э , не верно.

ТЕОРЕМА 3. 1%А доказуема в grao* тогда и только тогда, когда 
|Г-► А|^ доказуема 6 rao из [5 ].
Утверждение, получающееся из теоремы 3, заменой [Г+др на 
|Г-+Д |&v, не верно.
Опишем исчисления гильбертовского типа, адекватные секвен
циальным исчислениям GIncons И GIncons(г).
Пусть incons есть наименьшее множество L-формул, замкнутое 
относительно modus ponens и подстановки, которому принадлежат 
все не содержащие л L-формулы, являющиеся классическими тавто
логиями, и все L-формулы следующих десяти видов.

"ПАэА, А:>“ПА, п ГАУВ)=пА, л ГАУВ Ъ п В ,
(~\A6ciB)z>-\ (AVB ) , -1 ГА&ВЪ ГпАУпВ) , л Adi ГА&В ) , 
лВт (А&В) , (Аэ (лВэС) ):> Гл ГАэВЪС) ,
( (C^A)&(A1̂ iB) )̂ (С^(Аг̂ 1 (АэВ))) .
Incons(г) определим как наименьшее множество L-формул, и

замкнутое относительно modus ponens, подстановки и адъюнкции 
А В
(jgg), которому принадлежат все не содержащие л L-формулы, 
доказуемые в RAO, и все L-формулы указанных выше десяти видов.

Фиксируем некоторое стандартно определяемое финитное (с 
конечным множеством аксиом и конечным множеством конечнопосы
лочных правил вывода) исчисление гильбертовского типа, удов
летворяющее условию: А доказуема в этом исчислении тогда и
только тогда, когда Aelncons. Назовем это исчисление Incons. 
Используя Incons(г) определяем аналогичным образом исчисление 
Incons(г).

ТЕОРЕМА 4. Г+д доказуема 6 GIncons тогда и только тогда, 
когда |Г-*Д|&У доказуема 6 incons.

Результат замены |Г%Д|&У на |Г->А |2:5 в теореме 4 является 
неверным утверждением.
ТЕОРЕМА 5. Г+Д доказуема 6 GInconsГг) тогда и только тогда, 

когда Ir+Al3 доказуема 6 inconsГг).
Опираясь на результаты работы [4], доказательство теоремы 5 
можно получить достаточно просто, если использовать тот факт, 
что Glncons(r) доказуемы только односукцедентные секвенции. 
Заметим, что утверждение, являющееся результатом замены 
Ir+Ap на |Г+Д |&у в теореме 5, не верно.

Автору не удалось построить стандартно определяемое финит
ное исчисление гильбертовского типа, адекватное исчислению 
GPCont(г).

ТЕОРЕМА б. Для каждого исчисления GCl, GPCont, GRAO*,
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Gincons, GPCont(r), Gincone(r) верна теорела об устранижости 
сечения. Соответствующие теоремы об устранимости сечения могут 
быть доказаны методом, предложенным в [4].

ТЕОРЕМА 7. Исчисления GCl, GPCont, GRAO*, Gincons, 
GPCont(r), Gincons(г) разрешили.

Для любого из этих исчислений построение разрешающего алго
ритма можно осуществить (используя соответствующую теорему об 
устранимости сечения) аналогично построению в [2] разрешающего 
алгоритма для GRAO.

Впрочем, разрешимость GC1 очевидна в силу теоремы 1, разре- 
шимость GPCont сводима пс теореме 2 к разрешимости PCont (а 
PCont имеет конечную характеристическую матрицу [3]), а проб
лема разрешения для GRAO* сводима по теореме 3 к положительно 
решенной в [2] проблеме разрешения для RAO.

Имея разрешающие алгоритмы для GCl, GPCont, GRAO*, Gincons, 
GPCont(г), Gincons(г), не трудно убедиться, что эти системы 
упорядочены "по силе" следующим образом:
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Р.Вуйцицкий

ДВА МЕТОДА ПОСТРОЕНИЯ ЛОГИЧЕСКИХ ИСЧИСЛЕНИЙ: 
ЛОГИКИ ЗАКЛЮЧЕНИЙ И ЛОГИКИ ФОРМУЛ

Введение. Логическое исчисление в обычном смысле этого 
слова - это некоторый метод построения множества всех логичес
ки истинных формул (тавтологий), в стандартном случае он сос
тоит в определении аксиом этого множества и правил вывода. 
Употребляя последние, мы порождаем из формул, о которых извес
тно, что они логически истинные, другие. Поскольку существуют 
разные взгляды на логическую истинность, строятся разные логи
ческие исчисления. Причина, по которой определенное выше поня
тие логического исчисления надо считать слишком узким, проста: 

X логика занимается, и конечно должна заниматься, не только и 
даже не прежде всего логической истинностью. Центральное по
нятие логики - это логическое следование. Правда, вопрос о 
том, следует ли логически формула а из предпосылок X, можно 
иногда свести к вопросу о логической истинности формулы вида 
лх-*а, где лх - конъюнкция всех предпосылок X, и - имплика
ция. Но, во-первых, нет такой сводимости, когда X либо пустое 
множество, либо бесконечное, а, во-вторых, нет никакой общей 
гарантии, что связка импликации, как и связка конъюнкции, вхо
дят в язык исчисления. Примером исчисления, которое было пост
роено без связка импликации, является квантовая логика.'

Совсем независимо от упомянутых выше трудностей, прежде чем 
мы употребим какую-либо двухместную связку ■+ как связку "сле
дования", мы должны узнать, годится она для этой цели или нет. 
Конечно, когда мы знаем, в чем состоит логическое следование, 
критерии ясны: мы должны проверить все ли фомулы вида дХ-кх 
логически истинны тогда и только тогда, когда а логически сле
дует из х. Итак, например, в классической логике роль связки 
следования может играть материальная импликация, хотя, как мы 
хорошо знаем, такая интерпретация высказывания вида ос-Ф, где 
материальная импликация, вообще говоря, неверна.

Построение логики формул, как мы будем дальше называть мно
жество всех логически истинных формул, при каком-то фиксиро
ванном понятии логической истинности, не порождает само по 
себе логики заключений. Последнюю можно определить следующим 
образом.

Заключением называем произвольную фигуру вида Х/а, где X - 
множество формул и а формула определенного языка. Если пост
роение логики формул сводится к описанию метода, с помощью 
которого мы отличаем логически истинные формулы от всех дру
гих, то построение логики заключений сводится к построению 
метода, с помощью которого разделяем все заключения Х/а на 
такие, для которых а следует из X, и остальные. Самую же логи
ку заключений можно отождествить с оператором следствия С,
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таким, что аеС(х) тогда и только тогда, когда а логически сле
дует из X.

Опять, поскольку имеются различные понимания логического 
следования, мы строим рапные логики заключений.

Логические исчисления в собственном смысле этого слова дол
жны строиться так, чтобы они определяли и логику формул и ло
гику заключений. Как мы это уже отметили, построение логики 
формул не влечет само по себе построение логики заключений. На 
первый взгляд, всегда икеет место обратное. Мы привыкли рас
сматривать как логически истинные те формулы, которые доказуе
мы из пустого множества формул. Если бы этот взгляд был пра
вильным, то с каждой логикой заключений С связана была бы ло
гика формул с (0), и, конечно, тем самым построение исчисления 
логических заключений влокло бы построение исчисления логичес
ки истинных формул.

Все-таки заметим, чтс нет никаких очевидных оснований, по 
которым логическая истинность должна определяться через логи
ческое следование указа:шым выше способом. На самом деле в 
некоторых логиках, например во всех релевантных логиках, опре
деление! логической истинности как следования, или доказуемос
ти, из пустого множества посылок просто неверно.

Хотя в общем из определения логики формул не вытекает опре
деление соответствующей ей логики заключений (под соответст
вующей мы понимаем логику заключений, основанную на тех же 
самых интуитивных соображениях), а из определения логики зак
лючений не вытекает определение соответствующей ей логики фор
мул, конечно, эти два вида логик (два способа решения вопроса, 
в чем состоит задача построения логического исчисления) тесно 
связаны друг с другом. В настоящей статье мы изучаем некоторые 
формальные аспекты этого соотношения.

1.Исходные определения м результаты. Языки, которые мы бу
дем рассматривать, это так называемые пропозициональные языки, 
т.е. языки следующего вида:

(1) S— ( 8 , , Pq , р̂  ,...),
где ....£п - логические связки, р0,р19... - пропозициональ
ные переменные, наконец, з - множество всех формул S. Как 
обычно, под S мы поникаем все пропозициональные переменные 
(простые формулы) и все сложные формулы, построенные обычным 
образом - применением связок к пропозициональным переменным. 
Смысл высказывания "обычным образом" сводится к построению 
грамматических правил языка. Поскольку они будут стандартными, 
мы будем считать, что читатель с ними знаком.

Вместо (1) лучше писать
(Г) S=('s,?1.....?п)

и отоадествлять язык с алгеброй его формул - так называемой 
алгеброй Линденбаула-Тарского. Этот подход удобен тем, что он 
дает нам возможность сводить многие логические понятия к ал
гебраическим и вследствие этого применять алгебраические мето-
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ды к логическим рассуждениям.
Под операторол следствия в s будем понимать произвольный 

оператор с, определенный на множествах формул языка S,C:2s+2s, 
который удовлетворяет следующим двум условиям:

(Т1) ХЯС(Х) (включение)
(Т2) Если YQC(X), то C(X\JY)QC(X) (ограничение).

Под пропозициональной логикой заключения мы будем понимать 
произвольную пару (S,C), где S (пропозициональный) язык и С - 
оператор следствия в S.

Определение оператора следствия, которое мы здесь приняли, 
является гораздо более общим, чем известное определение Тарс
кого. Введение этого более общего понятия объясняется тем, что 
мы хотим рассматривать как монотонные, так и немонотонные ло
гики. В монотонной логике оператор следствия С выполняет 
условие

(ТЗ) C(X)SC(XUY) (монотонность).
То, что обычно, хотя и не совсем верно, считают оператором 
следствия в смысле Тарского - это оператор С, который выполня
ет (Т1), (ТЗ) и (Т4) С(С(Х))ЯС(Х) (идемпотентность).
Это определение, как видно, эквивалентно определению, согласно 
которому С есть оператор следствия в смысле Тарского, тогда и 
только тогда, когда выполняются (Т1) - (ТЗ). На самом деле 
(Т4) выводимо из (Т1),(Т2), а с другой стороны, (Т2) выводимо 
из (TD (ТЗ) и (Т4).

Наше замечание, что понятие оператора следствия в смысле 
Тарского не вполне совпадает с тем, которое мы привели выше, 
оправдывается тем, что Тарский требовал от операторов с^Щст- 
вия выполнение условия:

(Т5) С(X)=V(C(Y):Y конечное подмножество ХУ (финитарность). 
Заметим, что свойство финитарности влечет свойство монотон

ности, оригинальные аксиомы Тарского для оператора следствия С 
суть (Т1), (Т2) и (ТЗ).

Надо еще добавить, что очень часто, хотя не всегда, к ак
сиомам оператора следствия присоединяют аксиому

(Тб) еС(Х)ЯС(еХ) (структурность),
где е произвольный эндбморфизм языка S - с логической точки 
зрения произвольная подстановка формул вместо пропозициональ
ных переменных. На самом деле структурность можно считать тем 
свойством, которое отличает логическое следование от широко 
понятого следования. Этот взгляд кажется существенно верным, 
хотя и надо заметить, что были построены логики с неструктур
ными операторами следствия (например, квантовая логика Когена 
и Шеккера). Независимо от того или иного решения вопроса, яв
ляется ли структурность характеристическим свойством логичес
кого следования или нет, мы хотим здесь иметь понятие логики 
настолько широкое, насколько возможно, и потому мы решили не 
включать условие структурности в список аксиом для оператора 
следствия.
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На этом мы закончим обсуждение понятия оператора следствия, 
и тем самым логики заключений. Переходя к логикам формул, за
метим прежде всего, что нет никаких разумных условий, которые 
можно считать характеристическими для всех логик формул, ко
нечно, кроме того, что логика формул есть множество формул 
какого-то определенного языка. В дальшейшем под логикой формул 
мы будем понимать произвольную пару (S,L), где S - язык и I£S.

На самом деле, однако не все логики формул будут для нас 
интересны. Наши дальнейшие рассуждения будут касаться только 
тех логик формул, которые некоторым стандартным способом опре
деляют оператор следствия и тем самым логику заключений.

1.1.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что логика формул (S,L) 
является канонической по отношению к связкам -►.д тогда и толь
ко тогда, когда +,д либо связки языка S, либо определимы в S 
и, кроме того, L замкнуто относительно следующего правила 
вывода (положим а.д...да ^а.дСа.д...да )):1 m l  z m

(а.л. . . ла )-»£
RO.________м »

(а;д. . .да’ )-►£1 п
где все а^д...да^ таковы, что =
(ос: Д. . . Да» У.1 п

1.2.УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) - каноническая логика формул. 
Тогда существует оператор С, определенный на множествах формул 
языка S, который выполняет следующие условия:
(Ll)a€C(a1....ос̂ ) тогда и только тогда, когда

(с̂ д. . . дап)-кх€Ь;
(L2)С(0 )=Г\(С(Х) ;Х*0 (нормализация);
(L3)a€C(X) тогда и только тогда, когда существует конечное 
х0ях такое, что для всех конечных YSX,

a€C(Y0ux) (индуктивность).
Конечно, условия (Ll)~(L3) полностью определяют оператор С. 

Обозначим его символом CL и назовем оператором, порожденным
канонической логикой (S,L). Заметим сразу, что CL не всегда 
оператор следствия; условия (Ll)-(L3) не обеспечивают даже 
того, что хяс(X). Конечно, в первую очередь нас интересуют 
канонические логики формул, которые порождают операторы следс
твия, но прежде чем начнем их изучать, сделаем еще одно 
замечание.

Пусть (S.L) - произвольная каноническая логика формул. 
Определим

L+=(oc:p-«X€Ll для всех 0€S>.
1.3., УТВЕРЖДЕНИЕ. Для всякой канонической логики формул 

(S.L)
(i)CL«t)=L\
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (I) Пусть a€CL(0). Поскольку оператор CL
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формализованный, то мы получаем a€CL(£) для всех &. Это влечет 
а€Ь+. Обратно, пусть оceL+. Тогда для всех мы имеем

(а.а . . . да )-*X€L.1 п
Но тогда для всех конечных Х*0 мы имеем a€CL(X), но это, в 
силу индуктивности CL влечет, что для всех Х*0, a€CL(X), и по 
условию нормализации получаем aeCL(t).

(II) Очевидно.
1.4.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть (S,L) логика формул. Мы будет гово

рить, что (s,L) нормальна по отношению к +,л, тогда и только 
тогда, когда выполняются следующие условия:

(PI) (S,L) - каноническая по отношению к +,д.
(Р2) cL - оператор следствия.
(Рз) cl (D= l .
1.5.УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) каноническая логика формул. 

Она нормальна относительно -► и а тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие два условия:

(i) Для всяких a falf...,a п>О 
Гада. а. . . да )-*аеЬ.• П
(И) Множество L замкнуто относительно следующих правил 

вывода:
( оса/3 ) , а-̂ 3

R2.
а-^1>а-^2

а-^1дЭ2

R3. а’̂
адЭ

R4.g^ ' a
Э

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (S,L) нормальна и тем самым CL есть опе
ратор следствия. Условие U) получается из того, что CL выпол
няет (Tl). То, что L замкнуто по R1, вытекает из факта, что CL 
выполняет (Т2). Проверим, что L замкнуто по R2. Пусть 
ос-*Р1,а-Ф2еЬ. Тогда PltP2eC (а). Применяя (Т2), получаем 
С(сс,Р1 ,&2)яс(а). Поскольку, как мы уже знаем, 
(а1А&1А&2)ш*(&1*&2)еЬ, мы получаем <х,Р1,&2). Но тогда
Э1лЭ2еС(а) и тем самым а-^дЗ^Ъ.

То, что L замкнуто относительно правил R3 и R4, вытекает из 
требования (РЗ). Пусть а ,3eL. Тогда для всех конечных XQL та
ких, что а,ЭеХ, мы имеем a,(3eCL(X), последнее эквивалентно
ДХ-мх, дХ+pcL.

Применяя R2, мы заключаем, что дХ-мхдЭеЬ, или . иначе
ад£eCL(X). Но CL индуктивно и мы получаем адЗ€Сь(Ю=Ь.

Пусть а-*3, <Х€Ь. Мы тогда имеем 3eCL(а). Но, поскольку CL 
выполняет (Т2), мы заключаем, что (3€Cl(L,oc)=Cl(L) . Этим завер
шается доказательство в одну сторону. Для доказательства в 
другую сторону допустим, что L выполняет (О и (ii). Нам нужно
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проверить, что CL является оператором следствия и что он удов
летворяет РЗ.

В силу (О CL выполняет (Т1).
Из факта, что L замкнуто по R1 и R2, следует, что CL выполняет 
(Т2), значит CL на самом деле оператор следствия. Это непос
редственно влечет LQCl(L) . Докажем обратное. Пусть a€Cl(L). 
Тогда по индуктивности L мы получаем a€CL(a1>. . . ,aR) для неко
торых a<L....an€i,‘ Но тогда (о̂ л. . .лоО-юсЬ и поскольку L зам
кнут И ПО R3 И ПО R4, a€l.

Пусть (S.L) нормальная логика формул и пусть С произвольный 
оператор следствия, выполняющий (L1). Поскольку (L1) определя
ет С(Х) только для конечных и непустых X, ясно, что существует 
бесконечное количество операторов следствия С', которые совпа
дают с С на конечных непустых множествах и, более того, выпол
няют условие дедуктивное!и (РЗ).

Условие индуктивности является только одним из бесконечного 
множества способов, расширяющих оператор С, определенный на 
конечных множествах, на бесконечные.

Как обстоит дело с расширением определения С на пустое мно
жество? Докажем, что имеет место следующее:

1.6.УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) нормальная логика формул, и 
пусть С оператор следствия такой, что для всех непустых х 
C(X)=CL(X). Если С(Ф)ЯС(Х) для всех X, тогда либо C=CL, либо 
с(0 )=<t.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из утверждения 1.3 мы знаем, что C(0)=L+. 
Рассмотрим две возможности. Начнем с первой: L+=0 . Тогда если 
C=CL, то для некоторого а <х€С(0). В то же самое время мы имеем 
a4cl(X) для некоторого непустого X, что влечет а4С(Х). С дру
гой стороны, ОС€С(Х, ос) и ПОСКОЛЬКУ ОС€С(0 )ЯС(Х), применяя (Т2), 
получаем аеС(Х), что невозможно.

Допустим теперь, что L+*0. Поскольку С(Ф)ЯС(Х) для всех X, 
то C*CL только тогда, когда для некоторого a€L+, а4С(Ф). Но 
аеС(Р) для всякого 0€Ь+. И поскольку C(0)£L+ тогда, когда.су
ществует какое-либо Э€С(0), с помощью (Т2) заключаем, что 
ОС€С(0 ), что противоречит сделанному допущению.

Результат, который мы установили, показывает, что в общем 
случае (L1) само по себе почти не ограничивает возможных реше
ний вопроса, какие формулы входят в С(0), но когда дополни
тельно мы требуем, чтобы сП)яс(Х) (например, ограничиваем 
наши рассуждения до монотонных логик следствия), тогда эти 
возможности уменьшаются до двух: либо С(0 j=0 либо С(0)=L+.

2.Некоторые общие свойства логик заключений и соответствую
щие свойства логик форм)л. Под общим свойством логики заключе
ний мы будем иметь в виду те свойства, которые можно опреде
лить для всех языков независимо от того, каковы связки данного 
языка. Конечно, мы уже определили некоторые свойства этого 
рода: монотонность, финитарность.идемпотентность, а также фор
мализуемость и индуктивность. Ниже определим некоторые другие.
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Мы сначала составим список свойств, которые желаем здесь упо
мянуть, и только позже коротко обсудим их.

(Т7) Если YSC(X) , ТО C.(XKC(X\JY) (кумуЛЯТИВНОСТЬ ) .
Символом Уаг (ос) обозначим множество всех пропозициональных
переменных, которые входят в а.

(Т8) Если асе(X), то для некоторого
Уаг(а)Г\Уаг(р)*ф (релевантность).
(T9) Если <х€С(р), то существует формула у, такая что 

Var(7 )ЯУаг (OL)nVar (& ) (Г ) И У€С(0) (ИНТврпОЛЯЦИЯ).
(Т10) Если 0€СГХЦУ) И Уаг(Х,сс)С\Уаг(Y)*0 , то либо а*С(Х), 

либо с(Y)=s (однородность).
Пусть у (а/p) обозначает формулу, которая получается путем 

подстановки вместо а всех вхождений переменной р в формулу у; 
если р не входит в у, у(а/р)=у.

(Т11) Если С(ос)=С(Р), то для всех у и всех переменных р, 
С(7 (а/р))=С(г(р/р)) * (автоэкстенсиональность).

(Т12) Если для всех эндоморфизмов е еХ£С(0) влечет ©а€СГ0),
то осеС(Х) (структурная полнота).

Свойство (Т7) было введено Макинсоном при исследовании не
монотонных логик; все монотонные логики заключений, как легко 
это проверить, кумулятивны.

Свойство (Т8) - это принцип релевантности Белнапа, в пере
формулированном нами виде, непосредственно приложимом к опера
тору следствия. Белнап обсуждал вариант этого принципа, прило
жимого к логике формул. Заметим, что (Т8) вместе с условием 
нормализации влечет (Т13) СС0)=0 (безаксиомность) (если С вы
полняет (Т8), то нет такой формулы а, что а€С(Э) для всех Э).

Условие интерполяции связано с теорией определимости. Сразу 
видно, что и это условие (T9) и следующее (ТЮ) (однородность) 
интуитивно связаны со свойством релевантности. Довольно инте
ресно, что все эти свойства (Т8), (T9), (Т10) независимы.

С семантической точки зрения самым интересным является 
свойство (ТЮ) - оно необходимо для того, чтобы при матричном 
подходе оператор был определим только одной логической 
матрицей.

Свойство автоэкстенсиональности (Til) интересно не только с 
интуитивной точки зрения. Оно необходимо, чтобы оператор С был 
определим с помощью шкал.

Свойство (Т12) было введено и исследовано впервые Погор- 
жельским. Количество работ, связанных с этим свойством, на 
сегодняшний день велико.

Напомним еще, что некоторые типично семантические свойства 
можно также выразить в виде чисто синтаксических условий, на
ложенных на оператор С. Одним из примеров является свойство 
многозначности.

2.1.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть (S,L) каноническая логика формул и 
пусть Р некоторое свойство операторов следствия определимых в
S. Скажем, что свойство Р принадлежит логике (S,L) тогда и
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только тогда, когда (S,L) нормальная и CL обладает свойством 
Р.

Ниже сформулируем ряд утверждений, но их доказательство 
предоставляем читателю.

2.2. УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) нормальная логика формул. 
Тогда:

a . (3,1») кумулятивна тогда и только тогда, когда L замкнуто 
по правилу а-*0,а+у .

b. (3,L ) монотонна тогда и только тогда, когда Ъ замкнуто по 
правилу

Ш г Т Ф
c. (s,L ) структурна тогда и только тогда, когда L замкнуто 

по правилу ос-ф
e<x+efi

(е - произвольный эндомс рфизм).
d. (S,L) автоэкстенсиональна тогда и только тогда, когда L 

замкнуто по правилу оНЗ, 0+у
Ш 7 р & Ш 7 р )Конечно, не только свойства, рассматриваемые в утверждении

2.3, но и остальные из гех, которые мы ввели, можно для логик 
формул определить непосредственно, не используя явно оператор 
следствия. Подобный пример формулируется в нижеследующем 
утверждении.

2.3. УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) нормальная логика формул. 
Тогда:

a. (S, I») выполняет принцип релевантности тогда и только 
тогда, когда а-^€Ъ, только если Var(a)r\Var(&)*4.

b. (S,L) имеет свойство интерполяции тогда и только тогда,
когда для всяких а,0, если то существует у такое, что
Var (у )£Var (a.)r\Var (& ) , a^yeL И V+fieL.

c. (S,L) однородна тогда и только тогда, когда для всяких 
а,Э,У, если (ал/3)+У€Ь, У а г ( а , у ) П У а г , то либо а-*уeL, либо

для всех б.
d. (S,L) структурно полна тогда и только тогда, когда для 

всяких a,0eL+ если e(tc-*0)eL+ для всяких подстановок е, то 
ос-феЬ.

Как ни странно, два свойства из утверждения 2.3 (релевант
ность и интерполяция) хорошо известны как свойства логик фор
мул и почти не исследованы как свойства логик заключений. Ос
тальные свойства (однородность и структурная полнота) были 
исследованы как свойства операторов следствия (логика заключе
ний) и в явном виде не применялись к логикам формул. Это, ко
нечно, указывает на то, что два подхода к логическим исследо
ваниями - тот, при котором логика считается логикой формул, и 
тот, при котором логика считается логикой заключений, - хотя 
они и зависимы друг от друга, - ведут к различным вопросам.

Из этого следует, что в какой-то мере они развиваются неза-
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висимо друг от друга. Нет никакого сомнения, что это явление 
не всегда полезно для развития логики и достаточно глубокого 
понимания ее проблем.

3.Определение дедуктивных свойств некоторых логических свя
зок наложением условий на оператор следования. Напомним неко
торые хорошо известные условия, сформулированные еще Тарским. 
Поскольку они касаются не только операторов следствия, но и 
некоторых связок, само собой разумеется, что язык, в котором 
определен оператор, содержит эти связки.

(л) С(Х,а.Ар)=С(Х,сс,р) (конъюнктивность)
(V) C(X,OLVp)=C(X,OL)r\C(X,&) (дизъюнктивность)
(-►) а-феС(Х) тогда и только тогда,

когда 0€С(Х,а; (строгая импликативность)
(п) ссеС(Х) тогда и только тогда, когда 

С (Х,-\ ,cc)=S (строгая негативность).
3.1. УТВЕРЖДЕНИЕ. Определим cQ нижеследующим образом. 

Положим, что:
({) CQ - оператор следствия;
({{) С0 выполняет (a ), (v), (-►), (п);
({{О Для всех а и всех X <*eCQ(X) 

тогда и только тогда, когда это имеет место в силу (с) и (it). 
Тогда CQ есть оператор следствия классической логики.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, не сразу ясно, что (i),(t () и 
({{{) непротиворечивы. Конечно o€CQ(X) в силу (О и ({{) тогда 
и только тогда, когда аеС(Х) для всех С, которые выполняют ({) 
и (t i). Надо проверить, что определенное таким образом CQ на 
самом деле выполняет ({) и (it). Мы оставим эту проверку 
читателю.

Во-вторых, напомним, что в случае, когда вместо ({) потре
буем, чтобы Cq был монотонным оператором следствия, 3.1 прев
ращается в хорошо известный факт. Но на самом деле это доба
вочное условие лишнее.

Обозначая оператор следствия классической логики через К, 
примем, что он определен множеством аксиом и правилом "modus 
ponens": а€К(Х) тогда и только тогда, когда существует доказа
тельство осеХ с помощью этих аксиом и модус поненс. Как хорошо 
известно, К выполняет ({) и (И). Из этого следует, что 
CQ(X)SK(X) для всех X; или записывая по-другому с^к.

С другой стороны, легко проверяемо, что для всех X аксиомы 
для К принадлежат к CQ(X) и, более того, CQ(X) замкнуто на 
модус поненс. Это влечет К*С0 и завершает доказательство.

3.2. УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть С - произвольный оператор следствия, 
который выполняет (л), (v) ,(-►), (п), тогда С монотонный, по 
крайней мере в следующем финитном смысле.

(Т14) сш<=сгх,э;.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть осеС(Х). Легко проверить, что в силу 

(-►) мы имеем а+(р-хх)€С(Х). Но тогда в силу (Т2)
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(а-нЗ)€СГХ,/3,а->>03-*х))яс(Х). Употребляя (-►) еще раз, получаем 
аеС(Х,Р).

Конечно, замечание 3.2 сводится к хорошо известному факту, 
что классическая логика является монотонной. С другой стороны, 
также очевидно, что и в немонотонных рассуждениях классическая 
логика играет существенную роль. Эту ситуацию прокомментируем 
в последней части этой статьи.

Не только классическая логика, но и некоторые другие логики 
определимы с помощью условий, накладываемых на оператор 
следствия. Например, сле,*ующее утверждение верно:

3.3.УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть:
({) CQ оператор следствия;
({{) CQ выполняет (л), (V),(-►), и кроме того (п )t 

ioc€C(X) тогда и только тогда, когда CfX,a;=S;
( а  О  Для всех а и всех X, a*cQ(X) тогда и только тогда, 

когда это имеет место в силу ({) и (({).
Тогда с0 есть оператор следствия интуиционистской логики. 
Доказательство утверждения 3.3 похоже на доказательство 

утверждения 3.1. и мы не будем его здесь приводить.
Некоторые модальные логики также можно определить с помощью 

простых условий, накладываемых на оператор С. Например, одним 
из очевидных условий для связки необходимости окажется 
следующее:

(□) QC(XKC(uX)t 
где DX^na/OcX}.

Тот факт, что мы в состоянии определить некоторые логики, в 
том числе классическую и интуиционистскую с помощью довольно 
простых и интуитивно приемлемых условий, наложенных на 
оператор следствия, некоторые считают доводом в пользу того, 
что смысл логических связок можно определить с помощью понятия 
следствия и что для этой цели нам не нужно понятие истины. 
Надо добавить, что защюцаюцие эту точку зрения, конечно, не 
определяют отношение следования как отношение, связанное с 
понятием истины.

Одним из возможных подходов к проблемам логического анализа 
смысла, альтернативным подходу, базирующемуся на семантике 
Тарского, является подход, выдвинутый Робертом Мейером (Robert 
Meyer). Вместо истинности Мейер предлагает в качестве 
первичного понятие теорииN Конечно, не все множества формул 
считаются теориями. Теория должна быть замкнута относительно 
некоторых правил вывод,а. Каких - это зависит от понятия 
теории;, которое мы имеем в виду. Основная задача логики по 
Мейеру - пояснить понятие теории. Эту задачу можно также 
понимать как задачу определения оператора замыкания, 
связанного с понятием теории следующим образом: множество
формул замкнуто на этот оператор тогда и только тогда, когда 
оно является теорией. Так понятый оператор замыкания 
соответствует тому, что в семантике, основанной на понятии
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истинности, называется оператором следствия.
Поскольку мы здесь не имеем возможности критически 

проанализировать подход Мейера, ограничимся двумя замечаниями.
Во-первых, это не такой уж абсурдный подход, как могли бы 

подумать те, для кого предпосылка о первичности понятия 
истинности для любого семантического анализа является 
ненарушимой догмой. То, что семантику, основанную на понятии 
истинности, можно свести к рассуждениям, которые употребляют 
только синтаксические понятия, видно хотя и неявно, из таких 
результатов, как результат Линденбаума о существовании для 
произвольной (структурной) логики формул адекватной логической 
матрицы, построенной из формул, или хенкинское доказательство 
полноты логики первого порядка, употребляющее модели,
построенные из формул. Напомним также, что в хинтикковской 
семантике вместо понятия модельной стуктуры вводится понятие 
модельного множества формул, как некоторое обобщение 
карнаповского понятия описания состояния.

В поддержку Мейера можно еще заметить, что ни в какой мере 
интуитивное понятие истинности не яснее, чем интуитивное 
понятие теории (логически замкнутой системы уверенности).

Второе замечание по поводу мейеровских взглядов, которое мы 
хотим сделать, должно снять подозрение, если бы оно возникло, 
что мы примыкаем к этим взглядам. По нашему мнению, эти 
взгляды, хотя они логически когерентны, слишком узки, чтобы 
обосновать с их помощью достаточно общую и достаточно глубокую 
семантику. С эпистемологической точки зрения предпосылка, 
лежащая в основе теории истинности Тарского, что кроме 
высказываний существует еще реальность, к которой они 
относятся, сводится к тому, что не все наше знание выразимо в 
языке: мы знаем больше, чем способны выразить с помощью слов. 
И вот этот факт, независимо от каких-либо онтологических 
рассуждений, оправдывает сам по себе тот подход, при котором 
семантика языка строится путем выхода за рамки самого языка, 
ввода таких понятий, как модельная структура языка, возможный 
мир, ситуация и другие.

Независимо от наших взглядов на философские обоснования 
логической семантики, мы, конечно, должны согласиться, что 
такие условия, как (л), (v) ,(-►), (л ), (п ),(□), интуитивны в 
каком-то смысле сами по себе, и это делает интересным вопрос, 
какие логики заключений они порождают.

Параллельно возникают вопросы совсем другого рода - это 
вопросы, с которыми мы сталкивались в случае свойств логик 
заключений общего вида. Напомним, что имея какое-либо свойство 
Р логик заключений, мы спрашивали, как определить логики 
формул (S,L), так, чтобы CL обладало свойством Р. Тот же 
вопрос можно поставить относительно тех свойств логик 
заключений, которые характеризуют не только сам оператор 
следствия С, но и некоторые связки.
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3.4.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть (S,L) каноническая логика. Тогда она
a) коньюь7пивная, тогда и только тогда, когда CL коныонктивно;
b ) дизъх»1ктивная тогда и только тогда, когда CL дизъюнктивно;
c) строго иитликативная, тогда и только тогда, когда это 
свойство принадлежит CL.

3.5. УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть (S,L) каноническая логика, тогда:
a. (3,L) коныонктивна;
b. (s ,ь) дизьюнктивга тогда и только тогда, когда L 

замкнуто по правилам:
Гад Г|31 v/32) )+Г Гад I Эа уЭ2 ) )*!

Г адР^г ' Гс~лР2)-+7

(ajfi1)+r. ГадЭ2Н г
ТалТР^РрТЪГ *

c. (S,Ь) строго импликативна тогда и только тогда, когда 1> 
замкнуто по правилам:

a+03+r). ГадЗ>)->7
ГадЗ;-̂ У а
d. (S,L) имеет свойство строгой негативности тогда и только 

тогда, когда L замкнуто по правилам
о:-ф . ГадпЭ^У

Гад1/3;-̂ у' а-̂ 3
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Очевидное.
Из утверждений 3.1 и 3.5 следует
3.6. УТВЕРЖДЕНИЕ. Определим (S,K) следующим образом:
(О (S,K) есть HopMajьная логика формул;
(it) (З.К) замкнута на все правила, сформулированные в 

утверждении 3.5.
(tit) аеК тогда и только тогда, когда а«К в силу условий

(t), (to.
Тогда (S,K) есть классическая логика высказываний в виде 

логики формул.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Принимая какую-либо аксиоматику А для 

классической логики, надо проверить, что а я к. Поскольку (S,K) 
нормальная, тем самым к замкнуто на модус поненс. Таким 
образом мы устанавливаем, что классическая логика включается в 
К. Чтобы показать, чтс к включается в классическую логику, 
надо проверить, что все правила, обеспечивающие выполнение 
условий ({) и (И), допустимы в классической логике.

Поскольку классическая логика высказываний хорошо известна, 
она была для нас очень удобным примером для наших рассуждений, 
и мы надеемся, что на этом примере мы продемонстрировали, как, 
исходя из некоторых условий, наложенных на оператор следствия, 
можно получить другие логики формул. Конечно, нельзя ожидать, 
что свойства логик заключений отражаются всегда таким простым 
образом в соответствующих им лоиках формул, как это имеет 
место в случае классической логики. На самом деле мы только 
коснулись весьма сложного вопроса взаимоотношений логики 
следствий и логик формул.
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В заключение статьи мы должны сделать еще одно замечание. В 
наших рассуждениях мы нигде не использовали непосредственно 
факта, что аксиомы оператора следствия у нас слабее, чем у 
Тарского. Это, конечно, не означает того, что вытекающий из 
этого более общий подход нам не был нужен. Мы показали, 
например, что классическая логика (то же самое верно для 
интуиционистской логики) влечет условие монотонности сама по 
себе, и тем самым аксиомы оператора следствия классической 
логики могут не включать аксиомы монотонности в явном виде.

Открытым остается вопрос, можно ли, исходя из факта, что 
принципа монотонности нет среди общих условий, наложенных на 
оператор следствия, строить какие-то интересные логики. 
Кажется, что на самом деле такие возможности существуют. 
Рассмотрим, например, связку, которая удовлетворяет следующему 
условию.
(#) #0€С(Х) тогда и только тогда, когда аеС(Х), и для всех У, 
если сс*с(У), то для всех Z, ol̂ c(Y\JZ).

Если С монотонное, мы сразу получаем #о€С(Х) тогда и только 
тогда, когда аеС(Х). Но если С немонотонное, связка выделяет 
те формулы, которые являются устойчивыми в следующем смысле: 
если #а принадлежит какой-либо теории X, то #а принадлежит 
всем теориям, которые включают в себя X.

Заметим еще, что если С нормализовано, то, конечно, все 
формулы из С(0) (если С(0) непустое) устойчивы.

Легко видеть, что связка устойчивости напоминает в какой-то 
степени связку необходимости □, но все-таки кажется не было бы 
разумным принять, что:

# c r x ;s c (# x ; .
Следствия устойчивых формул не всегда устойчивы.

На вопрос, могут ли рассуждения, касающиеся связки 
устойчивости, привести к какой-то интересной логике этой 
связки, можно ответить, лишь приводя эти рассуждения. Конечно, 
этот вопрос не включается в тему данной статьи и мы упомянули 
его только потому, что он дополнительно иллюстрирует, как, 
исходя из некоторых общих рассуждений, касающихся оператора 
следствия, можно строить логические исчисления.

Добавим еще одно. Как мы уже заметили, даже при 
немонотонных рассуждениях мы часто употребляли классическую 
логику, хотя и в каком-то ограниченном виде. Может быть этот 
факт можно описать принимая, что монотонная логика применима к 
устойчивым предпосылкам.

8 Логич. иссл., вып. 1



В. Л. Васюкоб

MN-КАТЕГОРИИ ДЛЯ МОДАЛЬНЫХ ЛОГИК

В [4] была предложена переформулировка монадической и поли
адической алгебр Халмоша в терминах категории предпорядка. 
Основной конструкцией при этом была N-категория £, представ
ляющая собой категорию предпорядка, снабженную контравариант- 
ным функтором Я-.£->£, призванным отразить свойства отрицания. В 
настоящей статье предлагается снабдить N-категорию еще одним 
функтором 5П:£-+£, позволяощим рассматривать модальные алгебры в 
терминах категории предпорядка. Как и [4], настоящая статья 
представляет собой не работу по категорной логике, но скорее 
по алгебраической логике на языке теории категорий.

1. MN-категории

1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. N-категория £ представляет собой катего
рию предпорядка, снабженную контравариантным функтором Я: £-►£, 
такую, ЧТО:
(i) £ имеет терминальный объект 1,
Ш )  £ имеет конечные копроизведения [-,-],
(iii) функтор Я2 естественно эквивалентен единице в £, т.е. 
Я2а=а для любого объекта а из Р,
(iv) а+Ъ есть стрелка в £ тогда и только тогда, когда 
[ Яа, ь]:=1 для любых двух объектов а, Ь ИЗ £ [4, С. 507].
Скелетом N-категории является булева алгебра.

1.2. £ имеет начальный объект о=Я1.
1.3. £ имеет конечные произведения, <а,ь>=Я[Яа,Яь] (закон 

де Моргана).
1.4. £ дистрибутивна, т.е. <[а, Ь] ,[ а, с]>=[а,<Ь, <?>].
1.5. £ имеет псевдодополнения (с есть псевдодополнение а 

относительно Ь, если выполняется следующее свойство: для любо
го х в £, х-+с есть стрелка в £ тогда и только тогда, когда 
<а,х>-*ъ есть стрелка в £). [Яа.Ь] является псевдодополнением а 
относительно b с точностью до изоморфизма.

1.6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. MN-категория £ представляет собой 
N-категорию, снабженную ковариантным функтором 5П ;£-*£, таким,
ЧТО:
(i) ®t[а, b] = [ЭДа,ДОь] (функтор ЭП сохраняет конечные копроизведе
ния),
(ii) для любого а из £ существует стрелка а-ИПа в £,
(iii) функтор ГО2 естественно эквивалентен функтору JK, т.е. 
ЗИ2а=5Ла,
(iv) ЗПо=0.
Скелетом MN-категории является топологическая булева алгебра 
[3,с. 112].
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Определим ковариантный функтор £;£-►£ как композицию функто
ров ГО и Я следующего вида: £=515П51 (т.е. £а*5Ш51а). MN-категории 
обладают следующим свойством: О

2<а,b>*<£a,£b>, т.е. £ сохраняет конечные произведения.

2. Интерпретация аксиом модальной логики.

Рассмотрим модальные системы, определенные в терминах сле
дующих схем аксиом и правил вывода:
Ai. Аксиомы классической логики.
А2. □ ('а-+Э;-̂ ('па-чзЭ). АЗ. оа-иХх.
А4. аа-мх. R1 а, а-ф (модус поненс)

Э

R2. а+0 R3. а
"□а-кз0 “’□а
Согласно [1,с.Ю0], в терминах этих схем аксиом и правил 

вывода можно определить следующие шесть модальных систем:
Cl = {А1-А2; R1-R2}; D2 * (А1-АЗ; R1-R2};
Е2 = {А1-А2,А4; R1-R2]; Т(С) = (А1-А2; Rl,R3>;
T(D) = {А1-АЗ; Rl-R3>; Т = {А1-А2; R1,R3>.

Система ЕЗ [2,с. 131] получается из системы Е2 путем 
добавления следующей схемы аксиом:
А5. оа-нз (пр-юа).

Система ЕТ [2,с.134] получается из Е2 добавлением аксиомы 
А6. QT-HDDT, 
где Т = а-мх.

Система Е4 получается из Е2 добавлением схемы аксиомы
А7. DOc-HDCJa.

Если воспользоваться новым правилом вывода 
R4. О(ос-ф)

□ (оа-юР)
то можно определить еще три системы:
S2 « {А4,DA1-DA2,ПА4; Rl,R4>; S3 = {А4,DA1-DA2,DA4,СЗА5; Rl>,
S4 = <А1,А4,А7; Rl,R3>.

Здесь DAjdsisn) означает схему, полученную из аксиомы 
приписыванием слева символа необходимости.

Согласно [4,с.508] словарь перевода высказываний в 
N-категорию выглядит следующим образом: 

a 0 av0 ал0 па а-̂ 0
а b [а,Ь] <а,Ь> 51а [51а, Ь]

Чтобы получить словарь перевода в MN-категории, пополним этот 
список следующим образом:

Оа оа
ГОа £а (иначе 51ГО51а).

Псевдодополнение [51а, Ь] в [4, с. 509] обозначается как a=»b, от
куда 1. 1. (iv) переписывается следующим образом*.
(iv* ) a+b есть стрелка в £ тогда и только тогда, когда a=»bsi. 
Например, интерпретация классической аксиомы



(а->{3)л(Р->7)->(а->7) 
выглядит согласно словарю перевода как 

<а=*Ь, Ь^с>=>а=>с.
Однако утверждение о том, что эта формула есть аксиома, 
равносильно тому, что 

<а=*Ь, Ь=>е>=»а=»<? = 1, 
откуда, согласно (iv* ), получаем

<а=>Ь, Ъ**с>+о&с.
Отсюда основной прием перевода заключается в том, чтобы пере
водить аксиомы; содержащие несколько связок импликации, в 
стрелки S, заменяя все импликации на =>, кроме одной, самой 
внешней, которая заменяется на

Применяя подобные преобразования к нашему списку аксиом и 
правил вывода, переводим его в следующий список:
А2. £ (а=>Ь )-►£а=>£ Ь. АЗ. £а-ППа
А4. £a-*a.
А6. £[Яа, а]-*22[51а, а] (или £l-+£2l, 
нам [Яа,а]£ 1 в N-категории).
А7. £а-*£2а.

А5. £а-*£ (£ b=»£aJ. 
если учесть, что ау-кх дает

R1. Если a= 1 И а-+Ъ, ТО
Ь=1.

R2. Если а=>Ь=1, то £a=»£b= 1. R3. Если а£1, то £а£1.
Н4. Если £ (а^Ь )=1, то £ f£a=>£b J= 1.

ПА{ дают нам переводы вида £ (перевод А ^ -i (с заменой -► на 
=>), например, GA5 дает нам 
□А5. £ (£a=»£ f£b=»£aJ )=1.

3. Алг ебраические свойств

3. 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть £MN и будут MN-категориями (с
функторами 5Т,5П и Я*,St* соответственно). MN-функтор 
есть функтор, обладающий следующими свойствами (для a,Ь,1 в
^мн и 1 в ^mn^:
(i) gl*l’. (ii) g[afb]a?[gafgb].
(iii) gfl = SI* g. (iv) 35П = OT’g.
Из (iii) и (iv) следует:
(v) g£ = £’g (где £ * = 51 * ЯП* SI• ).

3.2.ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Каждая MN-категория имеет полное 
расширение (полнота означает здесь существование бесконечных 
произведений).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть И будет MN-категорией и пусть Ер
будет множеством:

Ер= (х: ЗЛх-̂ р есть стрелка в и>. 
usli называется М-сечением, если 17*0 и Еряи для всех pel/. 
М-сечение называется регулярным, если для каждого p4U сущест
вует qе£р, q*o, такое, что Eqnu = (б), где б означает, что
учитываются не только о, но и все изморфные ему объекты. Таким
образом (б) , II и Ер являются регулярными M-сечениями и если 
все элементы в (и( tel) есть регулярные М-сечения, то
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C\(U{:i€l) есть регулярное м-сечение. Для М-сечения и через и 
обозначим пересечение всех регулярных М-сечений, содержащих 17. 
Перенося на множество В* всех регулярных М-сечений в U ре
зультаты из [4,с.5Ю] для просто сечений (т.е. когда Ер=(х: 
х+р есть стрелка в И Л, получаем, что множество В’ вместе со 
стрелками включений представляет собой категорию предпорядка с 
И в качестве терминального объекта и копроизведениями Ц{17{ .*
i€l> = и̂ 17{; i€l>. N-функтор определяется на В’ с помощью ото
бражения

Я* : и»Я*U = (р: ЕрГ\и=(О)). ,
М-функтор, в свою очередь, определяется на В’ с помощью 
отображения

я*; = 7 т п ш р ,
для которого, как нетрудно убедиться, выполняются (i)-(iv). 
Отсюда полное расширение состоит из пар (q,V), где qel7 и 17 
есть регулярное М-сечение. ■

Здесь и в дальнейшем знак означает конец доказательства.
3. 3. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть И,8,£ есть MN-категории, где 8 явля

ется расширением К, и £ является полной. Любой MN-функтор 
может быть расширен до MN-функтора Ь;8'-»£.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Аргументация та же, что и в [4, с. 510]. Оп
ределяем семейство пар С£,6 ), где £ есть подкатегория 5, а Б 
есть MN-функтор, расширяющий 3. Применяя лемму Цорна, получаем 
максимальный элемент (Ъ*,Ь). Если 5*5', возьмем beSXS’, и 
сконструируем 8’» -([<5nb,q> ,<5Шь,р>] ; q,р€8’>, которое будет 
MN-категорией, противореча максимальности 8’.в

4. Пропозициональное исчисление

£ в дальнейшем будет обозначать MN-категорию.
4.1. Пусть р есть объект £ и обозначим через 6^ категорию

6р=(х: ЗПх+р есть стрелка в £}, 
чьи стрелки таковы же, как и в £. Заметим, что при этом р£%> и 
х+р есть стрелка в £ для всех х из 6р. Определив Яр ;6 как 
Ярх = <8х,р>, получаем, что Яр есть контравариантный функтор, 
так что пара (6, Я ) становится N-категорией с р в качестве 
терминального объекта и теми же копроизведениями, что и в £. 
Определив теперь ^р:6р~^р как Мрх=<®х, р>, получаем ковариант- 
ный функтор 5Пр, так что (6р, Яр,®р) становится MN-категорией. 
Категория 6р очевидным образом представляет собой обобщение 
понятия главных идеалов в топологической булевой алгебре.

4.2. Пусть 6 будет непустым семейством элементов £. Для п*2 
определим

[&п]=<[р1,...,рп]; р{е6, i=i,2,3....п)
и определим

Г6]=иП6п]: n*2>. (B)=V(Gp: р€[б]>.
Как и в [4,с.511], следующие свойства очевидны:
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4 .2 .1 .  б £ (б ) .
4.2.2. Если б=(р), то Гб;=бр.
4.2.3. (6 ) =2 тогда и только тогда, когда 1е(6 ) тогда и

только тогда, когда существуют объекты р%,...,рп*6, такие, что 
[рг  .. • »Pn]£1*

4.2.4. Если p,qe(6), то [p,q]e6.
4 .2 .5 .  ЕСЛИ p€(6J, то б р2б.
Очевидным образом Гб; есть MN-категорный перевод понятия 

идеала в топологической булевой алгебре.
4.3. Отношение ~g, определенное как

p~gq тогда и только тогда, когда [<p,^q>,<Лр,q>]€(6) 
является отношением эквивалентности, по которому мы определяем 
фактор-множество 2/(6 ). Если теперь определить в €/(6 ), что 
х-*у есть стрелка в 4/Гб; тогда и только тогда, когда 
Я[Л*,у]€(61, то С/Гб) становится категорией предпорядка. Если 
определить Я$:2/ (6 )+2/(6 ) посредством Jlgi = Ях, то Jig есть 
контравариантный функтор, откуда пара (2/(6 ),Я6) есть 
N-категорня с 1 в качестве терминального объекта и копроизве
дениями: [х,y]g=[»,y].

Определим теперь :2 / (6 )-*2 / (6 ) посредством ®gx = lx,
откуда ®g есть ковариаьтный функтор, а тройка (2/(6 ) ,Ш̂ ,Ш̂ )

образует MN-категорию. При этом Egx = Ex очевидным образом.
4.4. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 3 ;£-*$/(6), определенный посредством 3® = 

х, есть MN-функтор.
4 .5 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гб) является максимальным, если не 

существует 6»£$, такого, что (6)с(6* )с2.
Максимальность очеви^сным образом эквивалентна G/(б)=<о-и).
4.6. Свойства (6 ) означают, что это семейство интерпретиру

ется как множество всех опровержимых высказываний теории. Из 
элементов 6, называемых в [4,с.511] ко-аксиомами, выводятся 
опровержимые высказывания. Отношение ~б определяет "меру опро
вержимости", поскольку с но гласит, что

x~gy ТОГДа И ТОЛЬКО ТОГДа, КОГДа "(xAly)V(yAlx)"
опровержимо.

Точно так же истолковывается определение х+у в 2/(б): если! 
мы хотим, чтобы nxVy (ыло доказуемым, мы должны требовать, 
чтобы Л[Ла?,у] было опровергаемо.

4 . 6 . 1 .  ОПРЕДЕЛЕНИЕ. MN-категорная интерпретация модальной 
логики есть пара (2 ,(6 )), описывающая множество высказываний 
вместе со множеством ощювержимых высказываний.

4.6.2. Логика (2,(6)) (синтаксически) непротиворечива, если 
не имеет места ситуация, когда и высказывание и его отрицание 
одновременно опровержима, что эквивалентно требованию (6 )*2.

4.6.3. Логика (2,(6)) (синтаксически) полна, если для любо
го высказывания р имеет место либо р€(б), либо пр€(6), но не 
одновременно. Это эквивалентно тому факту, что либо р~бо, либо 
р~б1, что, согласно 4.5, эквивалентно максимальности (6). Слу-
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чаю конечно аксиоматизируемых теорий (когда вместо множества 
аксиом можно взять их конъюнкцию) дуально соответствует случай 
конечно ко-аксиоматизируемых теорий. Таким образом, если 
&=<Р1....то получаем (6)-6 где р = [ р ......... р 1. Отсюда» 71> и 7 7Т

(£,(6р)) непротиворечива, если р*1;
(£,(Gp)) полна тогда и только тогда, когда р является мак

симальным элементом по упорядочению, индуцированному на £ как 
категории предпорядка

(£,(6;) непротиворечива тогда и только тогда, когда 
(£,(6р)) непротиворечива для всех реб (по 4.2.3). Последний 
результат представляет собой разновидность теоремы компактнос
ти.

5. Предикаты с одной переменной

В дальнейшем допускаем, что категория £ полна. Если это не 
так, то мы всегда можем ее пополнить согласно 3.2.

Пусть X есть произвольное множество. Если элементы X и эле
менты N-категории (Г соответственно определить как константы и 
высказывания, то функции £х будут предикатами одной перемен
ной. £х со стрелками, определенными как

Р-нЗ в £х тогда и только тогда, когда Px+Qx для всех х 
есть категория предпорядка. Эта категория, снабженная функто
ром 51х ;£х-+£х, определенными как ЯхРх=Ярх, есть N-категорияX X[4,с.512]. Ее терминальным объектом является функция 1 ,Yопределенная как 1 х = 1; копроизведения определяются как 
[Р,Q]Xx=[Px,Qx]. Мы получаем MN-категорию, если снабдим £х еще 
одним функтором ЗПХ ;£Х->£Х, определенным как ЗПхРх=ЗПРх. При этом 
®^(P,Q]Xa:=[5npf3nQ]Xx, для любого Р существует стрелка Рх-ИКхРх, 
(5Пх )2Рх=ЗПхРх и ЗПХ0х=0.

5. 1. Функтор 3.
Пусть Ре£х, p=ilrg(P), где rg(P) обозначает область значений 

Р. Имеют место следующие свойства:
5.1.1. rg(WXP)Q6p .
5.1.2. rg(MXP)C\<p)=6 .
Определим функцию 3 .-ех-*£х как ЗР-Уг^ГР), которая определя

ется функцией £х-*£х, если рассматривать элементы £ как конс
тантные функции в £х. Очевидна выполнимость следующих свойств 
[4,0.512]: .->

5.1.3. Рх+ЗР в £ для всех х, т.е. Р+ЗР в £х.
5.1.4. Если Р-*3 в £х, то 3P+3Q в £ (и также в £х ), откуда 

следует функторность 3.
5. 1. 5. 30Х2? О.
5. 1.6. 3<Р,3<3>£<ЗР,3(Э>.
5. 1.7. 3lX£ 1.
5. 1.8. Если р€^, то Зр=р.
5.1.9. 33=3; 3513=513.
5.1.10. 3[P.Q]XS[3P,3Q).



Сюда еще следует теперь добавить
5.1.11. ЗЗП = ЗЛЗ (свойство Баркан).
Если определить V ;£х->£ <^ЕХ как то V есть функтор,

обладающий дуальными к свойствам 3 свойствами. Точно так же 
определяем £ ;£х-+£ как £=!ШЯХ, причем £ будет функтором, 
обладающим дуальными к свойствам JR свойствами.

5.2. Для данного подмножества 9sEx мы можем определить мно
жество (9J аналогично 4.2.

5.2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что (9) является
3-замкнутым (и обозначать это как (49))), если, в добавление к 
свойствам, описанным в 4.2, (9) будет обладать еще следующим
свойством: если Ре(49Л, то ЗРе(49Л.

По 5.1.3 это означает, что Ре (49Л  тогда и только тогда, 
когда, ЗРе (49Л. Заметим, что 5ПРе(49Л согласно определению 
Г (9 Л.

Подмножество может генерировать множество (6), как было 
показано выше, либо также- множество если определить
б££ С+<ГХ .
Имеют место следующие результаты:

5.2.2. (6) является тривиально 3-замкнутым; (6)̂ . также 
3-замкнуто.

5.2. 3. (49 Л =  <4 (9 ЛПб4х ; (6)= (в)^; ( ( (9 ЛП$ )=( (9 ЛГ£.
5.2.4. ((9 Л  является собственным (соответственно

максимальным) тогда и только тогда, когда (49Лп£ является 
собственным (соответственно максимальным).

5.2.3. Алгебраический перевод логики предикатов с одной 
переменной теперь будет представлять собой пару (<ГХ , ((9)) ), 
где Г (9 Л  интерпретируется как множество опровержимых преди
катных формул. Далее,

(£х ,((9 Л  ̂ полнаТИВ°РеЧИВа} Т0ГДа и только тогда, когда

(Ш. а э  ))(* 4по^наТИВОречива} •
По 5. 2. 4, 4. 6. 2 и 4. 6. 3 получаем

(6'Х (((Э)Л^ по^наТИВОреЧИВа } Т0ГДа и только тогда, когда

« » >  »■— «« { S S S S K . }■
Теперь, поскольку то все результаты из [4] можно
перенести на эти множества.

6. Предикаты с несколькими переменными

У1Определим теперь MN-категорию £ , где £ и X определены как
и ранее, а I есть множество индексов. Предикатами являются 
теперь функции Р.-Х1-̂ . Например, если £ и X таковы, как требу
ется, t,j€l, то Р может быть следующим: feXI»P(f) =
"f(i)>f(j)"€& [4,0.513]. Фактически интересующие нас функции - 
это те, чьи индексы образуют конечное подмножество JQI. Именно
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они соответствуют пропозициональным функциям конечного числа 
переменных, т.е. предикатам.

в. 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть J£I, Ре£х. Р независимо от J, если 
выполняется следующее условие: если / то P(f)=P(g)-
Мы говорим, чо J является носителем Р, если Р независимо от 
1-«7» т.е. если то P(f)*P(g).

6.2. Для JQI мы определяем 3 (J):£x -+£х как 
3(J)P(f)=ll{P(g): g€XJ ,

Если Р-и5 есть стрелка в , то 3 (V )Р+3 (J )Q есть стрелка в Vх
[4,с.514].

Из принятых определений получаем:
6.2.1. Р независима в J тогда и только тогда, когда 

3 (J)P*P.
6.2.2. J является носителем р тогда и только тогда, когда 

з п -л р й р .
6.2.3. Как и в случае одной переменной, определяем 

семейство функторов:
V(V.):EX -£Х как V<V.)=J>X ЗШ51Х .

Теперь свойство Баркан имеет вид:
3Cj;mx =wx з (j).

6.3. В случае J=I вместо 6.2 получаем:
geXI )= l l rg(P) ,

т.е. получаем совпадение со случаем одной переменной (5.1.2).
6.4. Манипулирование с 3-замккутыми множествами подобно 

предшествующему случаю, имеют место все предыдущие свойства. В
заключение приходим к следующей формулировке:

Л
(Vх ,(($))) •

(£,((Э))о£) *

(СЭЛ {

непротиворечива
полна
непротиворечива
полна

}
}

тогда и только тогда, когда 

тогда и только тогда, когда
собственное 1 
максимальное J

7. Семантика

7.1. Пусть у нас определена пара (£,(6 Л, представляющая 
собой алгебраический перевод модальной логики, и пусть 8 будет 
нетривиальной MN-категорией.

7.1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 8-оценка есть MN-функтор е;(Г+8. Объект 
ре£ называется ложным при в, если ър=о. (£, (6)) семантически 
непротиворечива, если существует оценка т>, такая, что ре6 вле
чет ър=о.

Отсюда легко доказать, что ир=о для всех ре(б), а также, 
что применение tj -Л/(6Л8, определенного как йр^р, дает нам 
MN-функтор.

7.1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Моделью (£,(&)) называется 8-оценка т>, 
такая, что т>р*о для всех реб.

Суммируя 7.1.1 и 7.1.2, получаем, что (£,(&)) семантически
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непротиворечива, если Гб, Гб)) имеет модель.
7.1.3. ТЕОРЕМА. Гб, Гб)) селантически непротиворечива тогда 

и только тогда, когда (6) является собственные.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Гб", Гб)) семантически непротиворечива 

и пусть t) есть ее модель. Поскольку ms?i (по свойству
MN-функтора) и поскольку пП^о) в силу не тривиальности 35, то 
1^Гб) и поэтому Гб) является собственным. Наоборот, пусть (6) 
будет собственным. Мы должны сконструировать модель для 
Гб, Гб)). Покажем, что существует б’с£, такое, что Гб)£Гб’), 
где Гб’) является максимальным (собственным). Определим теперь 

Ь=<0>): (GK(b)*S).
Ь непусто, потому что (G)eb. Более того, если ГЭа ) есть семей
ство элементов Ь, тотально упорядоченных по включению, тогда 
иГ9а )=ГиГ2)а ) )eb. По лемме Цорна Ь имеет максимальный элемент 
Гб’ ). Так как Гб’ ) максимально, то мы имеем либо ЗПреГб’ ), либо 
ЭШреГб’) для всех реб. Теперь не составляет труда доказать, 
что отображение ю.*б-*5, определяемое как

есть ММ-функтор, который является моделью Гб,Гб)).и
7.1.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гб, Гб)) семантически полна, если выпол

няется следующее условие р является опровержимым (т.е. ре Гб)) 
тогда и только тогда, когда р ложно во всех моделях Гб, Гб)).

7.1.5. ТЕОРЕМА. Гб', Гб)) селантически полна.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Аргументация та же, что и в [4, с. 515], с

учетом изменения понятия Гб’, Гб)) на случай модальной логики.
Ясно, что если ре Гб), тогда юр= о для любой оценки и 

(7.1.1). Наоборот, пусть реб будет ложным для всех моделей 
Гб, Гб)). Рассмотрим множество ГбиГЯр}). Если ГбиГЯр})*б, то 
логика Гб, ГбиГЯр})) будет непротиворечивой, так что должна 
существовать модель v, которая ввиду Гб)£ГбиГЯр}) будет также 
моделью Гб,Гб)). Отсюда получаем противоречие: юЯр£?о, потому 
что Яре ГбиГЯр}); г>Яр£Ят>р=Яо= 1, потому что тэр=о, так как р лож
но по отношению к то. Поэтому Гби{Яр})-б, и следовательно 
ре ГбиГЯр}). Отсюда следует, что существует qeT6), такой, что 
p+[q,up]. Но p+[q^p] тогда и только тогда, когда 1 = 
[Яр,Гq,Яр77 ё [Яр,q] тогда и только тогда, когда p+q, поэтому
реб с Гб). ■

7.2. В случае логики предикатов весь процесс очень похож.
Так как случай Гб^.ГГ®))) выводится из случая Гбх , ГГЭ))) с 
одноэлементным I, то рассмотрим последний случай. Пусть 35 как 
и раньше будет нетривиальной категорией.

7.2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 35-оценка ю есть MN-функтор и;б-̂ 8. Заме
тим, что мы определяем о только лишь для тех элементов б, ко-

X1торые играют роль замкнутых формул. Элемент РебЛ называется
ложным при то, если юЗР^о (напомним, что 3=3П)). ГбЛ , ГГЭ))) 
семантически непротиворечива, если существует оценка то, такая,

если ЗПр^Гб’ ) 
если ЯГОреГб’ )

J
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что up£o для всех ре ((В) )п£ , и подобная оценка называется мо-
х1 2 3делью ((ГА , ((Э))).

х17.2.2. ТЕОРЕМА. (£л , ((Ь))) семантически непротиворечива 
тогда и только тогдаб когда ((b)) собственное.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следует из 7.1.3, 5.2.4 и того факта, что 
х1модель (£ , ((Ь))) устроена так же , как и модель (€,((>))) п

&).■
Xх7.2.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. (£А ,((Э))) является семантически пол

ной, если выполняется условие: р опровержимо (т.е. Ре((Э)))
тогда и только тогда, когда Р ложно во всех моделях

, ((b))).
хх7.2.4. ТЕОРЕМА. (£ , ((Ь))) семантически полна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Ре ((B)), то З Р е ((Ь))п£. Таким образом
Xхдля всех моделей тэ мы имеем тэЗР=о. Наоборот, пусть Ре£Л ложно

Xх Xхво всех моделях (£А , ((D))). Положим а=< ((Ь) )кЛ )П(513Р)с(Г с+<ГЛ .
Процесс доказательства подобен случаю 7.1.5 (вспомним, что 

. У1 (И) Т есть 'множество, порожденное И в £ , а не в С): если
х xi ■ xi(111 , получаем противоречие; если (11) Т=£ , мы получаем
X1 л

ЗРе ((D)), и по теореме 5.2.1, Pe((D)).i
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В.Л.Васюков

RN-КАТЕГОРИИ ДЛЯ РЕЛЕВАНТНЫХ ЛОГИК

В работе предложена теоретико-категорная селантика для ре
левантных логик. Основной категорной конструкцией при этол 
являются RN-категории, с снованные, одной стороны, на понятии 
п-категории, предложенной А.Рискосол и Л.М.Лайтой [з], а с 
другой - на понятии резидуала в алгебраических лоделях. Анализ 
семитических аспектов релевантных логик проводится на основе 
понятий стрилплы и стрилпланы, предложенных Л. Л. Максиловой 
[2].

1.Введение

1.1. Понятие N-категории было введено А.Рискосом и 
Л.М.Лайтой с целью переформулировки монадических и полиадичес
ких алгебр Халмоша в терминах категорий предпорядка. Интуитив
но N-категория Е представляет собой категорию предпорядка, 
снабженную контравариантяым функтором , призванным отра
зить свойства отрицания. Строгое определение выглядит следую
щим образом:

1.2.. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. N-категория Е есть категория предпорядка, 
снабженная контравариантым функтором Я :£-►£, таким, что:
(i) в Е имеется терминальный объект 1,
(ii) в Е имеются копроизведения [-,-],
(iii) функтор Я2 естественно эквивалентен единице в Е, т.е. 
Я2а=а для любого объекта а из f,
(iv) а-*Ъ есть стрелка в Е тогда и только тогда, когда 
[Яа,Ь]=1 для любых двух объектов а, b в Е.

1.3. Учитывая, что для большинства известных логик алгеб
раические модели являются дистрибутивными решетками, а катего
рии предпорядка как раз и являются категорным аналогом этих 
решеток, можно было бы ожидать, что, отталкиваясь от конструк
ции N-категории, можно получить подобные категорные модели в 
терминах категории предпорядка.

Трудности, возникающие на этом пути, связаны с отличием в 
формулировке понятия импликации в других неклассических логи
ческих системах. Чтобы преодолеть эту трудность, прибегают к 
интерпретации импликации как резидуала относительно некоторой 
операции. Дело в том, что для большинства логических исчисле
ний справедливо следующее утверждение:

существует бинарная операция ©, такая, что для всех а,ь,с 
(а) аО>ъ<с тогда и только тогда, когда а<Ь+с.

При этом операция © обычно соответствует некоторой логической 
связке (в частности, в случае классической и интуиционистской 
логик это конъюнкция), хотя в общем случае это необязательно.
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1.4. В N-категориях роль резидуала выполняет относительное 
псевдодополнение, в случае же релевантной логики ситуация 
сложнее: операции © здесь соответствует связка ° (совмести
мость или релевантная конъюнкция), которая хотя и производна, 
но ее алгебраическая модель - операция группоидного умножения. 
Поскольку алгебраические, модели релевантной логики согласно 
[з] представляют собой т.н. стримплану, т.е. дистрибутивную 
решетку с резидуалом (импликацией) и дополнением, то возникает 
необходимость наделить N-категорию еще и структурой группоида. 
Как следствие - использование понятия RN-категории, удовлетво
ряющей всем этим требованиям.

2. RN-категории
2.1 .ОПРЕДЕЛЕНИЕ. R-категория £ есть группоидная категория 

предпорядка, снабженная ковариантным бифунктором ©:(Гх(Г-»£, 
таким, что:
(i) (Г имеет конечные произведения <-,-> и копроизведения

(ii) если а+Ъ есть стрелка в £, то а&х-+ЪОх и хоа+хоъ есть 
стрелки в £ для всех х из (Г,
(iii) для любых х , у , z из .СГ имеют место следующие естественные 
изоморфизмы:

x O [ y , z ] = [ x Oy , x Qz ]

[ y , z ] Q x  = [у О х , z Q x], 
т.е. бифунктор сохраняет копроизведения,
(iv) в Е существует объект 1, такой, что Ю х  = х и x->xoi есть 
стрелка в £ для всех i из f,
(v) в (Г существуют резидуалы (<? есть резидуал а относительно 
Ь, если следующее свойство имеет место: для любого i из Е, х-ю  
есть стрелка в (Г тогда и только тогда, когда хОа+Ь есть 
стрелка в £).

2.2 Будем обозначать наибольший резидуал а относительно Ь 
как а=>Ь. Нетрудно видеть, что резидуал => отличается от относи
тельного псевдодополнения в N-категориях [з,с.507] тем, что 
псевдодополнение есть резидуал относительно произведений <-,-> 
в категориях предпорядка.

2.3 .ОПРЕДЕЛЕНИЕ. RN-категория £ есть R-категория, 
снабженная контравариантным функтором 51 :£-►£, таким, что
(i) функтор Я2 естественно эквивалентен тождеству в f, т.е. 
512а=а для любого объекта а из £,
(ii) для любых а,Ь из 5 Са=>Яь )оь-*Яа и а=>Яа->Яа есть стрелки в

(Г.

2.4. RN-категория £ обладает следующими свойствами:
2. 4. 1. Я<а, Ъ> - [51а, ЛЬ] .
2. 4. 2. 5)[ а, Ь] £ <Яа ,ЯЬ>.
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2.4.3. е дистрибутивна, T.e. <[a,b],[a,e]> = [а,<Ь,с>].
2.5. ТЕОРЕМА. RN - категория является декартово залкнутой 

относительно бифунктора о категорией.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Декартова замкнутость относительно 

бифунктора © означает, что в диаграмме экспоненцирования 
[1,с.84] вместо произведзний фигурирует бифунктор о, т.е. она 
выглядит следующим образом:

(а^ъ)еа ----- > b

В качестве экспоненциала здесь фигурирует резидуал. Для стрел
ки g:cOa -*Ъ стрелку g.*c>a4b мы получаем из определения рези- 
дуала, а используя ia:a-*a переходим к стрелке goia. Рассмотрим 
теперь стрелку 1 а̂ ь: a=»b+a=»b. Из определения резидуала мы по
лучаем стрелку (а=*Ъ )оа-*Ъ, которая и будет стрелкой ev, замыкая 
нашу диаграмму. Поскольку конечная полнота следует из 2. Hi), 
то RN-категория будет декартово замкнутой относительно бифунк
тора о. Если бы резидуал =* определялся относительно произведе
ний, то тогда бы имели просто декартову замкнутость, а не зам
кнутость относительно о. ■

Здесь и в дальнейшем ■ означает конец доказательства.

3. Интерпретация регулярных пропозициональных исчислений
3.1. В работе [2] пропозициональной регулярной логикой на

зывается любое множество L£Fn (где Fn - множество формул, со
держащих конъюнкцию, дизъюнкцию, импликацию и отрицание в ка
честве логических связок), удовлетворяющее условиям: для любых
a,£,r«Fn
Л1. (a-M)eht

Л2. fa-H3)€L влечет (ЧЗ+7 Ж а + у JjeL,
ЛЗ. (а-НЗ)€Ь влечет ((7-юс)+(г-Н3))еЬ,
Л4. <X€L и foHSJeL влечет ЗеЬ,
Л5. aeL влечет ((а->0)->&)eL,
Лб. ((oc&pl-xxleL,

Л7. ((а&р)-#)€Ь,
Л8. (((a-^)&(a-^r ) ) + (a-*(3&y)) )eL,
Л9. и ЗеЬ влечет cc&pJeL,
Л10. (а+Сау/ЗЛеЬ,
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ЛИ. (Э+ГауЗЛеЬ,
Л12. (((а+r )&(р+г) )->( (avp )->?) )еЬ,
Л13. Г Ca&Ovr))+((cc&&)v(a&y)) )eL,
Л14. ((a+ip )+(p+i<x) )eLt 
Л15. (па-ях)бЬ,
Л16. (fagn 3 )+-у (ос-Ф ) )eL,
Л17. Если acL и 3 есть результат подстановки некоторых формул 
вместо переменных в формулу а, то 3eL.

Пропозициональное исчисление называется регулярным пропози
циональным исчислением, если множество выводимых в этом исчис
лении формул составляет регулярную логику. Рассмотрим регуляр
ные пропозициональные исчисления, в которых в качестве аксиом 
взяты одна или несколько из следующих формул:
Al. (ос+(а-ф) )+(ос-Ф)
kZ. (а-ф) + ( (3+ЭО + (а-►г))
АЗ. (а+(3+Г)ЖЗ+(а+у))

3. 2. Регулярное пропозициональное исчисление с аксиомами А1 
и А2 представляет собой исчисление Е строгой импликации. До
бавляя сюда АЗ, мы получаем исчисление R релевантной имплика
ции.

3.3. Словарь перевода высказываний в RN-категории будет 
представлять собой следующий список:

a 3 av3 a&3 па ос-ф
a b [a,b] <a,b> 51a a=>b

Если a есть перевод аксиомы или общезначимой релевантной 
формулы в RN-категорию £, то это означает, что i-кх есть стрел
ка в Однако по определению резидуала 2.2 существование 
стрелки 1-кх=»ь означает, что Юа+Ь есть стрелка в £. Поскольку 
же по 2.1.(iv) ioa = а, то отсюда следует, что если, например, 
перевод аксиомы А1 есть

(а=Ф (а=*Ь ) )=* (а=»Ь ),
то это эквивалентно

а=> ( а=»Ь )•+ ( а=»Ь ).
3.4. Применяя подобные преобразования к списку аксиом, мы 

получаем следующий список категорных условий:
Cl. a=>fa=>b J-»a=*b
С2. а=*Ъ-*-( b=>c )=>( а=*с )
СЗ. а^(Ь^с )-̂ Ь=̂ (а̂ с ) .

Условия Cl-СЗ в чисто RN-категорном виде перепишутся сле
дующим образом:
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n. aOb+CaObJOb
Г2. (aXDb )©c-*b© (а/Эс )
ГЗ. (сиЭЬ )®c-*(aOc )Ob.

Что касается условий Л11-Л17, то их категорный перевод не 
приводит к каким-либо новым условиям на RN-категории, в чем 
легко можно убедиться, переводя на категорный язык соответст
вующие выкладки из [2,с.452].

4. Алгебраические свойства
4.1 .ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть Е ^  и Е ^  будут RN-категориями (с 

бифункторами о и о* и функторами 51 и Л’ соответственно). 
RN-функтор есть функтор, обладающий следующими
свойствами (для a, b, 1 из Е ^  и 1 ’ соответственно):
( i )  g i  * 1»,

( i i )  g [ а , b ] = [ g a . g b ] ,

( i i i )  g < a , b >  = < g a , g b > ,

( i v )  g ( a O b )  = g aO gb ,

(v) g5t = 51» g •
Доказательства следующих двух предложений получаются путем 

соответственной категорной модификации алгебраических резуль
татов из [2], основанных на понятии стримпланы, 
RPg-пространства и импликативно-негативного группоида.

4.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Каждая RN-категория имеет полное расшире
ние (полнота означает здесь существование бесконечных произве
дений и копроизведений).

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Пусть Л будет RN-категорией и 
пусть 61 будет множеством

€>г= <х: 1-+х есть стрелка в Е>.
Рассмотрим множество фильтров на Л, т.е. таких Ucti, что
(a) если zeU и х-+у есть стрелка в Л, то yell:
(b) U замкнуто относительно произведений, т.е. х, yell влечет

< X , у>€Л.
Обозначим теперь через Л1 семейство всех простых фильтров 

на Л (т.е. таких что если [zfy]eU, то zeU, либо yell).
Пополняя Л1 до Л2= Л^Л и определяя на Л2 стрелки как отноше
ние включения, получаем категорию предпорядка Л’ . При этом 
множество Л2 будет плотным, что означает, что (Vs, уеЛ) (Уи>еЛ2) 
(и> -кгОу есть стрелка в Л, если ((ЗиеЛ2)( и->х и ш-пгОу есть 
стрелки в Л) и (3^еЛ2) (v-*y и w->xOv есть стрелки в Л)). Произ
ведения и копроизведения на Л* определяются как пересечения и 
объединения простых фильтров, а отображение

*: V V *  W  3Уеи2(у*г €Ui)}>
представляющее собой ковариантный бифунктор вместе с



'Ч

13I’“- n61sUs^2 u

приводят к тому, что 31» становится RN-категорией. Чтобы прев
ратить ее в RN-категорию, определяем отображение

ЗП: 1Ь-»ЗПТ1= от; хеЗ! И tfx̂ U.},
которое дает нам контравариантный Л-функтор.

Таким образом приходим к заключению, что полное расширение 
определяется парами (q.U), где qell и U есть простой ультра
фильтр. ■

4.3.ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть 31,8,6 будут RN-категориями, где 8 
есть расширение 31 и 6 есть полная категория. Любой RN-функтор 
3:ЗМЗ может быть расширен до RN-функтора *>:8->6 .

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Определим семейство пар (£,б), где 
£ есть подкатегория 8, а б есть RN-функтор, расширяющий g. 
Применяя лемму Цорна, получаем максимальный элемент (8>,?j). 
Если 35*8* , то возьмем Ьс8\8 > и сконструируем
8*» -С[<ь,р> ,<51 b f q>] :p,qe8’ >, которая будет представлять собой 
RN-категорию, противореча максимальности 8»
([<b,p> l<^b,q>] = (bnq/)U('^bnq/), т.е. опять простой ультра
фильтр).!

5. Пропозициональное исчисление
Далее везде £ будет означать RN-категорию.
5.1. Пусть р есть объект £ и пусть 6р обозначает категорию

6 р = ( х :  р+х есть стрелка в £>, 
чьи стрелки те же, что и в £. Если определить ©р как 
©р:6рХ6р-»6р посредством х©ру = [х©у,р], то нетрудно видеть, 
что ©р будет представлять собой ковариантный бифунктор, такой, 
что пара (6р,ор) становится R-категорией с теми же произведе
ниями и копроизведениями, что и в £. Если же мы теперь опреде
лим как Ярх - [51х,р], то мы получим контравариантный
функтор этр и тройка (6р»0р*У1р) становится RN-категорией.

5.2. Пусть 6 будет непустым семейством элементов £. Для п>2 
определяем

<6r>=(<p1,...,рп>: р {€6, i=i,2,3,...,п) 
и определяем

<6>= и{<6п>: п>2), (6)= и{6р: ре<б>).
Следующие свойства очевидны:
5.2.1. е ж е ) .

5.2.2. Если 6-{р>, то Г6 )=6р.
5. 2.3. 1€ Г6 ) тогда и только тогда, когда существуют объекты 

р1....Рп€б, такие, что <р1....р п>£1.
5.2.4. Если p,q€(6)t то <p,q>€(6).
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5.2.4. ЕСЛИ реГб;, то v p 9 ( 6 ) .
Отметим, что Гб; здесь не что иное, как RN-категорный 

перевод простых фильтров в импликативных группоидах из [2 ].
5.3. Отношение ~б , определяемое как
P~0Q тогда и только тогда, когда p=>q, q=>p€ Гб;, 

есть отношение конгруэнтности, приводящее нас к 
фактор-категории (Г/Гб;. Если мы определим в £/Гб;

х+у есть стрелка тогда и только тогда, когда х=>уе(&),  
то £/Гб; становится категорией предпорядка. Если мы теперь 
определим 0$:$/(6)*$/(6)+$/(6) посредством £©б у = хоу и

( 6 ) - + £ / ( & ) посредством Я6х = 51 я, то ©б и Яб есть ковариан- 
тный бифунктор и контразариантный функтор соответственно, а 
тройка ( £ / Гб; ,©0 , е с т ь  RN-категория с I в качестве левой 
единицы R-категории и произведениями <х ,у>̂ =<х~у> и копроизве
дениями [£,у]0-Гх7у] соответственно.

Справедливо следующее предложение:
5. 4. ПРЕДЛОЖЕНИЕ, g .-£-*£/Гб) , определенный как gx = х , есть 

RN-фуНКТОр.
5.5.ОПРЕДЕЛЕНИЕ, Гб; является максимальным, если не сущест

вует б’сб, такого, что (б;с Гб* ;с£.
5.6. Свойства Гб; позволяют интерпретировать его как .мно

жество доказуемых высказываний теории. Элементы б получают в 
этом случае имя RN-аксиом и рассматриваются как образующие 
множества ( 6 ) , аналогично тому, как аксиомы генерируют дока
зуемые высказывания (формулы). В роли правильно построенных 
формул (ппф) фигурирует множество объектов категории £.

5.6.1 .ОПРЕДЕЛЕНИЕ. RN-категорная интерпретация релевантной 
логики представляет собой пару (£,(6 ;;, описывающую множество 
всех ппф и множество доказуемых следствий.

5.6.2. RN-логика Г£, Гб;; непротиворечива (синтаксически), 
если Гб;*£.

5.6.3. RN-логика Г£, ( 6 ) )  полна (синтаксически), если для 
любого RN-высказывания р либо реГб; либо Яре Гб;, но не однов
ременно. Это эквивалентно тому факту, что либо р~б 1 либо 
Яр-61-

5.6.4. В случае конечного числа аксиом (которые могут быть 
сведены к одной, представляющей собой их конъюнкцию) мы имеем
G = ( p 1 , . . . , p g ) и Гб;=бр с р = < р 1....рп> и справедливы следующие
утверждения:

непротиворечива, если i+р есть стрелка в £,
( £ , & ) полна тогда и только тогда, когда р является
минимальным в упорядочении, индуцированном в £
предупорядоченной природой стрелок, и
Гб”, Гб;; непротиворечива тогда и только тогда, когда Г£,бр ; 

непротиворечива для всех реГб; (по 5.2.3). Последний ре
зультат можно рассматривать как своеобразный вариант теоремы 
компактности.
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6. Семантика
6.1. Пусть пара ГБ, Гб;; представляет собой перевод релеван

тной логики, т.е. ГБ, Гб;; есть RN-логика и пусть 35 будет не
тривиальной RN-категорией.

6.1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 35-оценка представляет собой RN-функтор 
р/Б+35. Элемент реБ будет истинным по отношению к р, еслив>
Рреб^, где l+z есть стрелка в 35}. RN-логика ГБ, Гб;;
семантически непротиворечива, если существует оценка р, такая,(В
что реб влечет Рреб:\1 в?

При выполнении этих условий легко доказать, что Рреба для 
всех ре Гб;, а также, что функтор р:Б/ ( в  ;-*35, определенный как 
t>p - рр, будет RN-функтором.

в. 1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Моделью ГБ, Гб;; является 35-оценка р, 
такая, что Рреб® для всех реб.

Таким образом, суммируя 5.1.1 и 5.1.2, получаем, что 
Гб", Гб}; является семантически непротиворечивой тогда и только 
тогда, когда ГБ, Гб;; имеет модель.

6.1.3.ТЕОРЕМА. ( £ , ( €>) )  селантически непротиворечива тогда и 
только тогда, когда Гб; есть собственное лножество.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПустьГБ, Гб) ) будет семантически непротиво
речива и пусть р будет ее моделью. Поскольку pi=i’ (по свойст
ву 51 -функтора) и поскольку п(1 = 311) ввиду того, что 8 нетри
виальна, то 311 ̂ Гб; и, следовательно, Гб; является собственным. 
Наоборот, пусть Гб; будет собственным. Доказательство проводим 
как в [2]. Сконструируем модель ГБ, Гб;;. Допустим,что сущест
вует б*с(Г, такое, что Гб;сГб’ ;, где Гб*; будет максимальным 
(собственным). Определим теперь

Ь =<{ $ ) : гб;сгэ;*<г>.
Ь непусто, ибо Гб;еЬ. Более того, если ГЭа ; есть семейство 
элементов Ь, линейно упорядоченное по включению, то тогда 
игэа ;=гигэа ;;. По лемме Цорна Ь имеет максимальный элемент 
Гб’ ;, что означает, что либо ре Гб’ ;, либо 51р<ЕГб* ) для всех 
реБ. Теперь определяем отображение р:Б+55 условием Рреб;:, есдиа? 1
ре Г б ’ ;, либо рр^б®, если 51реГб’;. Это дает нам RN-функтор, 
который и является моделью ГБ, Гб;;.

6.1.4.ОПРЕДЕЛЕНИЕ. ГБ, Гб;; семантически полна, если выпол
няется следующее условие: р доказуемо (т.е. ре Гб;) тогда и 
только тогда, когда р истинно во всех моделях ГБ, Гб;;.

6.1.5.ТЕОРЕМА. ГБ,-Гб;; селантически полна.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что если ре Гб;, то Рреб|“  ̂ для 

всех оценок р из 6.1.1. Наоборот, пусть реБ будет истинным во 
всех моделях ГБ, Гб;;. Определим множество Гби{51р>;. Если 
Гби{51р};*£, то RN-логика ГБ, Гби{31р>;; будет непротиворечивой и 
будет иметь модель р, которая ввиду Гб;^Гби{51р>; должна также 
быть моделью ГБ, Гб;;. Отсюда получаем противоречие: рЯреб*"*,

■&
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поскольку 51ре Г6и{51р>)-. еЯр^Ятэр^б  ̂ по свойствам RN- и 
fi-функторов соответственно. Поэтому (6и(Яр} )г£, и отсюда 
р€ Г6и{Яр>). Тогда существует такое qe(G), что [q,31pl+P есть 
стрелка. Но отсюда ввиду q-+[q,Rp] получаем стрелку q-*p, следо
вательно р€б^ c(GJ.i
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Е. А. Сидоренко

СЛАБЫЕ СЛЕДСТВИЯ И ПАРАДОКСЫ СЛЕДОВАНИЯ

Принадлежащая автору идея различения сильных и слабых след
ствий из данных посылок позволяет разбить на два направления 
все разнообразные подходы к построению непарадоксальных теорий 
логического следования. Одно из них , сохраняя классические 
принципы, позволяющие получать слабые следствия, устраняет 
парадоксы за счет ограничений на использование закона непроти- 
воречия. Другое, обходясь без таких ограничений, достигает 
того же результата путел отказа от указанных принципов.

В данной работе я продолжаю исследовать те эвристические 
возможности, которые представляет различение сильных и слабых 
логических следствий из данных посылок [см.2-4]. На этот раз 

X речь пойдет о связи слабых следствий с парадоксами следования. 
Точное определение сильных и слабых следствий будет приведено 
ниже, а пока сделаем несколько необходимых замечаний о пара
доксах следования.

Достаточным условием, при котором некоторая логическая тео
рия Т будет считаться парадоксальной относительно выводимости 
(следования), является верность в Т таких утверждений вида 
Анв, в которых, сохраняя их верность, А или В можно заменить 
любым произвольным предложением.

Заметим, что речь идет именно об утверждениях вида AhB, а 
не о арВ. Последние понимаются как утверждения о том, что (в 
рамках принятой для Т истинностной семантики) невозможна си
туация, когда А - истинно, а В - нет. При этом отнюдь не каж
дому верному в указанном смысле утверждению лрв в теории т 
должно соответствовать утверждение AhB. Иными словами, возмож
но такое построение теории (как это делается, например, в ре
левантной логике), когда при логически противоречивом А или 
тавтологическом В утверждение арВ будет истинным, a AhB не 
является верным. Это означает, в частности, что логическое 
следование в Т понимается иначе, чем классическое.

^ Подчеркнем еще раз, что достаточным условием парадоксаль
ности теории Т мы считаем наличие верных в силу ее утверждений 
АьВ, которые сохраняют свою верность при замене А или В на 
произвольное предложение С. Мы не станем сейчас обсуждать воп
рос, будет ли считаться парадоксальной относительно выводимос
ти теория, в которой отсутствуют утверждения указанного типа. 
Отметим только, что этот вопрос представляет интерес в том 
случае, когда семантика такова, что имеют место утверждения 
а р в, верные для произвольных А или В. И тогда ответ зависит от 
того, за счет чего достигнуто отвержение в Т явно парадоксаль
ных утверждений AhB обсуждаемого здесь вида. В данном случае я 
хочу обсудить причины возникновения явных парадоксов. Точнее,
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причины, в силу которых принятие некоторого класса утверждений 
о выводимости, в корректности каждого из которых по отдельнос
ти трудно усомниться хотя бы в силу их оправданного и широкого 
практического использования, приводит к вынужденному принятию 
явно парадоксальных принципов следования.

Исследователь, желающий избежать в своей логической теории 
явных парадоксов, может добиться этого множеством способов. 
Однако каждый из них вынужденно связан с отказом от тех или 
иных логических принципов, существенно ослабляющим дедуктивную 
силу теории. За избежание парадоксов приходится платить. Каж
дый исследователь, жертвуя тем или иным принципом, подводит, 
по крайней мере стремится подвести, под это некоторое уместное 
обоснование, которое, как правило, редко убеждает других ис
следователей.

Чтобы сделать дальнейшее обсуждение более строгим, опреде
лим, что мы будет называть логическим выводом и логическими 
следствиями из данных посылок.

D1.Конечная последовательность предложений 
В-,...,В (ш>1) называется выводом предложения В из посылок 
Г = { (п>1) в некоторой теории Т, если и только если 
выполняются два следующш условия:

(1) Предложение В совпадает с В , и каждое В, (i<m) естьm 1
или одна из посылок A(j<n), или одна из теорем теории г, или 
получается из двух предшествующих предложений последовательно
сти по правилу МР (модус поненс) или по правилу адъюнкции, 
позволяющему соединить два предшествующих предложения последо
вательности знаком конъюнкции (союзом "и").

(2) Предложение Вт может быть отмечено звездочкой в резуль
тате исключительно следующей процедуры: (а) если В. (i<m) есть
одна из посылок, то в отмечается звездочкой; (б) если В. по
лучено из двух предшествующих предложений по правилу МР, то В 
отмечается звездочкой; (в) если В{ получено по правилу адъюнк
ции, то в отмечается звездочкой только когда оба предложения, 
к которым было применено данное правило, отмечены звездочкой.

Тот факт, что существует вывод в из Г в теории Т, символи
чески записывается как П-В (знак Г, когда это не ведет к не
доразумениям , обычно опускается). Предложение В называется в 
этом случае (логическим) следствием из Г в теории т.

Легко видеть, что от стандартного определения вывода приве
денное отличается дополнительным пунктом (2). Принятие послед
него обусловлено попыткой обеспечить связь между выводимым 
предложением и посылками. По идее пункт (2) должен исключать 
возможность поставить на место выводимого предложения В произ
вольную теорему из Т. Оказывается, однако, что в том случае, 
когда в язык теории входит материальная импликация и для нее 
считается верным правило МР, принятие пункта (2) становится 
бесполезным. Он, этот пункт, просто напросто не работает, ибо 
в силу верного для материальной импликации принципа Вэ.а>В мы
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всегда имеем Az>B, где А - одна из посылок Г, а В - произволь
ная теорема из Т. А это дает возможность в соответствии с (2) 
отметить В звездочкой.

Таким образом, в рамках теорий, базирующихся на, скажем, 
классической логике, пункт (2) становится тривиально выполни
мым, и определение D1 дает тот же класс утверждений о выводи
мости, что и стандартное определение, правда, с одним исключе
нием. В соответствии с ш  не является верным никакое утвержде
ние вида П-В с пустым Г. Иными словами, утверждение вида кВ ни 
в какой теории получить нельзя, так как при пустом списке по
сылок мы лишены возможности отметить В звездочкой. Таким обра
зом, никаких следствий из пустого списка посылок получить не
возможно .

Чтобы сохранить за выражением i-в осмысленность, будем рас
сматривать его как сокращение для утверждения П-В, где Г сос
тоит исключительно из теорем соответствующей теории, и интерп
ретировать как утверждение о том, что В есть теорема этой тео
рии. Заметим, что верность ьв в общем случае не означает вер
ности П-в, где Г - непусто. Вместе с тем при непустом Г при 
верности П-В всегда верно любое Г,АьВ. И еще одно замечание. 
Верность Г,а ьВ в общем случае не влечет верности П-В, даже 
если А - теорема.

Вообразим некоторый вывод, в котором одна из посылок явля
ется заведомо ложной. Пусть, скажем, это есть отрицание одной Ц. 
из теорем теории. К таким выводам обращаются, например, когда 
хотят доказать теорему от противного. Представьте теперь, что 
в процессе вывода вы будете опираться на саму указанную теоре
му или даже на другую теорему, но предполагающую верность пер
вой. Формально никаких нарушений Di при этом сделано не будет. 
Вместе с тем обоснованность такого вывода будет весьма сомни
тельной, так как, допустив неверность некоторого положения, вы 
теряете право на это положение опираться. Казалось бы, такое 
требование весьма банально, и нет необходимости его подчерки
вать. В логике, однако, это требование, как бы ни казалось 
такое обстоятельство странным, в одном случае безотчетно нару
шается. Об этом сейчас и пойдет речь.

Одним из фундаментальных для логики является закон, или, 
лучше говорить, принцип непротиворечия, в соответствии с кото
рым не могут быть признаны верными одновременно предложение А 
и его отрицание ~а. На этом принципе базируются многие законы 
логики. Так, например, именно на приципе непротиворечия осно
вано умозаключение от (AVB)~A к В. Продемонстрируем теперь, 
как, используя указанное умозаключение, можно вывести из про
тиворечия все, что угодно. Пусть в качестве единственной по
сылки берется противоречие Тогда в классической логике
имеет силу следующий вывод:

1. А»~А (ПОСЫЛКИ)
2. А (ИЗ 1)
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3. AVB (из 2)
4. ~А (ИЗ 1)
5. (AVB)~A (ИЗ 3 И 4)
6. В (ИЗ 5) .
Заметим, что именно такой вывод использовал Псевдо-Скотт 

(XIV в.), чтобы показать, что из конъюнкции противоречивых 
предложений: "Сократ существует" (4) и "Сократ не существует" 
(~А) следует любое предложение В, например, "Человек - осел" 
[6].

Авторы, отвергающие правомерность указанного вывода, стоят 
перед необходимостью указать, в чем он некорректен. И надо 
сказать, что нет ни одного шага вывода, который не подвергался 
бы сомнению тем или иным автором. Есть отвергающие уже первый 
шаг вывода на том основании, что из противоречия выводы делать 
вообще не имеет смысла. Есть авторы, для которых неприемлем 
переход от конъюнкции к ее составляющим и которые отвергают 
поэтому шаги 2 и 4. Для кого-то неправильным выглядит переход 
от 2 к 3, ибо переход от А к менее определенной ситуации 
А-или-В кажется им бессмысленным. Наконец, в релевантной логи
ке не признается правомерность перехода от 5 к 6, так как та
кого рода умозаключение считается уместным только для естест
венно-языкового союза "или", но не для истинностно
функциональной дизъюнкции.

На самом деле этот вывод демонстрирует ту непоследователь
ность, о которой я говорил выше: он допускает в качестве по
сылки противоречие а*~а и одновременно включает умозаключение, 
которое само базируется на недопущении противоречия, причем в 
данном случае именно А«~А, что и дает нам возможность осущест
вить переход от 5 к 6.

Мы предоставляем читателю убедиться, что любой вывод, де
монстрирующий, что из противоречия можно получить все, что 
угодно, всегда на том или ином шаге опирается на принцип не- 
противсречия. Таким образом, использование этого принципа яв
ляется необходимым условием получения произвольных следствий 
из противоречивых посылок.

Нам предстоит теперь обсудить вопрос о том, какие еще усло
вия являются необходимыми для получения парадоксальных следст
вий. Для этого нам потребуется выделить среди всех возможных 
следствий из данных посылок те, которые мы будем называть сла
быми.

С содержательной точки зрения под слабыми мы имеем в виду 
следствия, в которых извлеченная из посылок информация некото
рым образом разбавляется становится менее определенной.

С наиболее тривиальными случаями слабых следствий мы имеем 
дело, когда от более определенного утверждения А переходим к 
заведомо менее определенному а-и ли-В. Со слабыми следствиями 
мы имеем дело также, когда добавляем к антецеденту импликации 
некоторое дополнительное условие (т.е. умозаключаем от А-*В к
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АС+В) или когда вместо выводимого из посылок, общего утвержде
ния берем более слабое частное, и т.п. Именно слабые следствия 
не дают, в частности, возможности привести никакого примера 
двух предложений, которые не имели бы общих логических следст
вий, так как одним из таких следствий всегда является дизъюнк
ция этих предложений, если даже в одном из них говорится о 
бодливой козе, а в другом об уравнении Шредингера.

Для простоты будем говорить в дальнейшемfo предложениях, 
записанных в некотором символическом языке, т.е. о формулах. 
Все сказанное, однако, может быть легко адаптировано к предло
жениям обычного языка и обычным содержательным способам рас- 
суждений. Начнем с введения одного чисто техйЙЧ1ъкого понятия.

D2. Будем называть формулу В нормальным логическим ослабле
нием формулы А в теории Г, если и только если в этой теории 
имеет место А*-В, но не верно обратное Вкл, и при этом в в не 
входит никакая подформула С такая, что результат ее замены в В 
произвольной формулой всегда остается следствием из А (иначе 
говоря, В не содержит вхождений несущественных относительно А 
подформул).

Например, формулы А(х), ЗхА(х) являются нормальными логи
ческими ослаблениями формулы VxA(s), а формулы a (x)vb, 
ЧхА(х)v3xA(x) таковыми не являются, так как один из дизъюнкц- 
тивных членов в них может быть заменен произвольной формулой и 
они останутся при этом следствиями исходной формулы УхА(х). Мы 
можем теперь ввести строгое различение сильных и слабых следс
твий из данных посылок.

ВЗ. Пусть в некоторой теории Т формула В есть следствие из 
посылок Г, конъюнкция которых логически эквивалентна формуле 
А. Тогда в является слабым логическим следствием из Г, если и 
только если существуют формулы С и Л, являющиеся нормальными 
логическими ослаблениями формулы ~В, ни одна из которых не 
эквивалентна их конъюнкции СД, и при этом в Т имеет силу Сь~А. 
В противном случае В является сильным логическим следствием из 
Г.

В чем состоит идея определения Вз2 Как уже говорилось, в 
слабых следствиях из данных посылок информация более неопреде
ленна, более альтернативна, чем в сильных. Это означает, что 
отрицание слабого следствия (в отличие от отрицания сильного) 
должно, напротив, содержать в явном виде некоторую излишнюю 
постороннюю информацию. Убедиться в наличии такой информации 
позволяет существование у отрицания следствия двух нормальных 
ослаблений, уже только одно из которых противоречит посылкам, 
т.е. достаточно для их отвержения. Второе ослабление как раз и 
свидетельствует об излишней информации в отрицании следствия, 
что мы и стремимся выявить. Это второе ослабление может как 
влечь, так и не влечь отрицание посылок. Это в данном случае 
не имеет значения. Формально мы имеем следующее. Поскольку 
А\-В, то имеет место ~Bi— А. Мы устанавливаем, что существует
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~Bi-СД, где не имеют силы Сн~В, Дь~В, С\~СД, ЯмСД. И при этом 
верно С\-~А. На этом основании мы приходим к выводу, что ~в 
содержит излишнюю по отношению к ~А информацию и поэтому В 
является слабым следствие* из А, а стало быть и из Г.

Объясним, почему мы требуем, чтобы С и Д были нормальными 
ослаблениями формулы ~в. Это требование связано с необходимос
тью исключить из числа допустимых ослаблений формул вида 

где Е - следствие из Г. Такое допущение не позволило бы 
нам сохранить в числе сильных следствий никакое следствие, 
более слабое, чем сами пссылки.

И наконец скажем, почему нельзя ограничиться одним только 
указанием на то, что у ~В есть нормальное ослабление С, для 
которого Сь~л.

Дело в том, что определение не исключает возможности, что 
на месте С будет находиться непосредственно ~А. Однако не во 
всех таких случаях В будет слабым следствием. Поэтому мы обя
зательно должны убедиться, что в ~В есть излишняя информация, 
на что указывает существование Д.

Рассмотрим простейшие примеры. Возьмем посылку УхР(х) и 
убедимся, что в классическом исчислении предикатов формула 
ЗхР(х) в отличие от Р(у) является ее слабым следствием. Дейст
вительно, мы можем указать два нормальных ослабления отрицания 
формулы с квантором существования, а именно ~Р(у) и ~Р(х), и 
первое из них (как, впрочем, и второе, и это не важно) влечет 
отрицание исходной посылки. Что и требовалось показать. Для 
следствия Р(у)9 точнее, для его отрицания двух нормальных ос
лаблений, удовлетворяюще определению, найти нельзя.

Единственным таким ослаблением (если, конечно, не считать 
ему эквивалентных) будет отрицание самой посылки, но этого 
недостаточно, чтобы признать следствие слабым.

Тем же способом можно действовать в рамках содержательных 
рассуждений. Например, предложение "а есть родитель" будет 
слабым следствием из "а есть отец", так как у отрицания пред
ложения-следствия есть два нормальных ослабления: "а не есть 
отец" и "а не есть мать", первое из которых противоречит по
сылке, а второе демонстрирует излишнюю информацию в отрицании 
следствия, позволяя считать его слабым. Легко убедиться в том 
важном обстоятельстве, что если вместо посылки "а есть отец" 
взять две эквивалентные ей посылки "а есть родитель" и "а есть 
мужчина", то результат будет тем же: предложение "а есть роди
тель" остается слабым следствием и из этих посылок, хотя и 
входит в их число.

Сформулируем некоторые общие положения, касающиеся свойств 
сильных и слабых следствий. Заметим, что в рамках релевантной 
логики приводимые утверждения имеют силу для любых посылок и 
следствий. Что же касается логик с экстенсиональным пониманием 
следования (классическая логика и другие, содержащие парадок
сальные приципы вывода), то для них нижеследующие положения

138



имеют силу при условии, что посылки непротиворечивы, а следст
вия нетавтологичны.

(1) Если следствие логически эквивалентно конъюнкции посы
лок, из которых оно получено, то это следствие всегда является 
сильным.

(2) Если в есть сильное следствие из л, и С есть сильное 
следствие из В, то С есть сильное следствие из А. Таким обра
зом, отношение "быть сильным следствием" транзитивно.

(3) Конъюнкция сильных следствий из некоторых посылок всег
да есть сильное следствие из этих посылок.

(4) Если В есть слабое следствие из посылок Г, то оно будет 
слабым из любых посылок <Х,Д}, включая (Г,в).

(5) Существуют дедуктивно замкнутые классы посылок Г и Д, 
которые не имеют общих сильных следствий, т.е. никакое сильное 
следствие из Г не является сильным следствием из Д, и наобо
рот.

(6) В пропозициональной логике класс неэквивалентных силь
ных следствий из данных посылок всегда конечен.

Интересно заметить, что в классической логике любой список 
противоречивых посылок имеет в качестве своих сильных следст
вий только такие предложения, которые эквивалентны некоторому 
элементарному высказыванию или конъюнкции таких высказываний. 
Все другие следствия будут слабыми. Иными словами, противоре
чие выступает в данном случае в точности как конъюнкция всех 
элементарных высказываний. С другой стороны, тавтологичные 
следствия в классической логике являются слабыми из любых не- 
тавтологичных посылок.

Сейчас, когда мы охарактеризовали слабые следствия, можно 
вернуться к проблеме появления парадоксов следования.

Вряд ли можно усомниться в корректности рассуждения, позво
ляющего из высказываний "а является родителем" и "а не являет
ся отцом" сделать вывод, что "а является матерью". Вместе с 
тем сами эти высказывания являются следствием из посылок "а 
есть отец" и "а не есть отец". Таким образом, мы вынуждены 
признать, что из противоречивых посылок "а есть отец" и "а не 
есть отец" следует, что "а есть мать". Следствие, конечно, 
выглядит нелепым. По своей структуре приведенное рассуждение 
аналогично тому, с помощью которого Псевдо-Скот осуществлял 
вывод предложения "Человек - осел" из противоречивых посылок о 
Сократе. В нашем рассуждении не было, правда, перехода от - 
"Сократ существует" к "Сократ существует, или Человек - осел". 
Вместо этого мы осуществили несомненно содержательно оправдан
ный переход от "а - отец" к "а - родитель". Тем не менее по 
своей нелепости рассуждения весьма похожи. Общим в них являет
ся применение принципа непротиворечия к слабым следствиям из 
посылок. Понять, почему такое положение приводит к абсурдным 
последствиям, несложно. Слабое следствие из некоторой посылки, 
как это видно из определения Рз, Всегда представляет собой
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альтернативное ослабление посылки. Если при этом среди посылок 
имеется отрицание ослабляемой посылки, то в силу принципа не- 
противоречия оказывается возможным исключить ослабленную по
сылку из числа альтернатив. При этом мы получим в качестве 
следствия то утверждение за счет альтернативного присоедине
ния которого посылка и была ослаблена. Чтобы стало более по
нятным, представим процедуру получения произвольных следствий 
из противоречий более грубо. Фактически она состоит в том, что 
к противоречию добавляется произвольная альтернатива, а потом 
это противоречие отбрасывается на основании принципа непроти- 
воречия, оставляя в качестве "законного" следствия ту самую 
произвольно добавляемую альтернативу.

Представим теперь некоторую формальную теорию следования, 
вынуждающую признать, что из противоречия следует все, что 
угодно. Неудовлетворенность такого рода логическими теориями 
вызывается самыми различными соображениями, и мы не будем их 
здесь обсуждать. Тем более, что на этот счет многое сказано 
сторонниками релевантной и так называемой паранепротиворечивой 
логики. Поставим вопрос, какими могут быть пути перестройки 
теории следования, чтобы избежать парадоксальных утверждений?

Существование весьма большого числа теорий следования, аль
тернативных классической, как-будто бы говорит, что таких пу
тей изрядное множество. Однако понимание реальных причин появ
ления парадоксов дает возможность предположить, что исследова
тели вынуждены принять один из двух следующих подходов.

Первый связан с устранением из теории принципов, ответст
венных за появление слабых следствий, например, такого, как 
A-+AVB. Второй - с тем или иным ограничением на использование 
принципа непротиворечия

Анализ существующих непарадоксальных систем следования или 
теорий импликации, какими бы соображениями и критериями (реле
вантности, уместности, непарадоксальности, существенности и 
т.п. ) ни руководствовались их авторы, показывает, что они при 
построении своих систем всегда оказываются в русле первого или 
второго из названных подходов.

Причины такого положения я, надеюсь, сумел объяснить. Ко
нечно же, в принципе возможны и другие подходы, но они неиз
бежно связаны с потерей тех или иных обоснованных принципов 
рассуждений. И все же второй подход, связанный с ограничением 
на прицип непротиворечия, с логической точки зрения является 
более оправданным. Дело в том, что здесь происходит отказ то
лько от таких средств рассуждения, которые не являются универ
сальными в том смысле, что не являются правомерными в силу 
непоследовательности при выводах из противоречивых посылок. А 
это обстоятельство открывает возможность использовать эти отб
рошенные средства рассуждения в процессе вывода из непротиво
речивых посылок. Тем самым дедуктивные средства теории могут 
быть в максимальной степени восстановлены. Как это сделать,
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это уже вопрос техники. Возможно, удобнее всего использовать в 
рассуждениях закон непротиворечия как металогический принцип, 
каковым, я думаю, он на самом деле и является.

Мы можем тогда, получив на некотором шаге вывода из посы
лок, например, формулу (avb)'~a, перейти к В, не имея в тео
рии, в рамках которой осуществлялся вывод, соответствующего 
принципа (AVB)~А+В. Надо только делать указанный переход, свя
занный с использованием принципа непротиворечия, лишь при ус
ловии непротиворечивости посылок. Причем достаточно будет тре
бовать не просто непротиворечивости посылок, но их противоре
чивости только относительно а и  ~а. Это даст возможность, с 
одной стороны, сохранить в теории вывода хорошо известное 
дизъюнктивное умозаключение, а, с другой - избежать каких бы 
то ни было неприятных последствий.

Я сосредоточил внимание на анализе парадоксов, связанных с 
выводимостью произвольных следствий из противоречия. Теперь 
несколько слов о парадоксах другого типа, утверждающих, что 
логически истинные предложения следуют из чего угодно. Причины 
их появления, по моему мнению, не требуют особого анализа, так 
как они есть просто результат применения принципа контрпозиции 
к парадоксам первого типа. Таким образом, задача их устране
ния, если удается избежать первых, не требует каких-либо до
полнительных усилий.

В заключение несколько замечаний о семантическом способе 
устранения парадоксов из теории следования. Речь идет о подбо
ре такой семантики соответствующего языка, при которой в число 
верных утверждений вида а*=В попадают только те, которым соот
ветствуют непарадоксальные утверждения анВ. Так, ряд авторов, 
например Е .К.Войшвилло [1], строят так называемую обобщенную 
семантику возможных миров для языка классической пропозициона
льной логики, допускающую существование противоречивых и не
полных описаний состояний. Такой подход позволяет верифициро
вать и фальсифицировать любую формулу. Мы имеем поэтому мир, в 
котором можно приписать значение "истинно" противоречию, и 
значение "ложно" его отрицанию, и тем самым исключить утверж
дения о том, что противоречие семантически влечет любое выска
зывание, а тавтология влечется любым высказыванием. Достигает
ся это фактически за счет того, что предлагаемая семантика 
вообще исключает существование логически истинных и логически 
ложных высказываний.

Нетрудно понять, что мы имеем дело в этом случае не с чем 
иным, как с определенным способом отказа от принципа непроти
воречия, т.е. встаем на второй из указанных нами путей устра
нения парадоксов. ч

Заметим, что совершенно тот же результат дает предложенный 
мной семантический подход [5], который специально ориентирован 
на то, чтобы выделить из числа верных в силу обычной класси
ческой семантики утверждений вида а>=В те, которые не опираются
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на тот факт, что конъюнкция двух противоречивых высказываний 
всегда .ложна, а дизъюнкция всегда истинна. Сохраняя классичес
кую семантику, я выделяю класс истинных утверждений вида АёВ 
для таких формул А и В, которые не содержат позитивных и нега
тивных вхождений одинаковых переменных. При замыкании указан
ного класса относительно подстановки получится тот же класс 
истинных утверждений, что и в семантике обобщенных описаний 
состояний. При этом удается обойтись без искусственного введе
ния "невозможных возможных миров" и понять подлинные причины 
парадоксов. В частности, ту решающую роль, которую играет в 
парадоксальности формализованных теорий вывода универсальное 
использование принципа непротиворечия.
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E.К.Войшвилло

РЕЛЕВАНТНАЯ ЛОГИКА КАК ЭТАП РАЗВИТИЯ 
ЛОГИКИ, ЕЕ ФИЛОСОФСКОЕ И МЕТОДОЛОГИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНИЕ

Большинство авторов работ по релевантной логике рассматри
вают релевантную логику как некоторую ветвь или раздел совре
менной логики подобно, например, модальной, нормативной, эпис- 
темической и др. теориям. Специфика этого раздела, при такой 
его трактовке, состоит в построении дедуктивных систем, содер- < 
жащих импликацию и лишенных парадоксов как материальной,так и 
строгой импликации. В настоящее время имеется уже довольно 
широкое множество таких систем, что явно указывает на отсутст
вие какого-либо единого понятия релевантности.

Предложено несколько критериев релевантности, не эквивален
тных между собой и в некоторых случаях не соответствующих даже 
- исходному при возникновении релевантной логики - пониманию 
импликативной связи А~*В, как связи между А и В по содержанию.

Стоит обратить внимание и на другое обстоятельство, связан
ное непосредственно с только что отмеченным. При построении 
"релевантных" систем логики обычно удовлетворяются их обосно
ванием посредством формальных семантик. Смысловые содержания 
утверждений соответствующих языков при этом не выясняются. А 
значит и сами системы не могут характеризоваться по существу 
как логические. Они представляют собой чисто формальные ло
гистические построения. Систему такого рода, строго говоря, 
нельзя рассматривать как некоторый аппарат дедукции, поскольку 
для построения исчисления в качестве такого аппарата нужно 
именно знание смыслов выражений его языка для осуществления 
переводов с естественного языка на данный формализованный и 
обратно. Если исходить из обычного понимания логики (по край
ней мере символической логики), как теории дедукции, то при 
построении логических систем необходимо выяснение, по крайней 
мере, основных понятий такой теории - понятия логического сле
дования и соответственной ему импликации как языкового аналога' 
отношения следования. При этом, поскольку речь идет о релеван
тной логике, следование в системе должно быть именно релевант
ным. Однако среди логиков широко распространено мнение о том, 
что не существует никакого единого следования этого типа, что 
возможно чуть ли неограниченное множество таких отношений.

Мы исходим из того, что есть определенное отношение логи
ческого следования, для которого подходит название релевантно
го следования. Это отношение, судя по всему, имеется в виду в 
практике научного познания, когда говорят о выведении следст
вий из тех или иных посылок.

Отношение этого типа может быть, очевидно, определено для 
различных логических систем с "парадоксальным" понятием следо
вания (каковым, например, кроме классической логики являются
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интуиционистская, известные модальные системы и др.) с учетом, 
конечно,, специфических смыслов высказываний соответствующих 
языков. Это значит, что задачу релевантной логики естественно 
видеть в "релевантизацик" систем указанных типов. Как нам 
представляется, результатом именно такой "релевантизации" в 
данном случае классической логики, является известная система 
Е (of Entailment). Ее можно представить как результат замены 
"парадоксального" классического следования, определенного для 
формул языка классической логики релевантным и далее расшире
нием этого языка и соответственно форм дедукции за счет введе
ния соответствующей релевантному следованию интенсиональной 
импликации. При таком понимании задач релевантной логики ее 
естественнее трактовать не как некоторую ветвь современной 
логики, а как определенный новый этап в развитии логики как 
теории дедукции.

В дальнейшем мы сосредоточим внимание именно на описании 
перехода от классической логики к ее релевантной модификации1, 
ограничиваясь, однако, в данной работе анализом следования 
лишь для формул классической логики (следования первого поряд
ка или первой степени). Интересующее нас понятие релевантного 
следования для формул классической логики мы можем получить, 
исходя из известного и, по-видимому, даже общепринятого поня
тия следования.

Во-первых, является общепринятой характеристика этого отно
шения между высказываниями как не зависящего от значения деск
риптивных терминов высказываний. Иначе говоря, речь идет об 
отношении между высказываниями, зависящем лишь от их логичес
ких форм, или, точнее, об отношении между логическими содержа-• 
ниями высказываний. Во-вторых, важная и всеми логиками призна
ваемая характеристика отношения А*=В состоит в том, что при 
любых значениях дескриптивных терминов в логических формах А и 
В, В истинно всегда, когда истинно А. Естественно поставить 
вопрос, что именно обусловливает сохранение истинности от по
сылок к следствию? Выяснение его приводит к выявлению третьего 
существенного момента в характеристике рассматриваемого отно
шения: оно имеет место, если и только если логическое содержа
ние В составляет часть логического содержания а . Именно из 
этой характеристики следования исходил В.Аккерман, являющийся 
по существу основоположником релевантной логики, а вслед за 
ним А.Андерсон и Н.Белнап. Задача состоит в том, чтобы выяс
нить само понятие логического содержания и критерий наличия 
указанного отношения между логическими содержаниями высказыва
ний.

Ниже предлагаются решения этих вопросов, исходя из естест-

1Подобная работа для интуиционистской логики осуществлена аспирантом кафедры 
логики философского факультета МГУ Я.Шрамко в его кандидатской диссертации 
1990 г.



венного истолкования логического содержания как семантической 
информации, которую представляет логическая форма высказыва
ния. Определяя отношение логического следования как отношение 
между высказываниями по информации, мы приходим сразу к обоб
щению понятия этого отношнеия за счет обобщения самого понятия 
информации. В результате возможно выделение ряда видов отноше
ний логического следования (имеющих действительно место в не
которых известных логических системах). В качестве основного 
вида выделяется при этом отношение релевантного следования. 
Одним из видов, естественно, оказывается и отношение класси
ческой логики, причем выясняется источник парадоксальности 
этого понятия логического следования. В связи с выяснением 
источников парадоксов выявляется также неточность подразуме
ваемого в классической логике понимания логического содержания 
высказываний, и главное, неправильной представляется имеющая в 
ней место трактовка высказываний, выражающих законы логики, 
как тавтологичных и универсально общезначимых. Кстати, как нам 
представляется, эта трактовка законов логики породила серьез
ные трудности в решении известной сформулированной Аристотелем 
проблемы будущих случайных событий. Изменение указанных пред
ставлений само по себе уже очевидно имеет важное философско- 
методологическое значение. К этому надо добавить выявление 
нового, неизвестного в классической логике типа законов логи
ки, возникновение нового логического языка, пригодного для 
адекватного выражения законов науки. Наконец, немаловажно и 
то, что система Е, представляющая собой формальную экспликацию 
понятия релевантного следования, является естественной систе
мой паранепротиворечивой логики. Будучи примененной в качестве 
логического аппарата при построении формализованных теорий она 
не ведет к их тривиализации при возникновении в них противоре
чий, и не приводит к тому же к выведению из специальных аксиом 
теорий логически истинных утверждений, не имеющих к ним отно
шения по содержанию.

Перейдем теперь к конкретному рассмотрению упомянутых воп
росов. Начнем с рассмотрения классического понятия следования, 
которое также можно определить как отношение высказывания по 
информации. Отличие его от релевантного состоит лишь в трак
товке самой этой информации. Будем исходить из обычного предс
тавления об информации высказывания как мере, обусловленного 
принятием этого высказывания за истину, ограничения некоторого 
исходного множества возможностей М. Эта трактовка находит от
ражение в оценке меры информации высказывания a  -i(A) - как 
величины: -k 1пР(А). Последнее же тем меньше, чем уже множест
во Мд случаев М, в которых истинно А среди М - множества всех 
возможных случаев. Однако для логических целей, в частности 
для определения логического следования, знание меры информации 
высказывания не является обязательным. Здесь задача состоит 
лишь в умении устанавливать для высказываний л и В, составляет 10

10 Логич. ИСС,'!., П1.Ш. 1 145



ли информация одного часть информации другого. При этом имеет
ся в виду "однородная", если можно так выразиться, информация 
этих высказываний, т.е. их информативность относительно неко
торого (одного и того же) множества возможностей М. Учитывая 
это, можно использовать качественное понятие информации выска
зывания А - J(А,и), характеризуя ее просто как пару <мк,м>. 
Эта пара как раз и указывает на то, каким образом ограничива
ется и при принятии А за истину. Чем больше информация выска
зывания А, тем уже Мк. Отсюда ясно, что утверждение "информа
ция высказывания В состгвляет часть информации А относительно 
одного и того же множества возможностей Ы" равносильна мдсагв.

Поскольку нас интересует логическое содержание высказыва
ний, и мы ограничиваемся пропозициональным языком, то при оп
ределении информации J(А,м) в качестве м должно быть взято 
множество возможных миров или соответствующего ему множества 
описаний состояний, которые могут быть образованы из множества 
пропозициональных переменных р1,...,рт, входящих в А. Как из
вестно, в классической логике описанием состояния (о.с.) назы
вается конъюнкция рг&р2&. . .рт или множество Ср1,р2, . . .рт>, где 
p{(i£i<m) есть рг или р{; при этом в любое о.с. входит каждое 
элементарное высказывание рассматриваемого языка без отрицания 
или с отрицанием, но не то и другое вместе. Нам удобнее будет 
трактовать о.с. а именно как множество (рг,р2,..-Рт>- Каждое 
такое а есть описание некоторого возможного мира.

Нетрудно убедиться, что оценка информативности высказывания 
не изменяется при расширении и за счет добавления новых пропо
зициональных переменных, поскольку не изменяется отношение 
между Мк и М. Учитывая это, а также то, что при сравнении меры 
информации нескольких высказываний она должна определяться 
относительно одного и того же м (множество описаний состояний, 
составленных из совокупности пропозициональных переменных всех 
этих высказываний), полезно ввести понятие бесконечного описа
ния состояния Ср1,р2,. . .рт,. .. >, имея в виду бесконечный пере
чень переменных в пропозициональном языке. В таком случае М 
остается одним и тем же при определении информации любых выс
казываний. Это позволяет вместо J(A,M) писать J(A).

Прежде чем перейти к точным определениям упомянутых выше 
понятий, заметим еще, что отношение логического следования 
a0*Bq для некоторых конкретных высказываний и BQ имеет мес
то, если и только если At=B, где А и В - логические формы выс
казываний А0 и BQ. Это позволяет в дальнейшем рассматривать 
отношения логического следования лишь для логических форм выс
казываний, в качестве которых имеются в виду формулы языка 
пропозициональной логики. Итак, приходим к следующим определе- 
ниямс

T>fi. At=B<=>J(B,к) есть часть J(A,M)
Df2. J(A,M)=<Mk,M>
Df3. J (В ,м) есть часть J (А,м)*=*мкямв
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Df4. Mk=(OC: ИСТИННО А В а).
Будем далее употреблять обозначения "ТА/а" и "РА/а" соот

ветственно вместо "А истинно в о.с. а" и "А ложно в о.с. а". 
Тогда истинность формул определяется условием D/5:

1' . P p j/ a ^ p ^ a1 .Tpj/aw €a
ДЛЯ любой
2. Т ( А&В ) /oĉ TA/ocicTB/a.
3. Т (AVB ;/a<=>TA/a^TB/a
4 .  T A / o c ^ F A / a

где &,v - знаки метаязыка, заменяющие "и", "или". Нетрудно 
усмотреть, что D/5 есть описание известной табличной процедуры 
вычисления истинностных значений формул пропозициональной 
классической логики.

2' . F(A&B )/a.*=*FA/ocvFB/oc 
3* .F(AVB)/a<=*FA/aJcF§/a. 
4' . FA/ос̂ ТА/ос 
заменяющие "и", "или".

Согласно имеем:D f 1- Df 4

учете ДГ5 и определения о.с. 
ление логического следования 
чия следует все, что угодно'

АРВ<^М.ЯМи*=* Чос(ТА/осэТВ/а). При
А в ОС€М

это обычное классическое опреде- 
с его парадоксами: "из противоре- 
так как J(A) для противоречивого 

А есть <0,Af> и "логически истинное высказывание есть следствие 
любого высказывания", поскольку J(A) для логически истинного А 
есть <М,М>.

Чтобы подойти к понятию релевантного или интенсионального 
следования, надо выяснить источники парадоксальности следова
ния в классической логике. Они - в классическом понятии о.с., 
так как мы принимаем определенные предпосылки онтологического 
характера относительно возможных миров, а именно: считаем, что 
для любого и для любого мира а не может быть р{ и pi одно
временно и обязательно имеет место pi или р . Иначе говоря, к 
условиям истинности D/5 фактически добавляются положения

(а) л ( р ^ а Ж  (р̂ сс)
( б )  p ^ a v p ^ a ,

где л - метазнак, заменяющий "неверно, что".
Нетрудно усмотреть, что (а) есть так называемый онтологи

ческий закон противоречия, а (б) - онтологический закон исклю
ченного третьего. В силу первого всякий возможный мир а непро
тиворечив, а в силу второго - он также является определенным, 
или полным, относительно любой пропозициональной переменной.

При строгом построении семантики пропозициональной логики 
эти положения должны быть особо выделены, поскольку в самих 
определениях условий истинности в терминах возможных миров не 
предполагаются какие-либо характеристики этих миров, кроме 
тога, что при употреблении понятий Тр{/ос и Fp̂ oc осмысленными 
являются утверждения n.l-l* D/5. Иначе говоря, что миры предс
тавляют некоторые множества, элементами которых могут быть р{
и рг

Нетрудно доказать (индукцией по числу вхождений логических 
связок в формулы), что указанные предпосылки (а) и (б) равно
сильны сответственно следующим предпосылкам гносеологического 
характера:
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(a') 'iTA/ocWnFA/oc (6 ' ) TA/aVFA/a..
Добавление предпосылок (а) и (б) к определениям логических 

связок означает, что определяя информацию высказывания, мы 
имеем в виду не логические их содержания, которые требуются 
для определения понятия логического следования, а содержание, 
обусловленное также указанными предпосылками. Это значит, что 
вместо информации J(A) высказывания А мы имеем J(A/T) - инфор- 
мацию А при наличии множества данных Г , где Г - совокупность 
указанных предпосылок. Более детально, JCa/Г) - это 
j ((a ,М)/Г), или, что то же, j (a ,Мр), и наконец <МГ а ,Иг>, где 
И - множество всех подмножеств <р1,р1,р2,р2» • > • >Рп* Рп>•••У• а 
Г, как уже сказано, - (А В). Это так называемая привнесенная 
информация, информация, которую А добавляет к информации Г. 
Если Г явно или неявно содержит информацию А, то J(A/Т) явля- 
ется нулевой. Так именно и обстоит дело с законами классичес
кой логики. Они не несут никакой информации именно потому, что 
все то, что они выражают, содержится уже в Г, т.е. в понятии 
классического о.с., именно в силу этого возникает представле
ние об их тавтологичности. Очевидно, что (б), следствием кото
рого они являются, как и (а), не представляют собой аналити
ческие истины. Они - интуитивно очевидны. Но эта их очевид
ность имеет, по-видимому, эмпирическое происхождение.

Определяя логическое следование как отношение между выска
зываниями по информации, мы должны выявить информацию высказы
ваний самих по себе, без каких-либо предпосылок относительно 
возможных миров. Необходимо отвлечься от всех наших знаний о 
возможных мирах. Это означает (в этом как раз и состоит пере
ход к релевантной логике): мы не должны теперь apriori прини
мать, что в действительности невозможно р{ и р , и в любом 
случае имеется р1 или рг Иначе говоря, необходимо исключить 
из определений условий истинности высказываний предпосылки (а) 
и (б) относительно миров.

В таком случае возможные миры - это элементы М, это обоб
щенные миры или обобщенные о. с. Таким образом, допускаются 
неполные (и даже пустые) и противоречивые о.с., например, 
(р1>,(р2), (рг,р2), <pi,pl) и т.п. Тем/ самым для каждого выс
казывания А допускаются возможности - ТА/и. и ТА/а, тТА/ос и 
пТА/ос и конечно нормальные состояния ТА/ос и зт1/а или тТА/а и 
ТА/сс. Логическое содержание высказывания а теперь этс
j (a ,h )=<ma,m >.

Сохраняя формально все прежние определения, но заменяя ? 
приведенных выше определениях и на М мы получаем понятие сле
дования как отношения между логическими содержаниями высказы
ваний. Это именно то релевантное следование, которое мы стара
лись получить. Таким образом, имеем

A*re[B<^AQMB<̂ cieH(TA/*i>TB/<x.).
Это понятие является непарадоксальным, поскольку для любого 

высказывания А, Мд не равно м и не является пустым множеством
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Последнее означает, что каждое высказывание AQ (точнее его 
высказывательная форма а ) теперь имеет какую-то ненулевую ин
формацию и ни одно высказывание не содержит всю возможную (вы
разимую в данном языке) информацию. Информационными при этом 
оказываются и выражения законов логики. Каждая формула класси
ческой пропозициональной логики а , представляющая собой логи
ческий закон, выделяет некоторое собственное подмножество Нд 
множества И, т.е. содержит определенную информацию относитель
но Н. Конечно, законы могут различаться по информации. Так, 
закон (pVp) менее информативен, чем (pvp)&(qvq). Высказывания, 
выражающие логические законы, перестают быть универсально ис
тинными. Как и все высказывания, представляющие собой законы 
науки, законы логики истинны лишь в тех мирах, в которых имеют 
место отражаемые ими ситуации или отношения. Что касается за
конов классической логики, то их можно определить теперь как 
высказывания, истинные во всех возможных мирах, удовлетворяю
щих условию (б).

Как и в классической логике, наряду с понятием следования 
некоторого высказывания В из А, может быть определено отноше
ние релевантного следования некоторого высказывания В из како
го-то множества высказываний Г. Содержательно наличие такого 
отношения означает, что информация В составляет часть совокуп
ной информации высказываний Г. Ясно при этом, что если в сле
дует из какого-то множества высказываний, то оно следует из 
более широкого множества высказываний. Наконец, если В следует 
из конъюнкции некоторых высказываний, то В следует и из множе
ства членов этой конъюнкции. Эти соображения приводят к сле
дующему определению:

В/б; П=в е.т.е. в Г имеются высказывания а л,...,а , ш>71 го
такие, что (ал&...&а )i=В (для какой-нибудь расстановки скобок1 m го
в конъюнкции). Ясно, что (Аг&. . .&^m)t=B<=» iQ1MA см^ Указанное

го 1
пересечение QjM ни в каких случаях не является пустым.

Говорят иногда, что связанное с обобщением о.с. допущение 
неопределенных и, в особенности, противоречивых миров, которые 
Я.Хинтикка, например, называет "возможными невозможными мира
ми", страдает искусственностью и порождает "представления о 
некоей экстравагантности релевантной логики по сравнению с 
логикой классической" (см. [43). Однако не обязательно считать 
такие миры реально возможными положениями дел. Это некоторые 
абстрактные возможности, связанные с абстрагирующей деятель
ностью мышления. Допущение "ненормальных" миров, как мы видим, 
является следствием отвлечения от предпосылок (а) и (б), необ
ходимого для выявления собственного содержания высказывания, а 
отнюдь не их отрицания.

Что касается противоречивых миров, то они по существу до
пускаются и в рассуждениях в рамках классической логики, когда 
в качестве посылок в выводе допускают противоречие. Очевидно,
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что принятие некоторого утверждения в качестве посылки рассуж
дения означает именно допущение того, что оно истинно. Однако 
здесь (в классической логике), как отметил Е .А .Сидоренко, име
ет место явная непоследовательность в рассуждениях. Она прояв
ляется, например, в выводе закона "из противоречия следует 
все, что угодно" - (A&l), A, I, (AVB), В. Заключение в на пос
леднем шаге получается по правилу разделительного силлогизма: 
"из а ,(ауВ) следует В". Но, применяя это правило, исходят из 
того, что из двух имплицитно содержащихся в его посылках воз
можных случаев - "I и А" и "I и В" - первый невозможен в силу 
принципа непротиворечия. Таким образом, принимая "А и А" за 
истину, считают также, что это невозможно. Релевантная логика 
устраняет такую непоследовательность, запрещая применять пра
вило разделительного силлогизма как раз в силу наличия в его 
посылках обеих указанных возможностей. И естественно, что до
пуская "А и I", она допускает также и миры, в которых может 
реализоваться эта возможность. Таким образом, от классической 
логики релевантная логика отличается не "экстравагантностью", 
а требованием последовательности в рассуждениях: она исходит 
из того, что при допущении рассуждения с противоречивыми по
сылками необходимо также допускать и миры, в которых могут 
быть истинны эти посылки. Следствием этого и является запреще
ние применения правила разделительного силлогизма.

Однако исключение этого правила вообще из рассуждений не 
является обязательным. Необходимо исключать лишь те случаи его 
применения, где проявляется упомянутая непоследовательность. 
Это случаи, когда в процессе рассуждения из некоторого А выво
дится аув, т.е. применяется правило введения дизъюнкции, а 
затем происходит исключение этой дизъюнкции по указанному пра
вилу разделительного силлогизма с использованием посылки I. 
Локализация и исключение таких случаев могут быть осуществлены 
в системах натурального вывода. Речь идет, по существу, о не
которой нормализации выводов, о запрещении циклических ходов 
мысли. Конечно, вывод по правилу дизъюнктивного силлогизма 
является релевантным лишь при учете того, что в дополнение к 
его посылкам используется металогический принцип непротиворе- 
чия, т.е. предпосылка =(а) о непротиворечивости миров. Кстати, 
здесь еще раз подтверждается мысль о том, что допущение проти
воречивых миров - при анализе отношнеия логического следования 
в рамках релевантной логики - не означает отрицания принципа 
непротиворечия и даже ограничения его. Таким образом становит
ся возможной разумная реабилитация правила разделительного 
силлогизма и тем самым снимаются упреки, которые часто адре
суются релевантной логике за то, что она отвергает правила, 
широко применяемые в естественных рассуждениях.

Некоторые авторы (см. А.Андерсон и Н.Белнап [6], Р.Роутли и 
В.Роутли [8], Дж.Данн [7]) не считают правомерным называть 
противоречивые и неполные о.с. описаниями состояний, поскольку
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ситуации, которые должны были бы им соответствовать, невозмож
ны, и для них предпочитают термин "set up" (структуры, конст
рукции). Мы же стремимся показать, что они могут быть естест
венным образом введены как результаты обобщения понятия клас
сических о.с., т.е. что допущение противоречивых о.с. и соот
ветствующих возможных миров не просто технический прием; они 
представляют собой именно миры, к которым могут относиться 
высказывания.

Впрочем, известно, что некоторые философы-диалектики допус
кают возможность одновременного существования в действитель
ности ситуаций, которые представляют некоторые противоречивые 
высказывания А и I, хотя мы не разделяем, конечно, этого мне
ния и рассматриваем противоречивые миры как абстрактные допу
щения контрфактического характера. Что же касается миров, не 
удовлетворяющих условию (б), то они и соответственно о.с. даже 
реально возможны при наличии в языке (в терминах которого фор
мируются о. с.) неопределенно-истинностных или бессмысленных 
высказываний; например высказываний типа гегелевского "дух 
зелен" или "дух не зелен", (когда некоторый предикат - в дан
ном случае "зелен" применяется к предметам, не относящимся к 
области его определения) или "эфир является средой распростра
нения света" (при употреблении имени без денотата) и, наконец, 
высказываний о случайных будущих событиях, не ялякхцихся ни 
истинными ни ложными - как показал Аристотель, - в сегодняшнем 
мире. Ситуации р и не-p, соответствующие первым трем только 
что указанным высказываниям, отсутствуют во всех возможных 
реальных мирах, а для четвертого из этих высказываний они от
сутствуют по крайней мере в сегодняшнем мире, а возможно и во 
всех временных состояниях at реального мира во время t при 
t<t1 - времени, которым датировано будущее событие.

Не вполне ясен также смысл характеристики противоречивых 
миров как невозможных. Что именно определяет их невозможность? 
Считается, что они невозможны в силу закона непротиворечия
(а&а ). Однако этот закон интенсионально эквивалентен, т.е. 
эквивалентен в релевантном смысле (несет ту же информацию), 
закону исключенного третьего (ava). Действительно, согласно
D/5; T(AScA)/â F<A&A)/a<&FA/a*FA/OL**TA/OL*TA/a<=*T(AVA)/CL. В 
языке классической логики нет средств для выражения условий о 
непротиворечивости миров. Противоречивые миры исключаются в 
классической логике лишь с принятием правила modus ponens "из 
А и Аэв выводимо В". При допущении противоречивых миров это 
правило неправомерно, ибо согласно обычному определению мате
риальной мипликации T(A>B)/a.t=$(FA/ocvTB/oL). При наличии ТА/ос 
это гарантирует ТВ/ос только в случае, когда а непротиворечив, 
т.е. исключается ТА и РА в ос одновременно.

С введением понятия релевантного следования выявляется 
класс логических законов нового типа. Введем для них запись
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класс логических законов нового типа. Введем для них запись 
*ге1(А-*В) А - релевантно, логически истинно, т.е. истинна в 
системе релевантного следования Е и примем определение:

D/7; *=rel (А+В) «=» А»=ге1В (множество законов этого типа для 
формул классической пропозициональной логики описывает система 
Efde“ первопорядковом фрагменте Е [2,3], тоже, что системе 
де-Моргана [5].

Мы Еыделили два понятия логического следования - классичес
кое и релевантное. Возможны, однако, и другие при сохранении 
определений логических связок классической логики. К релевант
ному следованию мы пришли из классического, изменив понятие
о.с. за счет исключения условий (а) и (б).

Возможно исключить только (б), сохранив (а), т.е. допускать 
неопределенные, но непротиворечивые о.с. Соответствующее отно
шение следования "*=" получим, заменив м в Dfi-Df4 на М{а) - 
множество обобщенных о.с., удовлетворяющих условию (а). Оче
видно, что отношение следования этого типа есть отношение меж
ду информациями высказываний относительно м. .. Соответствую-\Э/
щую логически истинную импликацию А+В получим из D/7. Аксиома
тизацией следования этого рода является система Хао-Вана 
[5,3]. В отличие от классического следования здесь из числа 
парадоксальных его отношений исключается b*(a v a ), поскольку 
ava содержит теперь некоторую информацию, но сохраняется 
(AScl)̂ B.

Исключая, наоборот, (а), но сохраняя (б), т.е. допуская, 
таким образом, лишь полные - относительно каждого pi о.с., 
множество которых есть М{б>, получаем отношение следования 
такое, что из парадоксальных отношений классической логики 
сохраняется At(BvB), но исключается (А&с1)*В. Аксиоматизацией 
соответствующего понятия логического следования является сис
тема, двойственная логике Хао-Вана [1,2].

Если (а) и (б) заменить на (d):
Va (z\p fpea&pea )i>Vp(peocvpeoc)

(если в о.с. а содержится какая-нибудь пропозициональная пере
менная р{ и ее отрицание р., то это о. с. полно относительно 
любой пропозициональной переменной), то получим следование "*=" 
такое, что вместо классических парадоксальных (а&А)&В и
Ai= CBVB.), имеем A&AtBvB.
Аксиоматизацию соответствующего понятия следования представля
ет первопорядковый фрагмент трехзначной логики Лукасевича 
[1,2]. В последнем случае предпосылка относительно миров уже 
не кажется естественной, и можно, очевидно, придумать ряд дру
гих подобных предпосылок.

Т.о. мы пришли по существу к общему понятию логического 
следования, которое получается из Dfi заменой J(A,M) на 
J (А, Ир.), где Г - произвольное, возможно пустое множество усло
вий относительно возможных миров. Это понятие информации оче
видно является также общим. Определенное так понятие следова-
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ния может быть принято не только для формул языка классической 
логики. Все перечисленные понятия следования для формул клас
сической логики получаются за счет вариаций Г, а значит и по
нятия информации и связанного с ним понятия о.с.

Итак, мы имеем по крайней мере пять типов отношений между 
высказываниями, которые можно назвать отношениями логического 
следования. Каждое из них характеризуется,как отношение выска
зываний по информации, каждое из этих отношений отличается от 
других своим понятием информации. Однако только в релевантном 
варианте имеется в виду собственная информация высказывания 
J ( A M ) - информация А относительно множества абстрактных воз
можностей (обобщенных о.с.) М. Для всех других типов, кроме 
релевантного, есть парадоксальные случаи следования, когда 
находящиеся в данном отношении а и В не связаны по содержанию. 
Гарантируется лишь истинность В при истинности а. Это значит, 
что соответствующее отношение следования представляет собой по 
существу лишь связь между истинностными значениями высказыва
ний. По-видимому, каждое из этих отношений может быть исполь
зовано в связи с теми или иными задачами, но соответствующим 
интуитивному представлению об отношении логического следования 
в научном познании является, очевидно, лишь релевантное следо
вание .

Наряду с существенным (для теории и практики научного поз
нания) уточнением понятий логического следования релевантная 
логика приводит и к некоторым важным изменениям понимания при
роды логического знания. К их числу относятся прежде всего, 
выяснение информативности законов логики и расширения самого 
понятия закона логики. Далее, она указывает на возможность и 
даже необходимость освобождения логики от некоторых предпосы
лок нелогического характера, таких, как онтологические принци
пы непротиворечия и исключенного третьего и связанные с ними 
гносеологические принципы, определяющие отношения между поня
тиями истины и лжи. Последние лежат в основе определений фун
даментальных понятий классической логики, и можно показать, 
что аналогичные предпосылки подразумеваются и в других систе
мах логики, в том числе интуиционистской. Отвлекаясь от этих 
предпосылок в понимании возможных миров, релевантная логика 
обеспечивает возможность’ оперирования противоречивыми и неоп
ределенными знаниями (в том числе с высказываниями о случайных 
будущих событиях, не исключая при этом из логической системы 
законов исключенного третьего и противоречия, а также закона 
бивалентности, как это имело место в трехзначной логике Лука- 
севича)2. Это, очевидно, имеет немаловажное значение в практи-

2При этом здесь нет необходимости принимать специальные и в ряде случаев не
обоснованные приемы для "спасения" законов исключенного третьего и противо
речия, которые характерны для известных систем - Решера (система "квази-ис- 
тинностно-функциональной логики") Ван дер Фраассена (система "с истинно-знач- 
чными провалами"), предназначенных для рассуждений, включающих высказывания о
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ке научного познания. И, наконец, возникает необходимость 
уточнения сложившихся в логической семантике представлений о 
содержании высказываний. Согласно этим представлениям, в со
де ржании некоторого высказывания aq выделяются два уровня, 
или, если можно так выразиться, два "слоя": первый - содержа
ние высказывания в целом называемое иногда конкретным содер
жанием, и второй - содержание, выявляемое в результате отвле
чения от значений дескриптивных терминов, а именно: содержание 
логической формы этого высказывания. В первом случае содержа
ние высказывания обусловлено значениями имеющихся в нем деск
риптивных терминов - знаков предметов, свойств, отношений, - а 
также значениями логических констант и некоторых элементарных
структур, таких, наприкер, как pn('t1....tn) для атомарных
формул языка исчисления предикатов. Во втором случае содержа
ние высказывания, как представляется, обусловлено только зна
чениями логических констант и указанными элементарными струк
турами. Из предыдущего ясно, что фактически содержание выска
зывания в целом обусловлено не двумя, а тремя компонентами. 
Наряду со значениями дескриптивных терминов и логических конс
тант, оно зависит также от принимаемых предпосылок относитель
но "возможных миров", областей, состояния действительности, к 
которым могут относиться высказывания. В результате отвлечения 
от значений дескриптивных терминов', выявляется не логическое 
содержание высказывания, а то его содержание, которое обуслов
лено значениями логических констант и указанными предпосылками 
относительно возможных миров. В связи с этим изменением естес
твенно должен быть выделен и третий "слой", содержащийся в aq 
информации, а именно то его содержание, которое обусловлено 
только значениями его логических констант и, возможно, какими- 
то его структурными особенностями. Последнее и есть логическое 
содержание aq в точцом смысле этого слова. Выделение его необ
ходимо, как было сказано, для точного определения логического 
следования, понимаемого как отношение между высказываниями по 
содержанию.
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П.И.Быстров

НЕСТАНДАРТНЫЙ МЕТОД ТАБЛИЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
ДЛЯ МОДАЛЬРЫХ И РЕЛЕВАНТНЫХ ЛОГИК

0. Предлагается летод построения табличных систел с индек- 
сированныли форлулали. Данный летод используется для форлули- 
ровки табличных вариантов ряда лодалъных исчислений, являющих
ся расгшренияли S4, а также релевантных систел, близких к про
позициональным: систелал RM и R.

1. Табличные построения обладают рядом свойств, выгодно от
личающих их от эквивалентных аксиоматических систем (см. [3]). 
Наиболее важным свойством этих построений, имеющим в некотором 
смысле эвристическое значение для исследования формально
логических систем вообще, является то, что в них очевидным 
образом выражается взаимосвязь семантики и синтаксиса той или 
иной логики. Выводы в виде табличных конструкций полностью 
согласуются с семантичзской интерпретацией рассматриваемого 
исчисления. Кроме того, принципы построения табличных выводов 
весьма близки к принципам натуральной дедукции и, следователь
но, более непосредственно отражают структуру обычных содержа
тельных рассуждений. Эти выводы обладают свойством подформуль- 
ности (в том смысле, как оно определено Г.Генценом), что в 
большинстве случаев позволяет решить проблему разрешимости. 
Вообще говоря, метод табличных конструкций представляет собой 
удобную во многих отношениях замену генценовских методов и 
открывает хорошие перспективы исследования как важных теорети
ческих, так и прикладны* аспектов логических исчислений.

Следует отметить, что применение табличных методов в мо
дальной, релевантной и других интенсиональных логиках связано 
с достаточно серьезными трудностями. Лишь для незначительного 
числа интересных модальных систем сформулированы табличные 
варианты. Что же касается, например, релевантной или паране- 
противорчивой логики, то здесь вообще дело ограничивается пока 
только аксиоматическими построениями или секвенциальными фор
мулировками, большинство из которых неудовлетворительны в том 
смысле, что сечение не является в них допустимым правилом. 
Соответственно, не нашла еще успешного применения в области 
интенсиональной логики и "техника” построения систем естест
венного вывода. Этот факт, по-видимому, обусловлен определен
ными "неудобными" свойствами неклассических логик. Поэтому нет 
ничего странного в том, что он зачастую рассматривается как 
своего рода подтверждение "неестественного" характера упомяну
тых логик; но так ли это на самом деле - это проблема, требую
щая отдельного рассмотрения. Ограничимся здесь следующими за
мечаниями.

Вопрос о возможности альтернативных представлений (аксиома
тических, секвенциальных, табличных) одной и той же логической
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системы не является вопросом о соответствии или несоответствии 
этой системы некоторой интуиции о корректности и строгости 
логических рассуждений. Тем не менее он не является и вопросом 
о "синтаксической элегантности" формального исчисления, а свя
зан с глубинными свойствами логического языка и принципами, на 
основе которых данное исчисление строится. В частности, нали
чие такой возможности, по-видимому, непосредственно зависит от 
характера семантических конструкций, определяющих смысл логи
ческих констант и понятие вывода. Например, наличие весьма 
естественной семантики крипкевского типа для нормальных мо
дальных систем способствует успешной формулировке их альтерна
тивных вариантов, удобных в различных отношениях. В то же вре
мя распространение техники табличных построений на релевант
ные, эпистемические, паранепротиворечивые системы требует ре
шения ряда проблем. Один из возможных путей их решения - раз
работка модификаций табличных методов Бета-Крипке.

В данной статье излагается метод построения табличных ва
риантов пропозициональных модальных (S4.1,S4.2,S4.3,S4.4) и 
релевантных (R*,E*) систем. При этом используются известная 
техника построения табличных систем Бета и метод индексации 
формул в секвенциальных исчислениях, идейно восходящий к рабо
там С.Кангера (см. [4]).

2, Аксиоматическое представление рассматриваемых
систем

Пусть система S4 задана обычным образом с помощью схем ак
сиом и двух правил вывода.

Схемы аксиом:
А.о Схемы аксиом классической пропозициональной логики;
А . 1 □АоА
А.2 п(АэВ)>(ОАэпВ)
А .3 DAdDCU
Правила вывода: А А^ В : А .

В ПА
Введем в рассмотрение расширения этой системы, такие, что каж
дое из них получается за счет добавления к S4 одной- 
единственной схемы аксиом из следующего списка:

А. 4 и(П(А̂ ПА)>А)1>(0ПА>А)
А. 5 ОПА̂ >ПОА
А. 6 □ (OAz>B )УП( ПВ^А )
А.7 А>(ОПА>ПА).
Правила вывода остаются прежние. Таким образом, добавляя к 

S4 одну из схем А.4,А.5,А.6 или А.7, получаем новые модальные 
системы, известные в логической литературе под обозначением
S4.1, S4.2, S4.3, S4.4. Все они являются нормальными (в смысле 
Крипке [2]), а также известно, что каждая из них является под
системой S5, первые три из них являются подсистемами S4.4,
54.2 является подсистемой S4.3, a S4.1, будучи подсистемой
54.3 и S4.4, в то же время не является подсистемой S4.2.а
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Релевантная система RM* формулирует* с помощью следующих 
постулатов:

Схемы аксиом:
El. а*>а
Е2. (А*В)э((В̂ С)э(а*С))
ЕЗ. (А*(А*>В ))*(А*В)
Е4. (АЭ (В*С ) Ъ  №  (А*>С) )
Е5. АЭ(АЧВ)
Еб. Вэ(АЧВ)
Е7. u&bj^a 
Е8. (А83)эв
Е9. ((АЭВ)&(АЭС))э(АэГВ&С))
ЕЮ. ( (АЭС)Ь(ВЭС))Э((А*В)ЭС)
Ell. (A&(BVC)^((A&3)VC)
Е12,(АЭ~В)э(ВЭ~А)
El3„— АЭА
El4.(АэВ)э((АэВ)э(АэВ))

АЭВ А А В
Правила вывода: — g—  ; "J&s— *
Система R получается из системы RM* отбрасыванием последней 

схемы аксиом Е14.
Здесь и всюду ниже гонятия правильно построенной формулы, 

вывода в аксиоматической системе, доказуемой формулы обычные, 
знак з используется для материальной импликации, знак ^ - для 
релевантной (поскольку стрелку -+ удобнее оставить как знак 
секвенции); &,v,~ - знаки конъюнкции, дизъюнкции и отрицания 
соответственно. В формулировках модальных систем знак о ис
пользуется как сокращение записи выражения ~а~.

3.Табличные варианты модальных систем
Для описания табличных конструкций, представляющих собой 

альтернативные формулировки приведенных в предыдущем разделе 
систем S4, S4.1,S4.2,S4.з,S4.4, введем следующие понятия.

Пусть индекс есть непустая последовательность попарно раз
личных натуральных чисел, начинающаяся с нуля. Обозначим ин
дексы буквами w(w',w’',...,u,u'.... а натуральные числа
k , l и примем следующее индуктивное определение индек
сированной формулы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. 
v

1 )а есть индексированная формула, если а есть 
пропозициональная переменная (в обычном смысле);

W У
2) если А есть правильно построенная формула, то ~А и UA 

есть индексированные формулы;
У

3) если А и В есть правильно построенные формулы, то а&В,
W W

АэВ и А=>В есть индексированные формулы.
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Рангом индекса w rw назовем количество чисел в индексе и>, 
отличных от нуля. Индекс, ранг которого г< 1, назовем нулевым 
или пустым индексом и будем полагать, что индексированная фор
мула, которой приписан пустой индекс, есть просто формула в 
обычном смысле.

На множестве индексов In определим бинарное отношение R 
следующим образом:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2.
1) Пусть w€in и W€ln, тогда wPu, если и только если u=w,fc 

или w=u, где k - любое натуральное число.
2) Для любых индексов w.w'.u, если wPw' и WRu, тогда wRu.
Из определения ясно, что отношение R (которое можно пони

мать как отношение приписывания натурального числа индексу) 
обладает свойствами рефлексивности и транзитивности.

Ниже индекс w ранга гы будем считать подындексом индекса и 
ранга ги, если и только если Очевидно, что w есть поды
ндекс и в том и только в том случае, когда имеет место wRu.

Табличные системы Т4, Т4.1, Т4.2, Т4.3, Т4.4 (то есть аль
тернативные формулировки систем S4, S4.1, S4.2, S4.3 И S4.4 
соответственно) задаются правилами построения и замыкания таб
лиц и определениями Т-вывода и Т-выводимой формулы. Заметим, 
что понятие таблицы вполне традиционно: таблица есть формаль
ная конструкция, состоящая из правого и левого столбцов и 
предназначенная для проверки испытуемой формулы на выводимость 
в той или иной системе. Отличие рассматриваемых ниже табличных 
конструкций от обычных таблиц Бета состоит лишь в том, что они 
содержат индексированные формулы.

Правила построения табличных конструкций:
(BR) Множество правил заполнения таблиц для логических кон

стант, в которое входят правила для d ,&,v ,~, отличающиеся от 
известных правил заполнения таблиц Бета тем, что индекс форму
лы, к которой применяется правило, переносится без изменения с 
главного знака этой формулы на подформулы, связанные этим зна
ком (главные знаки подформул, связанных этим знаком). Напри
мер, правила для формул с отрицанием (в качестве главного зна
ка) : w

(~ ) Если формула ~А встречается в левом столбце (под) таб- л w
лицы, то формула а пишется в правом столбце этой же (под)таб
лицы;

W
(~) Если формула ~А встречается в правом столбце (под)таб- 

w
лицы, то формула А пишется в левом столбце этой же (под)табли
цы.

Правила для илпликативных форлул:
w

(э ) Если формула А>В встречается в левом столбце (под)таб-
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лицы, то расщепляем данную (под)таблицу на две подтаблицы иw V
вписываем формулу А в правый столбец одной из них, а формул В
- в левый столбец другой.

V
(э ). Если формула А=>В встречается в правом столбце (под)-
п W W

таблицы, то формула а пишется в левом, а В в правом столбце 
этой же (под)таблицы.

Правша для формул, начинающихся модальными операторами:w
(□п) Если формула па встречается в правом столбце (под)таб

лицы, то в правом столбце этой же (под)таблицы пишется формула
W к
А , где k - число, не встречающееся в индексах, приписанных 

формулам, входящим в эту (под)таблицу.
W

(□)4 г Если формула ПА встречается в левом столбце (под)- 
таблицы, то в левом столбце этой же (под)таблицы пишется фор-

V'
мула А, где (a) w£w’ или (Ь) w=u,fc, a w'=u,mfn, если в левом

и, m
столбце этой (под)таблиц!i встречается формула А .

(о)4 2 получается из формулировки правила (о)4 г заменой
пункта (Ъ) на (с) w=u,n, a w'=u,m,n, причем индекс w' '=и,п
является подындексом хотя бы одного из индексов, приписанных 
формулам, входящим в данную (под)таблицу.

(□)4 з получается из формулировки правила (с)4л заменой
пункта (Ь) на (d) w' =w’#, где w* • - индекс, ранг которого
больше нуля, если в левом столбце этой (под)таблицы имеется

V ’ ’ W
формула □ В, а в правом - формула В.

(□)4 4 получается из формулировки правила (о)4 г заменой
пункта (Ь) на (е) если w=u,fc и формула А встречается в левом 
столбце этой (под)таблицы, то н’ - любой индекс, ранг которого 
больше нуля.

Правило замыкания:
(CR) Если одна и та же формула с одним и тем же индексом 

встречается в обоих столбцах одной и той же (под)таблицы, то 
эта (под)таблица замкнута. (Под)таблица замкнута, если замкну
ты все ее подтаблицы.

Система Т4 задается правилами (CR),(BR),(ап) и (о)А г без 
пункта (Ь).

Система Т4.1 задается правилами (CR),(BR),(ап) и (d)4 г 
Системы Т4.2, Т4.3, Т4.4 получаются из Т4.1 заменой правила 
(□)4 г на (d)4 2, (а)4 3,(ciJ4 4 соответственно.

Доказательство эквивалентности SM и ТМ (где вместо М может 
быть поставлен номер любой из рассматриваемых систем: 4.1,
4.2, и т.д.), можно провести семантическим, в стиле Крипке, 
методом, используя понятие эквивалентности таблиц и соответст
вующих моделей для SM. Ниже излагается другой, более конструк
тивный метод, с использованием аппарата индексированных сек
венций.
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Назовем индексированной секвенцией (1-секвенцией) выражение 
вида Г->е, где Г ,0 - списки, возможно пустые, индексированных 
формул. Г->0 считается чистой секвенцией (т.е. секвенцией в 
обычном смысле), если всем формулам в Г и 0 приписан нулевой 
индекс.

Исчисление G1 содержит основную секвенцию вида
W W

Г1>а,Г2-^1,л,0 , логические правила введения знаков в
антецедент и сукцедент с сохранением главной формулы в посыл
ках и без изменения индексов, например:

у W W W  W W W
4.Г-+0 ,Az>B,B . Ао>В,Г->в,А ,В,А?>В, Г-+в

у у
Г-+Q , А^В АэВ, Г->0

w w
~А,Г-*в,А
W
~ А , Г -*0

w w
А , Г -+в , ~А  .

WГ -+0 , ~.А
W W W W W W

и структурные правила: ,л ,в ,Г2-»0 Г-^1,а,В,0 Г-КЭ,л a ,&->Z

w w w W
Г^,В,;4 Г2~МЭ ‘ Г-+0 ̂ , В , А , 0 r,A->0fZ

Исчисление GI4 получается из G1 добавлением правил:
и и, k w ' w 

r-+e,QA,  А А , Ш.А , Г -*0
-кз----------; ^-------; где & - число, не встречающееся

T-+0.DA , Г -*0
в индексах, приписанных формулам в секвенции заключения и
(□J )w£w ' .

Исчисления GI4.l, Gx4.2, GI4.3, GJ4.4 получаются ИЗ GZ4,
если условие (о1) индексации главной и боковой формул правила 
□-* заменяется соответственно на одно из следующих условий:

т U,m(□ ) г где wBw' или w1 -и,т ,п , а w-и,̂ , если формула А вхо
дит В Г ;

(□х)2 где wBw’ или w’-u.m.n, a w-u.n, причем w’’=и,т явля
ется подындексом хотя бы одного из индексов, приписанных фор
мулам из секвенции заключения;

( о 1 )„ где wBw’ или и ' = и ' ' (w' * > 0 ) , если в Г входит формула
W ’ ̂  W

вида □ в, а в 0 входит формула вида В;
( о 1 ) . где wBw' или w* - любой индекс, ранг которого больше

и
нуля, если w-u,& и в Г входит формула А.

Понятие С^м-доказательства обычное: СхМ-доказательство
(С1М-вывод) 1-секвенции Г->е есть дерево 1-секвенций, построен
ное согласно схемам правил заключения, вершиной (вершинами) 
которого является (являются) основная секвенция (основные сек- 
венци).

В исчислении GJM правила утончения
г->е

W
Г  -+0 , А

Г->в
W
А,Г-+в

11 Логит иссл., вып. 1 161



являются производными правилами. Используя это обстоятельство, 
можно показать, что для G'М имеет место аналог элиминационной 
теоремы:

Если в GJM выводимы чистые секвенции А ,A-̂ Z и Г->0,а, то вы
водима и чистая секвенция r,A->e,Z.

Этого достаточно для установлени дедуктивной эквивалентнос
ти GIM аксиоматическим модальным системам.

Для исчисления G^M и соответствующих систем GM справедливо 
следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е  1. В SM доказуема формула а, если и 
только если чистая секвенция -*х выводима в GJM.

Определив надлежащим образом понятие представляющей формулы 
а i-секвенции Г->е, можно показать, что представляющая формула 
основной секвенции GJM выводима в SM и правила вывода произ- 
водны в следующем смысле если в SM выводима представляющая 
формула посылки (представляющие формулы посылок) данного пра
вила, то в SM выводима и представляющая формула заключения 
этого правила. С другой стороны, если формула а доказуема в 
SM, то чистая 1-секвенция -*х выводим в G-̂ M, поскольку в G-̂ M 
выводима секвенция -*х, если а - аксиома SM, и правила системы 
SM производны в G^M (см.(И).

Назовем набором 1-секвенций выражение вида S1;S2;...;Sm, 
где для любого i ( i  = i , 2 ....п ) S. есть 1-секвенция. Тогда ис-т 1 тчисление наборов 1-секвенций В М, отвечающее исчислению G М, 
получается добавлением к аксиоме S x ; S2;. . . ; Sm, где i * О, а для
любого i ( i = i , 2 ....т)  s i есть основная секвенция g^m, двух
следующих правил:

17;S ’ ;W , U i S 1 ;Y t ; U ;S ' ’
UTsJvr * U ; S;W

где 17, w - наборы 1-секвенций, возможно пустые, S4S',S") -
посылка (посылки), a S - заключение правила GJM.

П р е д л о ж е н и е  2. Исчисления G^M и ВХМ дедуктивно 
эквивалентны.

Доказательство данного предложения очевидно - с помощью 
простых преобразований выводы в исчислении GJM могут быть пе
реписаны в выводы в исчислениии В1Н, и обратно.

В свою очередь, выводы в исчислении ВТМ могут быть записаны 
в виде замкнутых табличных построений соответствующей системы 
тм. Этим мотивируется

П р е д л о ж е н и е  3. Исчисления GTM эквивалентны систе
мам ТМ.

Из предложения 1 и предложения 3 немедленно следует, что 
относительно ТМ и аксиоматических систем SM справедливо сле
дующее

П р е д л о ж е н и е  4. Исчисления ТМ эквивалентны систе
мам SM.
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4.Релевантные табличные системы TRM* к TR*
Рассмотрим два варианта применения описанного выше метода 

для построения релевантных табличных систем. Первый из них 
заключается в использовании понятия существенного вхождения 
простой подформулы в данную формулу, второй требует введения 
дополнительного понятия ограниченного индекса. И в том и в 
другом случае необходима модификация не только правил построе
ния таблиц, но и правила замыкания табличных конструкций.

Полагая известным стандартное понятие вхождения подформулы 
в формулу, сформулируем следующие определения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.1.
Подформула а. некоторой формулы 0 называется простой» подфор

мулой, если и только если а есть пропозициональная переменная 
или имеет вид ~a,avb, а&В или а?>В, где А и В являются 
пропозициональными переменными.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.2.
Вхождение простой подформулы а в формулу 0 называется

несущественным тогда и только тогда, когда а графически
совпадает с , a 0 графически совпадает с формулой вида
(а &(а )эа или с формулой вида а э(<х va ).1 2 2  2 2 1Любое вхождение простой подформулы в формулу, не являющееся 
несущественным согласно определению 4.2, считается существен
ным.

Пусть, как обычно, построение табличной конструкции для 
некоторой испытуемой (на выводимость) формулы 0 начинается 
вписыванием 0 в правый столбец таблицы, (но при этом 0 припи
сывается нулевой индекс).

Правила построения и замыкания релевантных табличных конст
рукций будут теперь иметь следующий вид.

Правила построения табличных конструкций:
( B R)' Множество правил заполнения таблиц для логических 

констант &,v и ~ такое же, как и в ( B R ) , и два правила для 
импликации

V
(эл) Если формула А^В встречается в левом столбце (под)таб

лицы, то расщепляем данную (под)таблицу на две подтаблицы и
w '

вписываем формулу А в правый столбец одной из них, а формулуW ' '
В - в левый столбец другой; причем Bw.w’ и

(Dn) Если формула АЭВ встречается в правом столбце (под)- 
таблицы, то в левом столбце этой (под)таблицы пишется формула
w,k W,к
А , а в правом - формула В , где k  -  число, не встречающееся 
в индексах, приписанных формулам, входящим в данную (под)таб
лицу . &
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Правило залыкания:
V

( CR) ' 1.Если некоторая формула а встречается и в правом, и 
в левом столбцах одной и той же (под)таблицы, то эта (под)таб-

W
лица замкнута, и замыкание имеет место относительно формулы а.

2 . (Под)таблица замкнута, если и только если все ее подтаб
лицы замкнуты в смысле пункта 1.

3 . Табличная конструкция для испытуемой формулы Э замкнута, 
если и только если имеет место замыкание относительно всех 
существенных вхождений простых подформул в формулу (3.

Табличная релевантная система TRM* задается правилами ( BR) '  
и ( C R ) ' . Стандартным образом, в системе TRM* корректными выво
дами считаются замкнутые согласно ( CR) ' табличные конструкции, 
построение которых осуществляется по правилам ( B R ) ' .

Легко проверить, что в TRM* невозможно построить выводы та
ких "парадоксальных" формул, как а о ( В ^ а ) ,  ( a ^ B ) v ( B ^ a ) ,  
(А&~А)>А, В̂> (AV~A ) .

Например:
01

А
012В

В э А
0 1 2
А

Данная таблица не замкнута - не выполняются пункты 1 и 3
правила ( C R ) ' .

01
А
02
В

(А^В)У(В^А)О
А э в
0
В*А
01 
В 
02 
А

Таблица не замкнута, поскольку в этом случае не выполняется 
пункт 1 правила (CR)'. ---- 1----

01
А&

о 1 
А

(АЬ~А)?>В

О 1В
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И в этом случае мы не имеем корректного вывода испытуемой 
формулы, поскольку ни одно правило из множества (BRУ больше 
не применимо, и не выполняется пункт 3 правила (CR)' .

В TRM* не выводима также и классическая формула Пирса

( (A*B)z>A)z>A

(А*В)

0
( (А*В)*А)*А

01 01D А А

—ОТ“
i А^В
012 012
А В

Здесь табличная конструкция не замкнута, так как не 
выполняются пункты 1 и з правила (CR)'.

Не анализируя подробно другие релевантные свойства системы 
TRM*, отметим одну ее характерную особенность. Известно, что 
система RM получается добавлением к R "мингловой" аксиомы 
а̂ (а̂ а), и в этой системе выводима формула "линейности" 
(a^B)w (b^a ). В системе же TRM*, как показано выше, эта формула 
не является выводимой. Невозможно в общем случае построить в 
TRM* и замкнутую конструкцию для "мингловой" аксиомы:

-----
А*>(А*>А)

01 0 1
А А э А
012 012
А А

здесь не выполняется пункт 3 правила (CR)'.
Однако это можно сделать для формулы (А̂ В)̂ ((а^В)^(а^В)), 

т.е. аксиомы Е14 системы RM*
0

(А*>В)э((А*В)*>(АэВ))01 х 01А э В (А*В) э (а^В)
012 012

А э в А э В

Заметим, что на данном шаге построения мы еще не получаем 
замкнутой конструкции, но имеем возможность применять правила
(BR)'
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01 • • .
A D В . . .

012 012
А  ̂ в А 13 В

0123 0123
А В

0123
В

0123
А

и в результате получаем конструкцию, полностью удовлетворяющую 
правилу (CR)’.

Кроме того, для TRM*характерно следующее. Будем рассматри
вать El4 как частный случай подстановки вместо каждого вхожде
ния а в "мингловую" аксиому такой формулы, главным знаком ко
торой является релевантная импликация. Тогда можно показать, 
что результат подобной подстановки в "мингловую" аксиому про
извольной (сколь угодно сложной) правильно построенной формулы 
с любым другим главным логическим знаком (то есть &,v или ~) 
будет выводимой формулой в системе TRMV Выводимыми будут, 
например, формулы вида (А&В)^( (А&В )?> ( а&В ) ),
(AVB)b((AVB)^(AVB)) И Т П.

И наконец, можно говорить, что система TRM* не является 
релевантной в некотором строгом смысле в силу того обстоятель
ства, что в TRM* выводима формула (~a&(avb)) ^ В , а также форму
ла (a&(~avB))эв, что считается, как правило, неприемлемым с 
точки зрения релевантной логики.

Варьируя понятие существенного вхождения (простой) подфор
мулы в данную формулу и внося соответствующие изменения в пра
вило (CR)', можно получить различные варианты релевантных таб
личных систем. Следует отметить, что это понятие является не
обходимым для формулировки табличной системы только в том слу
чае, когда применяются определенные критерии релевантности в 
стиле систем релевантного следования RM или R. Например, иск
лючив понятие существенности вхождения подформулы в формулу из 
правила (CR)’, мы тем самым усилим его и в результате получим 
вместо TRM* такую релевантную систему, в которой формулы 
AZ>(AVB) и (а&В)^а будут невыводимыми. Кстати, первая из них 
действительно не выдерживает критики с точки зрения различных 
критериев релевантности.

Предположим, что требование, сформулированное в пунктах 2 и 
3 правила (CR)' в силу каких-то причин неприемлемо. В этом 
случае можно сформулировать релевантное табличное исчисление с 
индексированными формулами так, чтобы формулировка не зависела 
от понятия вхождения подформулы в испытуемую формулу. Но при 
этом требуется другое "техническое ухищрение" - дифференциация 
индексов.

Используя введенное выше понятие индекса без всяких измене
ний, будем различать теперь три сорта индексов: обычные индек-
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сы (они уже определены выше), ( + )-индексы и (*)-индексы. Пос
ледние два сорта индексов будем называть ограниченными (( + )- 
ограниченными и (*)-ограниченными соответственно). Формальное 
определение ограниченных индексов весьма просто:

(1) Если w есть обычный индекс, то (+w) есть (не
ограниченный индекс.

(2) Если w есть обычный индекс, то (*w) есть
(*)-ограниченный индекс.

Определения отношения R, понятий ранга индекса и подындекса 
остаются для ограниченных индексов такими же, как и для обыч
ных. Значение ограниченных индексов (и их отличие от обычных) 
раскрывается в следующих формулировках правил построения и 
замыкания таблиц.

(BR)* Множество правил для формул с главными логическими 
знаками &,v и ~ остается таким же, как в (BR)', независимо от 
того, какой, обычный или ограниченный, индекс приписан форму
ле, к которой применяется данное правило.

Правила для импликативных формул с обычными индексами такие 
же, как в (BR)', за исключением того, что в формулировке (э ) 
w ' заменяется на (+v), v ’’ заменяется на (*v), а в формулиров-

W 'к ( ♦ W ) W , к <*W )
ке (э ) а заменяется на а , а В заменяется на В.

Правила для илпликативных форлул с ограниченныли индексали:
(♦W)

(эл) Если формула а э в встречается в левом столбце (под)-
таблицы, то расщепляем эту (под)таблицу на две (под)таблицы и

(+W) (+W')
пишем А в правом столбце одной из них, а В - в левом 
столбце другой; причем имеет место £(♦ w), (♦«<’).

( +W)
(э ) Если формула А В встречается в правом столбце

(♦W,k)
(под)таблицы, то пишем формулу А в левом, а формулу
(+ W,k)В в правом столбце этой (под)таблицы, где k - число, не
встречающееся в любых индексах, приписанных формулам, входящим 
в данную (под)таблицу.

( *W)
(э )• Если формула А э В встречается в левом столбце (под)-

таблицы, то расщепляем эту (под)таблицу на две (под)таблицы и
(*W) (*W)

пишем формулу А в правом столбце одной из них, а В - в 
левом столбце другой; причем имеет место Д(*w),(*w').

(*W)
(э )* Если формула А э в встречается в правом столбце
П (*W) (*W,k)

(под)таблицы, то пишем формулу а в левом, а формулу В 
в правом столбце этой (под)таблицы, где k - число, не встре
чающееся в любых индексах, приписанных формулам, входящим в 
данную (под)таблицу.

Правила для негативных форлул с ограниченныли индексали:
(♦ w)

(~ ) Если формула ~ а встречается в левом столбце (под)-
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таблицы, то в правом столбце этой же (под)таблицы пишем форму
лы) 

лу А .
. (+W)

(~п) Если формула ~ А встречается в правом столбце (п о д )-
таблицы, то в левом столбце этой же (под)таблицы пишем формулу 
(♦И)
А .

Правила для негативных формул с (* ) -ограниченными индексами
(♦w)

п ол уч атся  из последних двух правил просто заменой ~ а  на
(*Н) ( + W) (*Н)
~ А и А на А .

Правила замыкания ( С Ю * :
1. (Под)таблица замкнута, если (а) в одном ее столбце BCTpe-

f+W) <*W)
чается формула а , а в фугом -  формула а ; или (Ь) в обо-

0
их столбцах данной (под)таблицы встречается формула а или 
(*w>
а , где w>0; в обоих случаях данная таблица замкнута форму

лой а .
2 .  Таблица замкнута, если и только если замкнуты все ее 

(под)таблицы, причем по крайней мере одна из этих (под)таблиц 
замкнута формулой, которой приписан ограниченный индекс, имею
щий максимальный ранг среди всех индексов, приписанных форму
лам , входящим в данную те блицу.

Табличная система TR* задается правилами (ВЮ*  и ( С Ю * .
Как и прежде, коррективными выводами в системе TR* будем 

считать замкнутые согласно правилу (CR)* таблицы.
Такие выводы невозможно построить для "мингловой" аксиомы и 

ДЛЯ формулы (~A8*(AVB) )*>в.
Например:  г--

(+01) (+01) 
~A&(AVB) (~A8,(AVB))  э  В

(+0 1 ) (+0 1 ) (*0 1 ) (+0 1 ) 
~А  AVB В А

f2 )  V * (1 )
(+ 01) ( + 01 )

А В

В случае (2) таблица не замкнута -  не выполняется первый 
пункт правила ( С Ю * .

5,Дедуктивная эквивалентность табличных и 
аксиоматических систем

Во всех приведенных выше формулировках табличных систем 
ключевую роль играют индексы, обычные или ограниченные, а так
же определенные требования, предъявляемые к замкнутой таблич
ной конструкции в целом, например: чтобы в ней имело место 
замыкание по всем вхождешям простых подформул в испытуемую на
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выводимость формулу. В данном случав индексы являются особыми 
синтаксическими отметками, регламентирующими построение табли
чных выводов. Однако им может быть придан и семантический 
смысл. Индексы можно рассматривать как отметки, приписываемые 
элементам множеств возможных миров, и строить соответствующие 
модели, предназначенные для установления общезначимости фор
мул. Установив полноту рассматриваемого аксиоматического ис
числения относительно таких моделей и показав эквивалентность 
моделей и таблиц, можно получить доказательство эквивалентнос
ти аксиоматических и табличных систем. Именно в таком случае 
говорят, что для исчисления построены семантические таблицы.

Оставаясь на синтаксическом уровне, можно показать дедук
тивную эквивалентность аксиоматических и табличных систем, 
используя метод, предложенный выше, в третьем разделе данной 
статьи, т.е. с помощью исчислений индексированных секвенций и 
исчислений наборов индексированных секвенций.

Возьмем, например, системы TRM* и RM*. Их дедуктивная экви
валентность устанавливается следующим образом.

Используя без пояснений все введенные выше понятия, пост
роим секвенциальное исчисление G^RM*.

Основная секвенция, логические правила для отрицания и 
структурные правила такие же, как и для G1. К ним добавляем 
правила для конъюнкции, дизъюнкции и импликации:

W У
А,А&В,Г-*в

WА&В,Г->в

у у
В.А&В, Г-*в

W
А&В, Г->8

У W У УГ-+в , A8S, А -*6 , А&В , В
W

Г-*в,А8£

У У У У
A,AWB, Г+е В, AVB, Г-*в _ ; 

AVB, Г%0
у,к у у,к
А, Г-*в,А*В, В—  — — — А-- — «

>УГ->8, д*в

У У Г-»е , AVB, А
w ;

Г-+в,АУВ
У У*
АЭВ ,Г-*в, А

У

У У
T+QtAVB,B

W
Гнв.АУВ

У» * УВ , А^В, A-*Z
А^В, Г, Д-*6 , Z

Определение G^RM*-вывода:
GJRM*-вывод есть дерево 1-секвенций Z, удовлетворяющее сле

дующим УСЛОВИЯМ:
(1) Конечной секвенцией Z является чистая секвенция;
(2) Каждому существенному вхождению простой подфомулы в 

любую формулу конечной секвенции соответствует формула, являю
щаяся членом контрарной пары, входящей в основную секвенцию, 
являющуюся одной из вершин дерева Z,

Здесь контрарной парой называются два явно выделенных вхож- 
у

дения формулы А в антецеденте и сукцеденте основной секвенции
rlfi,r2->eie*#e2.

169



Можно показать, что если вывод чистой секвенции -юс удов
летворяет определению G2RM*-вывода, то формула а выводима в 
RM* тогда и только тогда когда секвенция -юс выводима в исчис
лении GJRM*.

Далее, так же, как и в случае с G^M, исчисление GIRM* может 
быть преобразовано в исчисление наборов индексированных сек
венций B^RM* , естественно с ограничением на B^RM*-выводы, со 
ответствующим определению GIRM#-вывода. Такие исчисления будут 
эквивалентными. B^RM*, в свою очередь, оказывается лишь иной 
формой записи табличного исчисления TRM*: выводы BJRM* легко 
переводимы в замкнутые таблицы TRM*, и обратно.

Из сказанного следует, что формула ос выводима в системе RM* 
тогда и только тогда, когда можно построить вывод в табличной 
системе TRM*.

Аналогичным методом /станавливается и дедуктивная взаимо
связь систем TR* и R. Однако в этом случае требуется более 
сложная формулировка секвенциального исчисления с индексиро
ванными формулами, включающая основные секвенции и логические 
правила отдельно для случаев, когда формулам приписываются 
ограниченные индексы. Подробное рассмотрение этого вопроса 
выходит за  рамки данной статьи.
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И.А.Герасимова

РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ 
ЭПИСТЕМИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ

Настоящая работа посвящена интерпретации вычислительных 
систем, представляющих собой композиции подсистем процессов, 
непрерывно действующих и взаимодействующих друг с другом и с 
общим внешним окружением, в терминах эпистемической логики. 
Речь пойдет об особом классе вычислительных систем - распреде
ленных системах (distributed вувteme), в которых каждый про
цесс отвечает за выполнение своей конкретной задачи, а реали
зация последней может зависеть от условий протекания других 
процессов. В результате взаимодействия последних происходит 
постоянный обмен информацией между процессами. Если так можно 
выразиться, процесс должен "знать" о своем собственном состоя
нии и о состояниях других процессов. Рассмотрение процессов в 
качестве субъектов и позволило осуществить формализацию рас- 
суждений о знании в распределенных системах с помощью эписте
мической логики. Впервые в этих целях используется аппарат 
системы BEL, разработанной автором [II. В свою очередь, обра
щение к проблемам компьютерных систем позволило автору уточ1- 
нить методологические принципы построения эпистемических сис
тем и сконструировать комбинированную модель, воплотив в ней 
идеи интерпретации эпистемических логик по типу модальной сис
темы 36 (подход, восходящий к ранним работам Хинтикки [31) и 
идеи построения двухуровневых логик типа BEL.

1.Машина и знание (введение)
Как логическая дисциплина эпистёмическая логика развивалась 

с целью изучения человеческих рассуждений о знании и описания 
корректных форм выводов на основании знаний и представлений. В 
каком смысле может что-то "знать" машина? Разумеется, информа
ция, которую выдает машина, не есть выражение ее мнения в том 
смысле, как мы говорим об этом применительно к человеку. Зна
ние или незнание представляют собой оценки, которые дает наб
людатель определенным состояниям машины. Будем говорить, что 
процесс знает, что А, если состояние процесса таково, что име
ет место А. В каждой конкретной системе то, что известно про
цессу, зависит от задач исследования. Например, знание может 
быть информацией, хранящейся в базе данных и доступной процес
су. В другом случае знание может пополняться за счет информа
ции, которую процесс может вывести, исходя из известного. В 
третьем случае информация может поступать от других процессов 
и от внешнего окружения.

Для того чтобы постичь, что знает другой человек, можно 
действовать двумя различными способами. Мы часто приписываем

171



другому человеку полагатя, мнения и знания для того, чтобы 
понять и объяснить его поведение. Этот подход является как бы 
взглядом "извне", отражал позицию внешнего наблюдателя. Иная 
ситуация складывается при попытке выразить мнение другого че
ловека, когда мы вынуждена попытаться встать на его точку зре
ния, вникнуть в суть его проблем. Такая позиция является как 
бы взглядом "изнутри". Нг первой позиции основаны бихевиорист
ские методы в психологии, а на второй - методы интроспекции. 
Проводя параллель между рассуждениями о знаниях человека и 
знаниях машины, можно сказать, что в последнем случае мы имеем 
дело с подходом внешнего наблюдателя. Анализируются рассужде
ния программиста, конструирующего сложную систему взаимодейст
вующих процессов. Прогргммист и рассматривается как наблюда
тель за всевозможными проявлениями поведения вычислительной 
системы.

При внешнем подходе к знанию, тот факт, что процесс знает, 
что А, вовсе не означет, что А является неким утверждением о 
состоянии знания самого процесса. А может являться неким фак
том, имеющим место в системе в данное время при определенной 
конфигурации процессов (али при определенном состоянии процес
са или группы процессов). Например, А может быть следующим 
предложением: "переменная х имеет значение 1".

Следует иметь в виду, что есть еще одно существенное разли
чие в стратегии исследования знаний другого человека и страте
гии исследования знаний машины. Человеческие познания сущест
вуют как данность, которая постоянно изучается, а знание маши
ны берется как данность, которая создается и изучается, причем 
создается с желанием реализовать намечаемые характеристики. 
Отсюда, например, будет рассматриваться не только всевозможное 
поведение, но и поведение процесса в соответствии с заранее 
заданной программой для всей системы в целом. Другими словами, 
конструктивный момент играет решающее значение при описании 
знания процессов.

Имея в виду указанны) предварительные соображения, перейдем 
к логико-эпистемологичежому анализу распределенных систем.

2.Интерпретация систем взаимодействующих 
процессов в семантики возможных миров 

(горизонтальный взгляд)
Семантику языка описания распределенных систем можно рас

сматривать как конкретизацию семантик возможных миров. Понятие 
возможного мира при этом заменяется понятием состояния систе
мы. Это становится возможным благодаря тому, что поведение 
процесса можно представить в виде последовательности его 
действий. Для внешнего наблюдателя последовательность действий 
может выглядеть как последовательность событий, в которых п р о 
цесс участвовал до некоторого момента времени, или другими 
словами, последовательность состояний, в которых процесс нахо-
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дился в фиксированный период времени. Последовательность собы
тий (или состояний) часто называют протоколол поведения 
процесса.
- По аналогии с динамической логикой мы будем различать со с 
тояния и действия. Как и в динамической логике, с семантичес
кой точки зрения высказывание (proposition) будет отождеств
ляться с множеством состояний (возможных миров), где оно имеет 
место; а действие -  с последовательностью состояний %(возможных 
миров) совершения данного действия.

В центре нашего исследования -  описание того, что видит 
наблюдатель, т . е .  язык описания протоколов процессов как пос
ледовательностей состояний. Поскольку нас будут интересовать 
не сами по себе локальные процессы, а процессы как составные 
единицы сложного процесса, то под протоколом в дальнейшем бу
дем иметь в виду описание всевозможных наблюдений поведения 
глобального процесса. При этом протоколы входящих в него про
цессов будем просто называть локальными историями данного про
цесса. Пусть А обозначает совокупность n-процессов. Последова
тельность состояний некоторого процесса а из А в фиксированное 
время и есть локальная история процесса а . Полное описание 
композиции локальных историй процессов будем называть глобаль
ной историей n-процессов. Индивидуальную глобальную историю в 
распределенной системе можно свести к минимальной в смысле 
реализации поставленной задачи и рассматривать как точку соот
несения или возможный мир. Множество всевозможных глобальных 
историй (точек) и есть протокол совокупного процесса.

Обязательным условием построения моделей для распределенных 
систем является замкнутость относительно приставки или префик
са. Префикс есть отношение частичного порядка, заданное на 
глобальных историях. Если глобальная история и>0 есть начало 
некоторой глобальной истории ш, то найдется такое продолжение 
W ’ истории ю0 , ЧТО в итоге получим историю W. Формально: WqSW,
е . т . е .  Зш' (w0Aw ’=w), где "А" есть операция конкатенации или 
сочленения. С точки зрения теории логических моделей, протокол 
можно рассматривать как модель, если даны значения переменных 
и описаны все необходимые условия функционирования системы.

Для начала рассмотрим один из самых простейших языков опи
сания системы, состоящей из нескольких процессов. Пусть LQ 
есть язык, на котором дается описание поведения процессов в 
индивидуальных глобальных историях. Множество базисных фактов 
Bas пропозиционального языка ь0 может содержать, например, 
следующие утверждения: "локальная переменная у имеет значение 
О", "процесс а успешно завершил работу", "процесс а считывает 
значение переменной х" и т . д .  Пусть а , ь ,<? есть пропозициональ
ные буквы, обозначающие базисные факты.

Модальный язык L содержит обычные булевы связки и оператор 
Ка , где а -  некий процесс из А. каА можно прочитать как "про
цесс а знает, что А" или "процесс а имеет достаточно информа-

173



ции, чтобы вывести А". Множество правильно построенных формул 
Form  языка L  определяется обычным образом:

1) если a€l»0, то а€Ь;
2) если A'BeL, ТО -\А, (AAB)eL;
3) если АеЪ, то КаАеЪ,
Под моделью языка L будем понимать следующую упорядоченную 

пятерку где W есть множество индивидуальных
глобальных историй, замкнутых относительно префикса; 
v=(va:aeA) - семейство множеств локальных историй для каждого 
процесса а из А;
Ф=(Фа ;а€А> - семейство функций выбора, которые по каждой гло
бальной истории выдают ло:сальную историю процесса а: для любо
го а из А Фа :йг-*Уа .
"=" - есть отношение типа эквивалентности (рефлексивно, сим
метрично, транзитивно), заданное на историях.

Если в системе есть обдие часы и учитывается время событий, 
то говорят, что две локальные истории эквивалентны 
(Фa(w)=<Ъa(v)̂ )), если та же самая последовательность событий 
достигается при стирании отметок часов. Запись $a(w)=Aa (V.) 
будет означать тот факт, что две глобальные истории w и w> 
оказываются неразличимый для процесса а, поскольку его ло
кальные истории в данны: глобальных историях совпадают. Две
глобальные истории эквивалентны е.т.е. одна и та же
последовательность совокзпных событий имеет место.

<Р - есть функция, приписывающая значения пропозициональным 
выражениям из базового множества Вав:

<рОпределим понятие истины в точке модели ® м )
<Р

1) Ш,ю е.Т.е. сие<р(а);
<Р Ч>

2) Ш,ю *К„А е.т.е. ю'*А для всех ш' таких, что *a(w)=*a(w* );
зД.ш *=па е.т.е. невеэно, что ю*̂ А\

<Р <Р Ч>
4 )  $ t w N (AScB) е . Т . е . * , ш  >=А И » ,ш  *В.
Очевидно, что приведенная модель является моделью для 

S5—подобной системы. Отсюда следует, что характеристики знания 
могут быть описаны аксиомами и теоремами системы S5. Например, 
схема (КаА&Ка (А>В))^КаВ) утверждает, что знание субъекта замк
нуто относительно импликации (выводимости). (каА>А) отражает 
методологическое требование, предъявляемое к рациональному 
познанию: "настоящее" звание в отличие от мнения должно содер
жать истину. Согласно схеме (КаАэА), субъект знает лишь то, 
что истинно. Схемы (KaAzKaKaA) и (iKaADKaiKaA) обращают внима
ние на рефлексивный характер знания: субъект осознает свое
знание или незнание и может раскрыть основания своего знания 
(незнания). Конечно, взе эти характеристики рассматривались 
примеьитвльно к человеческому знанию. Однако нечто подобное 
может быть приписано и субъектам-процессам, особенно если 
иметь в виду конструктивный характер такого приписывания. На-
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пример, для наблюдателя было бы желательно иметь истинными оба 
утверждения КаА и А, или другими словами, А истинно всегда, 
когда истинно каА при нахождении процесса а в одном и том же 
состоянии (КаАэА).

85-подобная система может быть использована также для опи
сания группового знания. Расширим язык I», введя оператор груп
пового знания KJt где J есть группа процессов из множества А. 
Смысл выражения KjA может быть следующим: процессы из группы J 
имеют достаточно информации для того, чтобы вывести А. Расши
рим функцию выбора до функции типа для JSА. По каждой гло
бальной истории w функция выдает семейство последователь
ностей - все локальные . истории процессов из группы J: 
<Фа(ь)):а€j>. Для J=A *j(w) есть Фд(ю) - полный перечень ло
кальных историй в глобальной истории w. Пункт 2 в определении 
понятия истины заменится на 2':

2'Ь  е.т.е. w'*A для всех таких, что 93(ю)=̂ 3(ю*).
В формализации рассуждений о знании с помощью ss-подобной 

системы реализуется, если так можно сказать, горизонтальный 
взгляд: как бы просматривается ход исполнения протокола, нахо
дятся совпадающие последовательности событий для ряда процес
сов, устанавливается отношение эквивалентности между ними и 
отмечается, что данная группа процессов имеет информацию 
("знает") об определенных свойствах системы в целом, если они 
имеют место каждый раз, когда данные локальные истории повто
ряются .

В большинстве работ, связанных с интерпретацией знания в 
системах взаимодействующих процессов, нашел развитие именно 
горизонтальный взгляд (см., напр. [2,4]). Мне представляется, 
что было бы полезно рассмотреть систему и в вертикальном сре
зе. Другими словами, обратить внимание на рассуждения о знании 
процессов в некоторое фиксированное время решения определенной 
задачи, а не во время исполнения всего протокола. Рассмотрению 
вопроса о том, что может “знать" процесс в индивидуальной гло
бальной истории, посвящен следующий параграф.

3.BEL-подобные системы (вертикальный подход)
Следует заметить, что имеется много способов описания того, 

что может происходить в индивидуальных глобальных историях 
(точках) из множества W. В исследованиях вычислительных систем 
используются операции разных видов: операции над программами, 
операции с пропозициональными выражениями, операции над прото
колами, над процессами и т.д. Эпистемическая логика в этом 
плане представляет собой формализацию рассуждений, которые 
ведутся на метауровне, по отношению к которому описание пове
дения объектов знания предполагается заданным, или другими 
словами, остается вне поля рассмотрения. Поэтому в дальнейшем, 
если нами и будут рассматриваться те или иные понятия теорети-
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ческого программирования, то это будет делаться без раскрытия 
их математического смысла.

В этом параграфе мы несколько изменим тактику и будем гово
рить не о состояниях, в которых находится система, а о событи
ях, в которых участвуют процессы. Разумеется, как и в индиви
дуальных глобальных историях, так и в локальных, происходят 
разные события. Одни из зих - независимые, а другие - общие, 
т.е. такие, в которых принимают участие сразу несколько про
цессов. Нами будут различаться события и высказывания, которые 
вовсе не обязательно явл.потея высказываниями о событиях. Важ
но, что те или иные высказывания могут иметь (или не иметь) 
место при участии процессов в тех или иных событиях. Другими 
словами, рассматриваются высказывания, принадлежащие языку 
внешнего наблюдателя.

Будем различать информацию, которая представляется доступ
ной процессам, и информадию, которую имеет наблюдатель. Пусть 
буквы А, В и с  обозначают пропозициональные выражения некото
рого немодального языка L, описывающего ту информацию, которую 
могут иметь процессы. Язык наблюдателя L, как и прежде, предс
тавляет собой надстройку над языком LQ. Язык L, кроме булевых 
связок, содержит ряд этастемических операторов. Операторы 
и образуют новые формулы из выражений для формул и выраже
ний для процессов. Выражение "ал" можно прочесть как "процессу 
а известно, что имеет место А". Знание здесь понимается в сла
бом смысле как претензия на знание, а скорее означает, что а 
полагает, что знает, что имеет место А. Для знания в сильном 
смысле будет использоваться оператор . Выражение сса можно 
понимать в следующем смысле: процесс а имеет достаточно инфор
мации, чтобы получить утверждение А и А действительно имеет 
место (или "а имеет истинное знание об А"). Нами будет рас
смотрено также выражение типа "а&д", которое можно прочесть 
как "а знает, что 0 знает, что А" или "процессу ос известна 
информация о том, что процесс Э имеет информацию об А". В дан
ном случае не есть простая итерация оператора , а
представляет собой новое операторное выражение. Оператор "___"
по формуле и двум процессам образует новую формулу.

Пусть W, как и прежде, есть множество индивидуальных гло
бальных историй. Т есть множество моментов времени (натураль
ных чисел). Состояние глобальной истории ш в момент t есть 
глобальное событие, в котором принимают участие процессы из 
заданного набора процессов А. Глобальное событие (w,t) можно 
представить как совокупность, состоящую из локальных событий 
локальных процессов. Индивидуальное глобальное событие (w,t) 
будет рассматриваться как точка соотнесения в семантике (воз
можный мир). Для любого процесса а из А через Eva обозначим 
множество событий, в которых процесс в принципе может участво
вать. Заметим, что множество 7, расмотренное в параграфе 2, 
есть объединение множеств Eva. Те события, в которых процесс
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действительно может участвовать, если потребуется, задаются 
протоколом. В нашем случае это означает, что последовательнос
ти пар из множества (ЯХТУ или индивидуальные глобальные исто
рии задаются протоколом. Предполагается, что (WXT> замкнуто 
относительно префикса.

Функции из семейства функций {Фа ;а€А> являются отображения
ми из множества точек (WXT) в множества событий Eva:

Фа :(WXI)+Eva для любого аеА.
Функция выбора Фа является частичной. Будем говорить, что фун
кция Фа в (w,t) равна нулевому событию, если в глобальном со
бытии (w,t) не происходит никакого события из множества Еt»a , в 
событиях из которого процесс а может принимать участие. Функ
ция Фа является одно-однозначной. Причем, если в системе есть 
встроенные часы, то соответствующее событие помечается отмет
кой часов. Функция Фа может быть расширена до функции выбора 
групп событий Ф^ где JsA. ФJ(w,t) есть множество событий, в 
которых участвуют члены группы J.

Отношение типа эквивалентности имеет место не только между 
историями, но и между событиями. Будем говорить, что два гло
бальных события (w,t) и (V ,tf ) неразличимы (эквивалентны) для 
процесса a ($a(w, t )=Фа (ш’, t *)) е.т.е. процесс а участвует в 
том же самом событии в этих историях. Для J=A запись

означает эквивалентность двух глобальных 
событий для всех процессов.

Будем рассматривать отношение достижимости R. Мы будем на
зывать его перекрестным, поскольку с его помощью устанавлива
ется достижимость между событиями различных процессов (другими 
словами, между событиями, в которых участвуют различные про
цессы). Пусть А состоит из двух процессов а и 3. Будем гово
рить, что точка (w* , f ) достижима из точки (w,t) по отношению 
Rag для процессов а и 3, е.т.е. найдется такая последователь
ность точек <z0,zltz2>t где (w,,t,)=zQP а (w,t)-z2> что 

и ®а(г1)=Фa(z2). Неформально, отношение 
(w,t)Rag(w,,tf) означает, что существует канал связи между 
процессами а и 3, по которому они обмениваются информацией. 
При R^ а получает информацию от 3, а при Rga 3 получает ин
формацию от а.

<Р есть функция, приписывающая значения пропозициональным 
выражениям. Для каждого выражения базового языка LQ и для каж
дого процесса а из А функция <р есть одна из функций <рт или <pf. 
Имеет место <рт(А,а)&ЕчЛ и <pr(A,a)QEvar <РТ(А,а) есть множество 
локальных событий процесса а, во время участия в которых имеет 
место А. фг(а ,ос) есть множество локальных событий, во время 
участия в которых процесса а не имеет место А. В семантике 
допускается, что имеются локальные события, где процессу может 
быть ничего неизвестно относительно а , т.е. события, не при
надлежащие ни множеству <Рт(А,а), ни множеству <pf(a ,ol). Кроме 
того, для каждого базисного выражения D модального языка L, в 12
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том числе и базисных выраа;ений встроенного языка Lq, функция <р 
сводится к функции <pQ: <р0(АКW. Ч>0(А) есть множество индиви
дуальных глобальных событий, во время которых имеет место А .

Нам остается определить понятие истины б точке лодели при
<Р

даннол приписывании: (w,t)*A. Для этого сначала определим по
нятия истинности и ложности формул при участии процессов в 
локальных событиях. Для лпбого а из А имеет место:

Фа ( ю , г ) * А  е.Т.е. Фа (и>, t )<-<РТ ( А , а ) ;
Фа ( ь ) , г ) * А  е.т.е. Фа (ю,т)е<Рг ( А , а ) .

Для глобальных событий имеем:
( w , t ) t A  е.т.е. (w, t  ) е (р ^ (А ) .

Для булевых связок определение стандартно. Для эпистемических 
операторов имеют место следующие условия:

(w , t )^ ccA  е.т.е. Фa (w>t)t=A;
(w,t ) t<xA  е.т.е. ( w , t ) t u A  и ( w , t ) t A .
Введенные операторы знания и могут быть описаны

аксиомными схемами системы типа BEL, которая полна и непроти
воречива относительно рассмотренной выше семантики [1]. Пусть 
А и В - немодальные пропозициональные формулы языка lq, с и D 
- формулы эпистемического языка L. а - произвольный процесс из 
А. Система BEL определяется следующими схемами и правилами:
PL. С, если С - пропозициональная тавтология;
А1. а (А&Е )== (аА&аВ);
А 2. ап  (ААВ )яап AWar\ В ;
АЗ. оп~]А=аА;
А4. осА=п (сспА);
HP. С, C&D/D.
Оператор "I" вводится по определению: aA=DfocA&A. Система BEL 
представляет собой простейший пример двухуровневой системы: на 
первом уровне рассматривается пропозициональный язык-объект, а 
на втором уровне - модалыый метаязык.

Формализация рассуждетй о знании средствами систем типа 
BEL отражает точку зрения на системы реализующихся во времени 
процессов по вертикали: анализируются все события, в которых 
участвуют процессы за фиксированный промежуток времени. Данный 
подход можно соединить с горизонтальным рассмотрением знания 
процессов по мере исполнения протокола в целом. Будем гово
рить, что процесс а знает, что имеет место А в индивидуальной 
глобальной истории w в следующем случае:

ю *сса е.т.е. (w,t)*a.A для всех t, в течение, которых 
реализуется w.

Будем говорить, что процесс а знает, что илеет лесто А в 
протоколе при условии:

ю *КиА е.т.е. для всех )=$a(w) имеет место ю *=аа .
Нетрудно видеть, что оператор знания-в-протоколе Ка может 

быть определен в SS-подобной системе. В результате образуется 
новая полимодальная эпистемическая логика, представляющая со
бой сплав систем типа S5 и BEL, которые строятся на принци-
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пиально различных основаниях и за которыми стоят два альтерна
тивных подхода к анализу знания.

В предложенной выше семантике можно определить ряд других 
полезных операторов, относящихся к различным характеристикам 
знания. Например, рассмотреть знание одного процесса о другом,
т.е. оператор "__ ". Он определяется следующим условием:

( w , t ><х0А е.т.е. для любой точки (w* , t ' ) 9 такой, что 
( w W )  есть префикс ( w , t ) ,  если имеет место ( w , t ) R a^ ( w , , f ) t 
то $ a ( w ' , t * ) * а . Если мы имеем дело с утверждениями о постоян
ных событиях, для которых верно утверждение: если наступает А, 
то всегда будет А, то имеет место более сильное утверждение 
а§ А. Оно также имеет место при Фp ( w ' , t ' ) = Фр ( ю , t ) . Заметим, что 
отношение R^  не есть отношение типа эквивалентности, оно ир- с 
рефлексивно и связно. Кроме того, что означает, что
из ос§л вовсе не следует gaA. Если процесс а получил сообщение 
от процесса 0 о том, что имеет место А, то отсюда не следует, 
что процесс 0 имеет информацию о том, что процессу а известно 
о том, что имеет место А. Для этого нужно, чтобы процесс а 
послал сообщение процесу 0 о том, что он получил сообщение об 
А от 0.

В семантике можно определить понятие неявного знания для 
группы процессов. Запись а/За можно прочитать как "группа про
цессов а и 0 н е я в н о  з н а е т , что имеет место А". Оператор "вв" 
образует из формульного выражения и двух выражений для процес
сов новое формульное выражение. Условия для оператора неявного 
знания следующие;

(w , t ) t c c f$ A е.т.е. ( w, t ) ^ o c A и Cu>, t >=0(А>В).
Последнее условие означает, что если процессу а доступна ин
формация об А, а процесс 0 может вывести В из а, то наблюда
тель сможет сделать вывод о том, что группа процессов а и 0 
знает неявно,.что В имеет место.

Неявное знание в другой интерпретации можно понимать как 
п о т е н ц и а л ь н о е знание, а явное знание - как то, что данный про
цесс может вывести по заданному алгоритму. Для того чтобы 
ввести новые операторы, соответствующие данной трактовке, вос
пользуемся операцией "после", формальные свойства которой ис
следованы Сегербергом в динамической логике [5]. Запись [а]а 
означает, что после выполнения процессом а любого вычисления 
из заданной программы, имеет место а. Введем оператор явного 
знания

оса можно прочесть как "а явно знает, что А" или "а имеет
достаточно информации, чтобы вывести А".

(w.tJ^aA е.т.е. ( ю,t)t[a]A.
Во всех остальных случаях при Фа Сw , t ) * A  можно утверждать, что
процесс неявно (или потенциально) может выверти А.
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А.С.Карпенко

МАТРИЧНАЯ ЛОГИКА 
БЕЗ НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧЕК

В статье рассматривается вопрос о взаимоотношении много
значных логик Лукасевича и Геделя. Результатом, с одной сторо
ны, является построение логической бесконечнозначной матрицы 
без неподвижных точек относительно инволюции, а с другой - 
образование структур (типа MV-алгебры Чэна с псевдодополнени
ем), обобщающих алгебраические свойства бесконечнозначной ло
гики Лукасевича и интуиционистской логики.

Как хорошо известно, при обсуждении оснований математики в 
связи с возникшими в ней парадоксами в центре дискуссии ока
зался, благодаря голландскому математику Л ft.Я.Брауэру, "скан
дальный тезис о недействительности принципа tertium non datur 
для математики и вообще для бесконечных областей" [6]. Первой 
работой в этой области стала диссертация Брауэра, опубликован
ная в 1907 г. В итоге, исходя из интуиционистской концепции 
математики, на первом этапе построения интуиционистской логики 
появилась трехзначная матричная логика Гейтинга G3 [ 19].

Почти в это же время, а именно начиная с 1910 г., предпри
нимаются попытки польским лргиком Яном Лукасевичем опроверг
нуть логическими средствами фаталистический аргумент Аристоте
ля [1], в котором устанавливается логическая связь между прин
ципом двузначности и предопределенностью будущего1. В итоге 
Лукасевич пришел к выводу, что "индетерминистская философия 
является метафизическим субстратом новой логики" [13]. В этой 
работе сконструирована трехзначная матричная логика ц. Инте
ресно, что в обоих случаях, т.е. в G3 и L3 не имеет места за
кон исключенного третьего, точно так же, как и в их п-значных 
обобщениях Gn [11] и Ln [14],'к формулировкам которых мы пе
рейдем.

Заметим, что логическая матрица есть не что иное, как ал
гебра с некоторым множеством выделенных элементов. Относитель
но этого выделенного множества элементов и определяется класс 
общезначимых формул. Однако нас будут интересовать алгебро
функциональные взаимоотношения между Ln и Gn.

Пусть и есть логические матрицы следующего вида (г&2, 
neN):

sf=<un,~,+, (1 )> и $P=Oin,-\t=>,v,A,<i)>, гдеп п п п
М =(О,1/п-1,...,п-2/п-1,1 У, п

<1> - множество выделенных элементов,
~х-1-х,
x-*y=min( 1 , 1-х+у ) .
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пж I1 , если х=о
(о, в остальных случаях,

X=hj-V . если x«sy 
если х>у,

xWy=rru%x (х, у )= ( х+у )+у , 
хЛy=min(x,y)=~(~xV~y).
Г.Моиеил [15] показал в 1963 г., что трехзначная алгебрал

Лукасевича есть алгебра Гейтинга, т.е. операции i и =» из ®п 
определимы посредством операций ~ и -► из но не наоборот. 

Теперь рассмотрим случей 2<п<о>. Пусть

JAxhS1' если *=i 
1 [о, если x*i (ozisi)

Заметим, что -\x=JQ(x). Дж.Россер и А.Тюркетт показали, что все
операторы J{(x) могут быть определены посредством ~ и -► из
[20]. А Р.Чайноли показал [9], что

x*y=Ĵ (x-*y )vy,
где J1(x)=JQ(~x). В итоге получаем, что операции из опреде
лимы в ®L.п

Теперь обратимся к последнему случаю, когда п=ь>. Пусть М^ 
есть множество всех рациональных чисел из [0,1]. Из критерия 
Р. Мак-Но тона об определимости функций в [5] следует, что ни 
операция лх, ни операция :т+у не определимы в ней.

Тогда вопрос поставим следующим образом: можно ли "расши
рить" свойства операции так, чтобы посредством этой новой 
операции и ~ определить операции i и =*.

Рассмотрим матрицу \-<Со, i ] * < 1)>, где множество 
[0,iJ* есть множество [o,i J, из которого элиминированы все 
числа с четными знаменателями, и

(х, если о<х=у< 1
в остальных ллучаях.

ЛЕММА I, Операции + и i определили 6 Ж*. Это ложно сделать 
следующие образол:

А=~ ( ( у»х (у>*х ) )>+(х>+у )-х»у2.
В=~ (( i»xj->xj=ii.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (А).
1. х<у. Тогда х>*у=* и, следовательно, A=f=x+y.
2. х-’у.
2.1. х=о или х=1. Тогда х>+у=1 и, следовательно, А=1=х+у.
2.2. о<х< 1 . Тогда А=~(х>*х)»х. Имеем два подслучая.
2.2.1. х<1 /2. Тогда А=-j (х»х )>*х=0»х= 1 =х-*у.
2.2.2. х>1/2. Тогда А=~(х»~х)>*x=Cl -(1 -х+ 1 -х) )>+х= (2х-1 )>*х. 

Поскольку (2х-1 )<х, то (2Х~1)+х=1. Следовательно А=1=х+у.
3. х>у. Тогда у»х=1. Следовательно А=~(i»o)»(х»у)=х»у=1-х+у

= Т+у .

23аметим, что формула А есть в точности аналог формулы А в [2).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (В).
1. о<х<1. Тогда х>+х=х, но x + x = i . Следовательно, В=~1 =о= лх .
2 . а?=0. Тогда В=~( 1-*0 )=1=1 х .
3 .  х = 1 . Тогда В=~( 1+1 )=о=~\х.
Следствие из леммы 1:
x*y=J^  (x-*y)Vy,  

где «7̂  ( x ) = i  ( ~ х ) и х \у=(х -*у  )-*у.
Обратим внимание на весьма существенное свойство матрицы, 

которое заключается в том, что она не содержит неподвижных 
точек относительно ~, т.е. ~ х * х .

Представляется интересным охарактеризовать операцию » в 
терминах уже хорошо известных операций. Это можно сделать сле
дующим образом:

ЛЕММА 2, С=( (Ĵ  (а&у )+х)А(х+у ))Упх=х»у, где хгу= (х-+у )л(у-*х). 
Заметил, что xsy=i, только если х=у. в этол случае значение 
формулы J1(x=y) есть i , В остальных случаю значение есть О. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (С).
1. х < у . Тогда С=( ( 0 - * х ) м  )V"ix=iv~\ 1=х>+у.
2 . х=у.  Тогда С=(( 1+x)ai )Vnx=xV~\x. Имеем два под случая.
2.1. х ф о . Тогда -ia?=o и, следовательно, c=xvo=x=x»y.
2.2. 37—0• Тогда “lx-f и, следовательно, c=ovi = i=x»y.
3 .  х>у . Тогда С=( (0-*х)А(х-*у ) )V~\x=(x+y )У0=х+у=х»у .
Таким образом, имеет место следующая
ТЕОРЕМА 1. Пусть Z± обозначает множество всех матричных 

функций из $(̂ =<[0,1 (1 )> и z2 обозначает множество всех
Функций из ^=<[0,1 7 * . О >>. Тогда Zx=z2,

Доказательство непосредственно следует из леммы (1) и (2).
В заключение отметим, что не меньший интерес представляет 

рассмотрение сигнатуры с алгебраической точки зрения.
Ранее в той сигнатуре были уже определены операции у,а и 
Добавим к ним операции х - у = ~ ( ~ у * ~ х ) , х+у=~х-*у, х * у = ~ (~ х+ ~ у )  и 
я* у=37* (~у). Тогда
<А,v,л,~ ,о,1> - алгебра де Моргана, или квази-булева алгебра

[17] (Заметим, что решетка де Моргана 
<А,у,л,~>, которая не содержит неподвижных 
точек, является интенсиональной решеткой. См. 
об ЭТОМ [7]);

<А,У,А,#,л,о,1>- алгебра Гейтинга, или псевдо-булева алгебра
[17], где та:=зг*0;

<А,v,а ,#,~,о ,1>- симметрическая алгебра Гейтинга [12]; 
<а,у,а,^,-,о,1>- я-в-алгебра, или двойственная (double) 

алгебра Гейтинга (Брауэра), или полубулева 
алгебра [18];

< А ,+ ,~ ,1>  -  алгебра Вайсберга [10], которая эквивалентна
ЯУ~алгебре Чэна <А, + , • ,~.о, 1 > [8], которая
эквивалентна ограниченной коммутативной 
ВСК-алгебре < А ,* ,о ,1 >  [16].

Заметим, что алгебра Вайсберга представляет собою алгебраи-
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ческую модель для бескошчнозначной логики Лукасевича. Отсюда 
алгебра ,о, 1 > и соответственно <А, + , • ,0, i >, и
<А.*,0,1> есть обобщение алгебраических свойств, как беско
нечнозначной логики Лукасевича, так и интуиционистской логики. 
Таким образом, проблема взаимоотношения между многозначными 
логикам:» Лукасевича и Геделя [3] привела, с одной стороны, к 
построению матричной логики без неподвижных точек, а с другой 
стороны, к структурам, обобщающим алгебраические свойства ука
занных логик.
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Ю.В.Ивлев

КВАЗИФУНК ШОНАЛЬНЫЕ СЕМАНТИКИ 
И СЕМАНТИКИ ОГРАНИЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 

ОПИСАНИЙ СОСТОЯНИЙ

Существующие семантики модальной логики (алгебраические, 
реляционные, окрестностнъ е и др.) не являшся удовлетворитель
ными с содержательной точки зрения, так как не ясно, какие 
понятия необходимости, Сложности и т.д. или определяются. 
Вследствие этого не ясно, логут ли логические системы, зада
ваемые этими селантикали, находить применение в практике науч
ного познания. Такая сит1>ация беспокоит многих исследователей, 
работакцих в области модальной логики, В связи с этим предпри
нимаются многочисленные попытки содержательной интерпретации 
основных понятий названных (формальных) семантик. До сих пор 
эти попытки, кроме, мбжет быть, исследований Е.К.Войшвилло 
[17], не принесли существенных результатов.

Нами предложен иной в'лход из сложившейся ситуации [ 1-161.
Наш подход к анализу модальностей заключается, во-первых, в 

выделении основных модальных понятий, используемых в научном, 
познании, и, во-вторых, в описании их логических свойств путем 
построения содержательных семантик, базирующихся на принципах, 
являющихся обобщением пршцхтов, лежащих в основе классической 
логики:

В качестве принципов классической логики мы выделяем сле
дующие: (1) принцип двузначности (высказывания принимают зна
чения из области (t,/)); (2) принцип непротиворечия (высказы
вание не может иметь оба эти значения); (3) принцип исключен
ного третьего (высказывание обязательно имеет какое-то из этих 
значений); (4) принцип тождества (в сложном высказывании, сис
теме высказываний, рассуждении одно и то же высказывание имеет 
одно и то же значение); (5) принцип обусловленности истинност
ного значения, сложного высказывания истинностными значениями 
составляющих его простых высказываний (в логике высказываний 
этот принцип выступает в качестве принципа матричности - логи
ческие связки определяются посредством матриц, в логике преди
катов он проявляется в истолковании логических терминов в ка
честве функций истинности).

Результатом обобщения перечисленных принципов являются сле
дующие принципы: (1) принцип четырехзначности - высказывание
принимает значение из области (t,f), и если оно принимает зна
чение t, то оно принимает также значение из области <п,с) (ес
ли исследуются фактические модальности, п и о - значения "фак
тически необходимо" и "фактически случайно" соответственно) 
или из области (N,C) (если исследуются логические модальности, 
N и С - значения "логически необходимо" и "логически случайно" 
соответственно), а если оно принимает значение /, то оно при-
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нимает также значение из области (с,i) (если исследуются фак
тические модальности, { - значение "фактически невозможно") 
или из области (С,1У (если исследуются логические модальности, 
I - значение "логически невозможно"), т.е., согласно первому 
принципу, высказывание принимает значение из области 
<tn, или из области <tN, t0,/1,/0); (2) принцип не про
тиворечия - высказывание не может иметь оба значения из облас- 
ти {i,f) и, кроме того, не может иметь более одного значения 
из области <tn, t c , f l , f c )  (или из области <t N,tc. f 1 ,fc)); 
(ЗЗпринцип исключенного пятого - высказывание обязательно име
ет какое-то значение из области <tn, tc,/1 , f c )  (или из области 
(tN, t0,/1,/0}); (4)принцип тождества - в сложном высказывании, 
системе высказываний, рассуждении одно и то же высказывание 
имеет одно и то же значение (из области <tn, tc,/1 f f c )  или из 
области {tN, t0,/1,/0}); (5)принцип обусловленности значений 
сложного высказывания значениями составляющих его простых выс
казываний - при построении семантики фактических модальностей 
логические термины истолковываются в качестве квазифункций, а 
при построении семантики логических модальностей логические 
термины определяются посредством ограниченных множеств описа
ний состояний.

КвазиФункциональные семантики
Минимальная модальная логика. К обычным таблицам истинности 

для логических терминов л, a , v , э и г добавим таблицы для 
фактической необходимости (□) и фактической возможности (0):

А t  f

DA

А 

О А

Значение j имеет следующий смысл: то ли истинно, то ли ложно. 
При построении таблицы нужно рассмотреть обе возможности. Вы
деленным значением является t. Пример построения таблицы:

□ A d  А;

f  f  f  f  aпервая строка таблицы расщепляется на две а а  > А,  а А > А.
t t t t  / t t t

Формула является общезначимой.
Модальные термины □ и 0 истолковываются здесь в качестве 

квазифункций. Если функцией является соответствие, в силу ко
торого объект из некоторой области (области определения функ
ции) соотносится с определенным объектом (из области значений 
функции), то квазифункциия - это соответствие, в силу которого 
объект из некоторой области соотносится с некоторым объектом 
из определенного подмножества некоторого множества. Частными 
случаями последних подмножеств являются множество, состоящее 
из одного элемента, а также все множество значений квазифунк
ции. Заметим, что истолкование модальных терминов в качестве
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квазифункций позволяет опровергнуть общеизвестное утверждение 
Я.Лукаоевича о невозможности определения необходимости и в оз
можности в терминах истины и лжи.

Формализацией модальной логики является исчисление , 
получаемое путем расширения классического исчисления высказы
ваний (КИВ) за счет введения двух новых схем аксиом: па^ а ; 
АэОА.

Для доказательства метатеоремы о семантической полноте вве
дено понятие альтернативной интерпретации, под которой понима
ется функция, приписыва ющая не дробное" значение формуле при 
любом наборе значений входящих в нее переменных. Доказательст
во осуществлено разработанным нами методом, представляющим 
собой обобщение метода Хенкина. Ниже этот метод будет изложен.

Логики на основе значений tn, t c , / 1 и / с . Значение /  возни
кает,  в частности, при приписывании значения формуле п а  при 
значевии t подформулы А, При этом мы рассуждаем следующим об
разом: положение дел, описываемое высказыванием А , имеет место 
по необходимости или случайно; допущение того, что оно имеет 
место по необходимости, позволяет приписать формуле п а  значе
ние t ,  допущение другой возможности позволяет приписать этой 
формуле значение / .  То есть высказывание, имеющее значение t ,  
может оцениваться дополштельно как необходимое (фактически) и 
случайное (фактически). Это и аналогичные рассуждения приводят 
к необходимости приписьвать элементарным формулам значения из 
области (tn,tc ,/*  , / с >. На основе этих значений можно по- 
разному определять логические термины, что зависит от типов 
анализируемых высказываяий. Сами же типы высказываний обуслов
ливаются особенностями эбластей действительности, утверждения
ми о положениях дел котэрых эти высказывания являются.

Исследование итерированных (повторяющихся) модальностей 
позволяет сделать вывод о том, что существует несколько поня
тий фактической необходимости (и соответствующих им понятий 
фактической случайност* и фактической возможности). Специфика 
этих понятий проявляется лишь в случае их итерации.

Рассмотрим высказывание пр° . Пусть оно является истинным, 
если положение дел, опюываемое высказыванием р°, обусловлено 
внутренними существенными связями предмета. В каком случае 
высказывание Dp0 можно оценить как необходимо истинное? В том 
случае, когда внутреннее существенные связи предмета или явле
ния, в свою очередь, детерминированы внутренними существенными 
связями, т . е .  более глубокой сущностью. Внутренние существен
ные связи, детерминирующие какое-либо положение дел, могут 
быть сами детерминированы как (более глубокими) внутренними 
существенными связями, так и внутренними несущественными свя
зями или внешними обстоятельствами. Имеется еще одна возмож
ность. Положения дел детерминируются внутренними существенными 
связями, которые, в свою очередь, детерминируются только внут
ренними несущественными связями или внешними обстоятельствами.

w
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При значении tc высказывания р° формуле □р° можно приписывать 
значения тоже тремя способами, каждый из которых является со
держательно оправданным.

Приведем три из возможных девяти способов определения 
операторов □ и 0:

л tn te f lf c , 6) A tntc/tfc , в) A tntcfif°
ПА t f f f ПА tcfcfcfc DA tn /V1/1
0 А t t f t 0A tctcfctc 0 A tntnfltn

tn п
Символы t и / понимаются как сокращения для значений T^(tc) и 
'l 1 .
7*ifс) соответственно. Определением отрицания служит
следующая таблица: A tntcflfc .

“I A f'fctntc
Далее, логическая система может не учитывать высказывания, 

которые описывают положения дел, являющиеся порознь случаными, 
но определенные сочетания которых необходимы или невозможны 
(первый способ определения логических связок), может учитывать 
их частично (второй способ), может учитывать их полностью - 
(третий способ). Приведем таблицу, описывающую второй способ 
определения импликации:

A tntntntntctctctcfi f1 fl f1 fcfc fcfc
В

АэВ tntc fctntnfcfctntntntntntctctn
tc tc

Таблица, описывающая первый способ определения логических свя~
зок, получается заменой дробных значений формулы АэВ значением
tc, а таблица, описывающая третий способ, - заменой значения
tc формулы А=>В при значениях /с и tc формул л и в , соответст-

+ пвенно, значением
tc

Три способа определения модальных операторов и три способа 
определения связок позволяют построить девять логических сис
тем, в которых выделенными значениями являются tn и tc (и t
как сокращение для значения Буква в обозначении системы
указывает на способ определения модальных операторов (опреде
ление посредством таблицы а, или б, или в), а наличие знака 

или соответственно на первый или третий способ опреде
ления связок, отсутствие этих знаков - на второй способ опре
деления связок. Формализациями указанных систем являются ис
числения (обозначаемые так же, как и семантически построенные 
системы), содержащие кроме схем аксиом КИВ следующие схемы (в 
языке имеются только логические термины о,о,п и э):
(Sa) 1)ПА>А, 2)А?>0А, 3)-]П~\АэОА, 4)0А̂ ПП~\А, 5hOA^O (АэВ).
б)ПВ>П(А>В). 7)а(АэВ)о(ПА>ПВ), 8)Q(A>B)z>(0A>UB), 9)0(А=>В) :>
(□АэОВ), Ю)ОВ^О(А^В) , 1 1 )Ь1АЭЪ(АЭВ) ;
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(QJ&OB), Ю )ОВэО(АэВ) ,  1 1 )ОтАэО(АэВ);
(За) схема 8 исчисления Sa заменяется двумя схемами: 

а(АэВ)?'(<>Аэ(01Вэ(-]Аэ-\В) )) , П(АэВ)э(<>АэОВ) ;
(За) схема 8 исчислзния Sa заменяется схемой □ (АэВ) э 

СФА^ФВ ) ;
(sB) к схемам аксиом исчисления За добавляются схемы

12)  DA>Z]QA, 13)0ПА>ЪА, 14)0А>0ОА, 15)ПА>О0А, 16)П0А>ПА,
17)00Az>0A.

(Зб) схема 8 исчисления sB заменяется двумя схемами 
П(АэВ ):>(4Аэ(01Вэ(1А>1В)  ) ) , а (АэВ ) э  (ОАэОВ ) ;

(si.) схема 8 исчисления SB заменяется схемой q(a>B )>(oaz>ob); 
(SB) к схемам исчисления Sa добавляются схемы 12)qa>ooa,

1 3 )  ЪПА:>ПА, 14)ОА>ОЬА, 15)00А^0А\
(S6) образуется из (SB) заменой схемы 8 схемами

□ (А>В):>($Аэ (0~\Bz>(~}Az>i B ) ) ) , □ (Аз В Ъ  (ФАзФВ ) ;
(si) образуется из (SB) заменой схемы 8 схемой

□ (АзЗ .):> (ФАзФВ J .
Семантики исчислений SB и sB являются матричными. Для дока

зательства семантической полноты для каждого из этих двух ис
числений доказана следующая

ЛЕММА: пусть a1,...,an - все различные переленные, входягиие
в формулу р, a b1,..,,bn - значения этих переменных. Пусть а{
есть (аа{), (а{,о-\а{), (п О а и л и  <-\aitOa{) в зависимости от 
того, есть ли ь ^ п, tc,/1 и и /с. Пусть Р' есть <ud), СР.ФпР}, 
(iod) или <-\D,OD) в зависимости от того, принимает ли р значе
ние tn,tc,fl или /с при значениях ь1,...,ьп переменных 
a1,...,an. Тогда a ĵ. .. Ап*-Р' (из множества гипотез Г следует 
множество формул Р ’, если и только если из Г следует каждая 
формула из D').

Лемма доказывается индукцией по числу вхождений символов
□ ,ф,л и з в р.

Если формула Р принимает выделенное значение при наборе 
значений b1,,..,bn переменных a1,...,an, то очевидно, что 
axv . . ,\JAnhD. Пусть формула Р является общезначимой. Тогда для
любой последовательности множеств Аг,. . ., А верно, что
Aiu -. .UA ьр. Имеем:
'■V. 5.АГ  . . .•V•i*V® из 1,2;
2. А. , . 6 . А. , . . . , ,ia ьР1 ИЗ 3,4;1 * п-1 П П 1 п--1 п
3.^,. • Ап-fD из 5,6;
4-V. и т.д.

Для доказательства семантической полноты исчислений Sa, Sa, 
Sa, sdtsi,se,si вводится понятие альтернативной интерпретации. 
Альтернативная интерпретация - это функция (й Й), приписываю
щая “недробные” значения формулам. Дадим индуктивное определе
ние альтернативной интерпретации семантики исчисления Sa.

Если Р-пропозициональная переменная, то 11РЙ€<ЧП, tc,fl, fc). 
|-Ul=tn, е.т.е. IАЙ=fl; йпАЙ^с, е.т.е.ЙАЙ=/с;
Ии Ай =,f1, е.т.е. ЙАЙ-tn.; Й“1АИ=/С, e.T.e.SAl=tc;
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илиIIАэВ\\ =fc, ел.в. или UAll=tn и ИвИ =fc, или IÎ M=tc и Ш = / 1. 
IMI=tc и II Bll =fc;
\\Az>B\\=fl, е.т.е. НAll = tn и Мв1=/1;

вели или IUH=tn и llBfl = tc, ИЛИ ЙАЙ=/С И ЙВЙ =/1, ТО H>4DBll=tc;
если !Ы1=/С или llBH=tn, то ЙАэВН=гп;
если или И̂ й-МвН =tc, или ЙАЙ=/С и Швй =tc, или й̂ й=Ивй=/с, 

то llA2>Bll€<tn, tc>;
если H^H=tn, то Hcul€{tn,tc>; если или й^й^с, или ЙАЙ=/1, 

или IIа\\ =fc, то йпаЙ€{/1,/с>;
если или ttAl=tn, или йAl=tc, или ЙА«=/С, то H0Al€Ctn,tc>; 

если lUlb/1, то IOAle(fl,fc).
Для доказательства метатеоремы семантической полноты ука

занных исчислений доказывается следующее утверждение: совмес
тимое с соответствующим исчислением множество формул можно 
расширить до максимального непротиворечивого множества. Затем 
доказывается

ЛЕММА. Пусть Т - максимальное непротиворечивое множество 
формул. Тогда существует альтернативная интерпретация, припи
сывающая выделенное значение каждой формуле из Т.

Для доказательства леммы вводится функция II Нт> обладающая 
следующим свойством: "Для произвольной формулы а верно:

IUIIT=tn, е.т.е. АеТ и □ AeT; IUHT=tc, е.т.е. АеТ и О̂ АеТ; 
IUIIT=/1, е.т.е. 1АеТ и поАеТ; Й4ЙТ=/С, е . т . е л М  и ЪАеТ".

Индукцией по числу вхождений логических терминов в формулу 
А доказывается, что функция II йт обладает всеми свойствами 
альтернативной интерпретации, т.е. является альтернативной 
интерпре тацией.

Приведем доказательство подслучая одного случая индукцион
ного шага. Пусть п+1 вхождением логических терминов в формулу 
А является вхождение знака возможности, т.е, формула А имеет 
вид Ов. В этом случае требуется доказать, что (1)если или 
HBHT=tn или йB8T=tc, или ЙВЙТ=/С, то iOB8T€<tn.tc>; (2)если 11ВИт=/\ то |«В1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПЕРВОГО ПОДСЛУЧАЯ. Пусть *B»T=tn. Тогда, по 
определению I! IIт, ВеТ и пВсГ. Отсюда, в силу насыщенности Т, 
ФВеТ. В силу максимальности Т оОВсТ или ш0ВеТ. Если -шоВеТ, 
то ОпОВсТ, так как формула -иэовэопов - теорема. То есть OBeT и 
□овсТ или же бВсТ и ОчОВсТ. Следовательно, по определению 
Н 11т, йовйт€ а п,<с>. nycTbttBttT=tc. Тогда ВсТ и <пВ€Т. Значит 
0В€Т. В силу насыщенности Т пов^Г или юоВеТ. Следовательно, 
ttOBflT€<tn.tc>. Пусть 1вйт=/с. Тогда чВсТ и ОВ̂ Т. В этом случае 
тоже йовйт€ а п,tc>.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВТОРОГО ПОДСЛУЧАЯ. ПустьйВИ^/1. Тогда пВсТ 
и пОВсТ. Если тбВсТ, то, в силу насыщенности Т, оовсТ или поов«Т. Следовательно, Иовйт€<71 ,/с>.

Нами доказана семантическая полнота всех названных выше 
исчислений.
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Логика предикатов.
системы Sq - систему PS*. 
символы: 1 )р$, ej, .sf,

Расзмотрим лишь 
' Пусть

*£..... -

предикатное расширение 
язык включает следующие 

fc-местные предикатные
символы; 2)хг, - индивидные переменные; -
индивидные константы; 4)п V - логические термины (другие
логические термины вводятся на основе обычных определений, 
играющих роль синтаксических сокращений). Определения терма и 
формулы обычные.

Семантика PSg включает функции SD и II 11°. Первая из них 
является функцией приписьвания значений свободным индивидным 
переменным из непустой области D. Вторая - функцией приписыва
ния значений индивидным константам, предикатным символам и 
сложным выражениям. Если х - индивидная переменная, свободно 
входящая в формулу А, Sd(X)€P. Ес л и  а - индивидная константа, 
то Най D€D. Е с л и  Ак ^-местный предикатный символ, то 
UiikUD={Plt ,lf* ,1̂ , .  D* - множество fc-ок предметов, находящих-п с 1 с п .
ся в отношении А по необходимости; 1г - множество к-ок пред
метов, находящихся в отношении Ак случайно, - множество 
Ь-ок предметов, по необходимости не находящихся в указанном 
отношении; Dk - множество k-ок предметов, не находящихся в 
этом отношении случайно, рЧр*; рЧя*; ; Dkzrf*;

=£*. Вместо II3DU)IID будем писать
IUII°? Тогда l^k"t1!....tek;«|=tn. е.т.е. <1.^1°.... ■

- термы, а а* ^-местный предикатный символ, а 
Отрицание и импликация определяются так же, как в 
S£. HnAllg=tn, е.т.е. II jillg=tn; Ио аИ°=/1, е.т.е. 
или IUIIg=/c, или IUIIg=/*; Il0i4ll°=tn, е.т.е. или 

или IUII°=tc, или IUII°=/C; е.т.е. IUIl“=/‘.
X)Ug=tn

где t,,
X^elUir.П
системе IUB“=tc,
1̂ ||д=1П,

IIVx̂ (x)llg=tn. е.т.е. дяя любого приписывающего свобод- 
ным переменным формулы А(х) те же значения, что и S, и кроме 
того приписывающего некоторое значение переменной х, верно, 
что \\VxA(x Jllj?=tc, е.т.е. для всякого S *
IU(ar)ttg,=tn или tw, и существует S' такое, при котором 
IIA(x)U?=rtc; если существует S' такое, при котором Иа (*Л1°,=/1 ,
то \\4xA(x)\\̂ =fl; если существует единственное S ’ такое, при
котором llA(ar)llg,=/ 
ся,
при котором 
котором IIА (а;) 11°,=/

|D

а при всех остальных S’, если они имеют- 
то И\/а?А(а?.)11°=/с; если существует S' такое,
D _^с и существует другоеA(x)\\“,=f
с и не существует S' такого,

наг*;|" =/1.
1У*АС*Л“,=/1,

s
то

S' такое, при 
при котором 

Причем, в этом . случае 
е.т.е. для некоторого конечного множества 

D'(D'ZD) верно: НУя(НА(яЛ1д=/1, где S - распределение значений 
по свободным переменным, входящим лишь в формулу ЧхА(х).

Функция II 11° называется также альтернативной интерпрета
цией.

Формула является логически выполнимой, е.т.е. существует 
альтернативная интерпретация и существует распределение значе
ний по ее свободным переменным, при которых формула принимает
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значение из области <tn,tc>.
Формализацией описанной семантики является исчисление PSg 

со следующими схемами аксиом: схемы аксиом исчисления s£;
(A1)\JxA(x)^A(t), терм t свободен для х в А(х); 
(А2)Ух(А?В)э(АэУхВ) , если А не содержит свободных вхождений я; 
(A^oVxACx^VxOACx); (Aq)4xDA(x)>o4xA(x); (А^)оУхА(х)эУхЪА(х); 
(Ае)-\^хА(х)э^0 (a(g1)a. .. АА(сп)), где п -  некоторое конечное 
число, большее или равное 1, a Cj......... с -  некоторые индивид
ные константы (множество (о19 ,., 9е ) может быть единственным). 
Правилами вывода являются правила вывода исчисления Sg, а так
же правило обобщения.

Нами доказана адекватность семантики исчислению PSg.
Доказательство включает в себя доказательство утверждения о 

существовании максимального непротиворечивого расширения ис
числения PSq в языке, содержащем счетное множество новых инди
видных констант. Это расширение обозначается буквой И.

Вводится функция II IIи, обладающая следующими свойствами: 
произвольной замкнутой формуле а исчисления И эта функция при
писывает значение tn, е . т . е .  а и а а -  аксиомы И; значение t c ,
е . т . е .  А и <па -  аксиомы И; / 1, е . т . е .  па и ~\0А -  аксиомы И; 
/ с , е . т . е .  и А и оа -  аксиомы И. Областью, из которой функция 
II IIи приписывает значения индивидным константам, является мно
жество индивидных констант. Эта функция приписывает индивидной 
константе в качестве значения ее саму. Предикатному символу Ак 
эта функция приписывает упорядоченное множество 
где есть множество таких fe-ток (ах......... индивидных конс
тант, для каждой из которых имеет место: Ак(осг,... ,а^) - ак
сиома И и DAk ( a .......... a )  -  аксиома И; iP есть множество таких1 к с
fc-ток (al f . . . , a k) индивидных констант, для каждой из которых 
имеет место: Ак(ах, , . .  ,а к) аксиома И и ФпАк(ах , . . .  , ак) -  ак
сиома И; есть множество таких fe-ток (о^, . . . ,ak) индивидных
констант, для каждой из которых имеет место: iAk(a1 ......... -
аксиома И и nOAk('a1 , . . .  , ak) -  аксиома И; P- есть множество 
таких k-ток индивидных констант, для каждой из
которых имеет место: iAk(a1 , . . . ,ak) -  аксиома И и
0Ak(a1 , . . . , a kJ -  аксиома И. Очевидно, что функция II IIи облада
ет всеми свойствами альтернативной интерпретации при приписы
вании значений замкнутым атомарным формулам.

В качестве индукционного предположения допускается, что 
функция II IIи обладает всеми свойствами альтернативной интер
претации при приписывании значений замкнутым формулам, имеющим 
не более п вхождений логических терминов. Далее доказывается, 
что эта функция обладает всеми свойствами альтернативной ин
терпретации при приписывании значений замкнутым формулам, име
ющим п+1 вхождение логических терминов.

Функция S приписывает значения индивидным переменным из 
счетной области индивидных констант исчисления И, причем, если 
S ( x ) = o l, где а€Р, то 11а(х)11  ̂ есть НА(а)Ни. 13
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Функция II Uи является альтернативной интерпретацией, припи
сывающей выделенные значения всем аксиомам исчисления И. (В случае незамкнутых формул, являющихся аксиомами И, в качестве 
S берем любое приписывание из области индивидных констант).

Пусть, далее, формула А является общезначимой, но не явля
ется теоремой PSg. Если в ps£ не доказуема формула А, то не 
доказуема и формула -лА. Расширим PSg в языке, содержащем 
счетное множество новых индивидных констант, путем добавления 
в качестве новой аксиомы формулы iA. Полученное исчисление 
расширим до максимального непротиворечивого исчисления И. Все 
замкнутые аксиомы, в том -сисле и iA , исчисления И принимают 
выделенное значение в альтернативной интерпретации U IIи. Сле
довательно, формула iA явллется выполнимой. Тогда формула А не 
является общезначимой, что противоречит условию. Следователь
но, каждая замкнутая, а значит и любая, общезначимая формула 
является теоремой PSg.

Логика! на основе значений п,с, и i. Для исследования р ас- 
суждений, в которых из необходимых суждений (например, из ут
верждений, выражающих законы природы или общественной жизни) 
должны выводиться необходимые суждения, применима построенная 
нами трехзначная квазиматричная логика Sp. Язык логики Sr -  
включает символы t , a , v , d , d и о,  которые определяются посредст-^ 
вом следующих таблиц:

А п с ( A ft ft ft Q Q Q i ( (
1А. t o n В ft Q ( ft Q i ft Q t
QA n i t АЛВ ft Q { Q

t
Q ( ( t {

0 А n n t AVB ft ft ft ft
n
Q Q ft Q (

Az>B n C t n
n
C 0 n n n

Выделенным значением является п. Исчисление Sp, формализую
щее описанную семантику, содержит схемы аксиом, совпадающие со 
схемами аксиом КИВ. В* этик схемах аксиом метапеременные о боз
начают модализированные формулы. (Определение модализированной 
формулы: если А -  формула КИВ, то па и о А -  модализированные 
формулы; если В и с -  модализированные формулы, то пВ, ав, ов, 
Вас, BVC, Вэс -  модализированные формулы; ничто иное не явля
ется модализированной формулой.) Кроме этих схем имеются еще 
25 схем аксиом, в которых метапеременные обозначают любые фор
мулы системы: схемы аксиом, совпадающие с дополнительными сх е 
мами аксиом исчисления Sg, а также d.aaoB:>d (аав) , о а л пВэ О (а лВ) , 
n (AAB)z> (ПАЛОВ ) , 0(АЛВ)^0АЛ0В, OAVOAAO-iAVlOA , ОАУПВэП (АУВ ) ,
OAWOB^O(AWB) , DUVBbDlW B; □ UVB )>OAVDB , 0 (AVB )z>0AV0B .

Правилами вывода является: modus ponens; правило замены
произвольного числа вхождений формулы -па на А, и наоборот;

А
правило Гёделя gj- . Определение доказательства обычное. Выво
дом называется непустая конечная последовательность формул, в 
которой каждая формула есть или гипотеза из некоторого мно-
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жества гипотез Г, или теорема, или формула, полученная из 
предшествующих формул последовательности по одному из правил 
вывода, в том числе и по правилу Гёделя. Вывод является выво
дом конечной фомулы последовательности из множества гипотез Г.

Все правила вывода КИВ являются правилами вывода данного 
исчисления со следующим ограничением: они применимы лишь к 
модализированным формулам. Некоторые, по крайней мере некото- 
рые, прямые правила вывода натурального исчисления высказыва
ний применимы и к немодализированным формулам, например, пра- 

AVB.nA
вило ---в---. Такие непрямые правила, как правило дедукции
Г, АьВ Г , АьВ ,*Г, Ah~\B
Г^а^в и приведение к абсурду ---------  , не применимы к не-
модализированным формулам в выводе. Однако производным в Sr
является так называемое ослабленное правило приведения к аб- 

Г, АьВ.Т, А ы В
СУРДУ: — ГРоЧ!---- •

Для доказательства метатеоремы о семантической полноте вво
дится понятие альтернативной интерпретации. Альтернативная 
интерпретация - это функция II II, приписывающая формуле "не- 
дробное" значение. Из индуктивного определения этой функции 
приведем лишь один случай индукционного шага: если ГИа1=п и 
llBlUc) или ('ll All =с и IIBll =п), то II АлВН -с; если II All = { или НВ11={, 
то IIaabII=i; если I!All =11 Bll — о, то llAABieC{,с). Доказательство 
осуществляется способом, сходным со способом, которым доказана 
семантическая полнота исчисления S£. Этот и другие упоминаемые 
в статье методы разработаны нами.

При построении семантики для предикатного расширения исчис
ления Sp предикатным символам приписываются значения следующим 
образом: если в - непустая индивидная область, а Ак А-местный 
предикатный символ, то llAkllD={Bk,Bk,l)̂ >. iPqiP;
J * & M * * 4 l  n с 1 n
n c i * n c i

Семантики ограниченных множеств описания состояний
При построении семантическим методом систем, выражающих 

свойства логических модальностей, мы последовательно истолко
вываем каждое элементарное (или атомарное, если речь идет о 
логике предикатов) высказывание в качестве логически истинно- 
го, логически недетерминированного и логически ложного. Каждую 
конъюнкцию логически недетерминированных элементарных (или 
атомарных) высказываний в свою очередь истолковываем в качест
ве логически недетерминированного или логически ложного выска
зывания, и т.д. В результате таких истолкований из множества 
возможных описаний состояний для формулы могут исключаться 
некоторые описания состояний. Если при определенном истолкова
нии элементарных (или атомарных) высказываний, входящих в фор
мулу А, эта формула принимает значение t при всех возможнос
тях, допустимых этим истолкованием, то формула 1»А, где L -
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оператор логичеркой необходцмости, является истинной при дан
ном истолковании.

Создаваемые таким методом семантики имеют преимущество пе
ред семантиками возможных миров, так как в них не используются 
требующие пояснения понятия "возможный мир" и "модельная - 
структура". Кроме того, в случае пропозициональной логики и 
логики предикатов с конечной предметной областью можно пере
числить все возможные исто, жевания (интерпретации) элементар
ных или атомарных высказыв* ний для данной формулы или данного 
конечного множества формул, а следовательно, перечислить все 
конструкции, называемые сграниченными множествами описаний 
состояний (омосами) и отнссительно ограниченными множествами 
описаний состояний (огосамл) и выполняющие роль модельных - 
структур семантик возможных миров.

Семантика исчисления S5 Лыомса, Будем употреблять символы 
L, U (логически возможно), -|,э. Связки a,v,s введем на основе 
обычных определений. Оператор с (логически случайно) определим 
так: СА=Л£ЫААЫ1А. Для удобства записи в описаниях состояний 
вместо символа i будем употреблять символ При построении 
семантики будем использовать содержательные соображения, кото
рые поясним на примере.

Пусть дана формула L(p?q)>(Lp?Lq) и все конечные описания 
состояний для этой формулы: a^p.q}; a2=(p,q); oc3={p,q);
a4 =<p.q>. В описаниях состояний a3 и a4 является ложной форму
ла р, а следовательно, является ложной и формула Ьр, так как 
отсутствующее положение дел не является логически необходимым. 
В описании состояния а является ложной формула p=>q, а поэтому 
является ложной и формула L(p^q). Таким образом, в описаниях 
состояний a2,a3,a4 исходная формула является истинной. В опи
сании состояния аг истинными являются формулы p̂ q, р и q. Что 
в этом случае можно сказать об истинности формул L(p>q), Ър и 
Lq, а в конечном счете об ютинности исходной формулы? Естест
венно рассмотреть следующие возможности: (1) в качестве р и q 
мыслятся высказывания, которые не могут быть ложными в силу 
особенностей их логических форм, т.е. высказывания, являющиеся 
логически истинными; (2) в качестве р и q мыслятся логически 
недетерминированные высказывания; (3) в качестве р мыслится 
логически недетерминированное высказывание, а в качестве q - 
логически истинное; (4) в качестве р мыслится логически истин
ное высказывание, а в качестве q - логически недетерминирован
ное. То есть рассматриваем подстановки вместо пропозициональ
ных переменных высказываний различных логических форм, а тем 
самым вводим ограничения не возможные значения истинности эле
ментарных высказываний.

При первой из описанных выше возможностей в результате ог
раничения, накладываемого на возможные значения истинности 
высказываний р и q, остается одно описание состояния - о̂ . 
Описания состояний a2,a3,a4 оказываются невозможными. При вто-
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рой возможности, наряду с исходным описанием состояния о̂ , 
возможными относительно оказываются описания состояний
а2’а3’а4 И Т *Д *

Обозначим буквой W множество всех описаний состояний для 
формулы. Введем понятие ограниченного множества описаний сос
тояний для формулы (сокращенно - ОМОС, или омос). Омос - это 

- множество описаний состояний vr(w'sw), полученное из w в ре
зультате истолкования каждой переменной, входящей в формулу, в 
качестве логически истинного, логически недетерминированного 
или логически ложного высказываний и (возможного) исключения 
на этой основе из w описаний состояний, противоречащих такому 
истолкованию. Так, если высказывание р истолковывается как 
логически истинное, то из W исключаются все описания состоя
ний, содержащие р. Факт интерпретации переменной в качестве 

.^логически истинного высказывания будем обозначать формулой 
пМпх, в качестве логически недетерминированного высказывания - 
формулой м а а ж а , в качестве логически ложного - формулой -\МА, 
где А - пропозициональная переменная. Множество формул, соот
ветствующих такому истолкованию переменных некоторой формулы, 
обозначим буквами ОГ. Если, например, формула содержит одну 
пропозициональную переменную а , то возможны три ОГ для этой 
формулы: первое - пМХ; воторое - тМпХ; третье - MAAMiA (или 
МА,М~\А). В общем случае ОГ для формулы, содержащей п пропози
циональных переменных, равно зп. По этой же формуле определя
ется число ОМОС для формулы.

Омос VT можно также задать указанием пары <0Г;w '>, где ОГ - 
ограничение, накладываемое на возможные логические формы эле
ментарных высказываний, a W* - множество описаний состояний, 
получаемое из ff в результате ограничения.

Описанные ограничения не полностью характеризуют логические 
формы элементарных высказываний. Для более полного учета осо
бенностей логических форм элементарных высказываний введем 
понятие подомоса некоторого омоса. Если ограничение омоса со
держит менее двух формул вида Са (т.е. вида MaAtfia), то подо- 
мосом этого омоса является он сам. Если ограничение омоса со
держит более одной формулы вида Са, то на основе этого омоса 
образуем подомосы путем добавления к ОГ для каждого множества 
формул { Caj,..., Can> , где n> 1, одной из формул ы(а^А... лап),

..лап), где ai есть а{ или а{ для каждого описания сос
тояния <2L,...,a >, входящего в W’ и включающего, естественно,i n
все формулы из Са1,...,an>. Основание для дополнительного ог
раничения множества описания состояний таково. Пусть Ср и Cq 
входят в ОГ. Что можно сказать об истинности формулы M(pAq)? 
Нужно рассмотреть два случая. В качестве р и q можно мыслить 
логически недетерминированные высказывания, конъюнкция которых 
логически непротиворечива, а также высказывания, конъюнкция 
которых логически противоречива. В первом случае к ОГ следует 
добавить формулу M(pAq), а во втором - -\M(pAq). В последнем
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случав из w  удаляется описание состояний <p,q>.
Ограничение, получаемое в результате расширения ОГ, обозна

чим ОГ'. Множество описаний состояний тг , ограниченное посред
ством ОГ, может ограничиваться дополнительно в результате рас
ширения ОГ. Дополнительно ограниченное множество описаний сос
тояний обозначим w  '(w* 'SFT).

В произвольном описгнии состояния a/acfT'/ подомоса 
<0Г';W'' > формулам приписываются значения так: переменная - 
обычным образом принимает значение t или / в а в зависимости 
от того, входит ли в а эта переменная без отрицания или с от
рицанием; термины л и :> отделяются обычным образом; формула 
LB принимает значение t в а, е.т.е. формула В принимает значе
ние t в каждом P(peW,‘); <(юрмула МВ принимает значение t e a ,
е.т.е. существует такое огисание состояния P(p€W’), в котором 
формула В принимает значение t.

Формула В общезначима г подомосе, е.т.е. она принимает зна
чение t в каждом ос (aeW'') этого подомоса. Формула В выполнима 
в подомосе, е.т.е. она принимает значение t в некотором 
aCaeW’') этого подомоса. Формула В общезначима, е.т.е. она 
общезначима в каждом подсмосе каждого омоса. Формула В логи
чески выполнима, е.т.е. существует подомос некоторого омоса, в 
котором В выполнима.

Доказательству метатеоремы о полноте предшествует доказа
тельство следующей леммы: пусть В - формула, <or';W''> - подо
мос , а1Р...,а - все различные переменные, входящие в в,
Ъ®....Ь* - истинностные значения этих переменных в описании
состояния а, таком, что aeW* ', А* есть <*1# если Ь® есть t, и 
есть laj, если ь* есть /; пусть В4 есть В или лВ в зависимости 
от того, принимает ли В значение t или / в а. Тогда, 
ОГ ....Aa)hDa.1 п

Доказательство осуществлено возвратной математической ин
дукцией по числу вхождений логических терминов в формулу В.

Из-за ограниченности объема статьи заменим доказательство 
метатеоремы о полноте дсказательством формулы В, являющейся 
общезначимой и содержащей лишь одну переменную р.

1 .Ыр, м~\р,рьд - в силу леммы;
2. М,Млр.лрнВ - в силу леммы;
3. лМлр.рьВ - в силу лечмы;
4. лМр,лрьВ - - в силу леммы;
5. Мр,МлрьВ - ИЗ 1,2;
6. Мр ,лМлр,р1-В - из 3 (рэМр - теорема S5);
7. Мр,лМлр»-В - из 6 (лМлрэр - теорема S5);
8. Mpf-B - ИЗ 5,7;
9. лМр*-В - из 4 (лМрэлр - теорема S5);
10. hB - ИЗ 8,9.
Семги-гласа предикатного расширения исчисления S5 (исчисления

PS5). Язык исчисления PS5 содержит n-местные предикатные сим
волы Plj д£,р£,. . .; ин,давидные переменные я?1,г2,...; инди-
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видные константы а^с^,...; логические термины п,э,ъ,\/; скоб
ки.

Пусть А - формула (множество формул); D - непустая область 
интерпретации; SD - распределение значений из D по свободным 
переменным формулы А; Т° - функция приписывания значений инди
видным константам, Т°(а)€Р, где а - индивидная константа; (pD - 
функция приписывания значений предикатным символам, чР(1*)я1р, 
где Р* - fc-местный предикатный символ. | | - функция истолко
вания сложных выражений: |̂ D (lP (SD (Pk (t1.... t. )))) | =• t
е.т.е. «pD(4p(SD(td)) .....  ipD(Tp(SD(t¥t))))>€<pD(Pit). Вместо

1 D D 71
\<Pd(1?(Sd(a )))\ будем писать |a|s ,т ; если из контекста ясно,

Ч'какая область D имеется в виду, - если формула а не
имеет свободных вхождений индивидных переменных - \а \ если А 
не содержит индивидных констант - \а \*\ если не содержит ни 
тех ни других -

Огосом для формы (множества формул) является упорядоченное 
множество из трех элементов <0Г *;?г •;£>, где в - непустая об
ласть интерпретации; ОГ' - полное ограничение, накладываемое 
на логические формы предикатных символов, т.е. ОГ' - это ис
толкование каждого n-местного предиката в качестве логически 
необходимого по отношению к заданной n-ке предметов, логически 
невозможного или логически случайного (каждое высказывание тем 
самым истолковывается в качестве логически истинного, логичес
ки ложного и логически случайного) и каждой fc-тки логических 
случайных n-местных предикатов (системы n-местных предикатов) 
в свою очередь в качестве логически возможной или логически 
невозможной по отношению к данной n-ке предметов, и т.д. ; 
W'1 CW' 'SW) - множество функций <pD, допускаемых ограничением.

Пример огоса для формулы Р*^). D-d, 2). <р̂ (Т̂ )=4,
,2), <р̂ (Р*)=<2). В терминах описаний

состояний: <p\(?\)=(?[d), Р* (2)); Ч>\(2\)=(?\(1 ),р\(2));

Ч>1(?\)=<Р\(1),ЩТ21); 1%(Р\)=<¥*ТП.Р\(2)) .
Истолковываем Рх от 1 в качестве логически необходимого преди
ката, а Pj от 2 в качестве логически случайного. Тогда 
or,=(LP̂ /i), СР^(2)), vr • есть

Продолжим определение функции | |. 
е.т.е. U|®>T=/;

е.т.е. М ® - т=/ или |в |®’T=t;
\\lxA(x)\l’T=t.е.т.е. для любого распределения S', приписы- 

вающего всем свободным переменным формулы А(х) то же значение, 
что и S, но кроме того приписывающего некоторое значение сво
бодно входящей переменной х, верно: \ а ( х )  |^,T=t ;

\la |̂ *T=t, е.т.е. для любой функции ’) рассматривае
мого ОГОСа<0Г • ;УГ * ;D> ИМввТ место: |i4|̂’T=t.

Формула А является логически выполнимой, е.т.е. существует
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ОГОС <Or,;YT,;D>, ФУНКЦИИ Т° , SD И ?D (?D€W' ' ) Т Э К И в , ЧТО
W » ’T-t. Формула А является общезначимой, е.т.е. для любого 
огоса <0Г* ;W'' ;D> и для л)эбых функций T^S0 и SPD(̂PD€Wf #) имеет 
место

Несложно доказать, что каждая теорема исчисления PS5 явля
ется общезначимой формулой в построенной семантике.

Для доказательства метатеоремы о полноте доказывается ут
верждение о том, что множество замкнутых формул А можно расши
рить в языке, содержащем счетное множество новых индивидных 
констант, до максимальногс непротиворечивого множества замкну
тых формул 0, причем, формулы из 0 не содержат иных предикат
ных символов, кроме тех, которые входят в формулу их А. (Пос
леднее ограничение можно, конечно, не принимать.)

Множество 0 обладает следующими свойствами: (1) если Гу-А и 
Г£0, то А€0; (2) если АэВ=0, ТО -U€0 или В€0; (3) для замкну
той формулы А, содержащей лишь предикатные символы, входящие в 
А, верно, что или LAgQ , или LiAeO, или iLAeO и iLiAeO; (4) 
если Ч х А ( х , то для любой индивидной константы а верно, что
А(а)ев.

Доказывается также следующее утверждение: максимальное не
противоречивое множество формул 0, включающее множество А, 
является выполнимым в некотором огосе <0Г #;?г * ;В> со счетной 
областью D при приписывают значений индивидным константам

Указанный огос строится следующим образом. В качестве В 
берется (счетное) множество индивидных констант, функция т° 
приписывает индивидной константе в качестве значения ее саму. 
В качестве ОГ' выступает множество формул, включающее для про
извольной атомарной формулы РпГс1,..., сп) без свободных пере
менных формулу LPn(<?1,. . ., о ), Ь-}Рп(сх, .. ., с J или 
СРп(о1,...,сп) в зависимости от того, какая из этих формул 
является элементов 0, а также для каждой >-тки "случайных"
атомарных формул Ах.... А̂  формулу -iln (Агл. . . или формулу
1л (аха . . . ) ,  и т.д. Мноаество w есть множество всех максима
льных непротиворечивых множество формул, содержащих лишь пре
дикатные символы, входящие в формулы из A. W'' есть множество 
всех максимальных непрот*воречивых расширений множества фор
мул , составляющих ОГг.

Каждому множеству К из W* ' ставится в соответствие некото
рая функция 9>к, приписывающая значения предикатным символам. 
V-d*) есть <(сл....<? )\Р11(ол.... с )сК).К 1 П ' 1 п

Индукцией по числу вхозсдений логических терминов в фомулу А 
доказывается, что Ы *  =t, е.т.е. АеК.

Семантика исчисления S4 Льюиса. Пусть А - формула, не со
держащая итерированных модальностей, a w -  множество всех опи
саний состояний для этой формулы. Пусть cuew, а оГ’ - множество 
формул, соответствующих истолкованию каждого элементарного 
высказывания из а в качестве логически истинного, логически 
ложного или логически случайного, а n-ки "случайных" высказы-

200



ваний в качестве логически возможной или логически невозмож
ной. (Если пропозициональная переменная а входит в а без отри
цания, то соответствующее ей высказывание может быть истолко
вано как логически истинное или логически случайное, если эта 
переменная входит с отрицанием, то соответствующее ей высказы
вание может быть истолковано в качестве логически ложного или 
логически случайного.) В результате указанного истолкования 
пропозициональных переменных множество УУ ограничивается до 
множества W' ' (W' 'QW). Очевидно, что Упорядоченное мно
жество <оГ' ;<х;УУ'»> называется относительно ограниченным множе
ство описаний состояний (огосом). Можно перечислить все воз
можные огосы для формулы, не содержащей итерированных модаль
ностей .

Чтобы приписывать значения формулам, содержащим любое ко
нечное число итерированных модальностей, понятие огоса следует 
обобщить. Огосы для формул, не содержащих итерированных мо
дальностей, называются огосами первой степени. По каждому ого- 
су первой степени строится конечное множество огосов второй, 
третьей и т.д. степеней, в зависимости от степени модальной 
формулы. (Формулы рэq и Ьрэq имеют степень 1, а формулы LlfpsLq 
и L(ifpDLMq) - соответственно степени 2 и 3). Для получения 
огосов 2-ой степени на основе данного огоса 1-ой степени сле
дует в свою очередь проинтерпретировать ограничение, выражае
мое формулой LA, в качестве ограничения, выражаемого формулой 
LU, а ограничение, выражаемое формулой С А в качестве выражае
мого формулой LCA или формулой ССА, так как если установлено, 
что а является логически необходимым (или логически невозмож
ным), то этот факт сохраняется и при более полном выявлении 
логической формы высказывания а , если же установлено, что а 
является логически случайным, то при более полном выявлении 
логической формы высказывания а может оказаться, что А являет
ся логически необходимым. В тех случаях, когда возникают ин
терпретации двух и более переменных как "вторично случайных" и 
т.д., следует рассмотреть все случаи совместной возможности и 
невозможности ограничений таких высказываний. Для получения 
огосов 2-ой степени производятся ограничения "вторичных" огра
ничений переменных и т.д. Огос степени п представляет собой 
дерево, стволом которого является первый (по построению) подо- 
гос (огос, входящий в огос степени п). Первым подогосом огоса 
степени 1 является он сам. На основе каждого а (аеУУ’ первого 
подогоса) строятся вторые подогосы. На основе каждого а из уу 
каждого второго подогоса строятся третьи подогосы и т.д.

Подформулам модальной формулы степени п следующим образом 
приписываются значения в огосе п-ой степени. Если подформула 
имеет степень 1 и не находится в области действия модальных 
операторов, то ее значение определяется в первом подогосе, 
рассматриваемом безотносительно к подогосам ббльших степеней. 
Если подформула в формулы в имеет степень к и вид la или и а и
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не находится в области действия модальных операторов, то рас
сматривается огос, начиная с первого подогоса до к-х подого- 
сов. Подформуле формулы В степени 1, имеющей вид LК или ЫК и 
находящейся в области действия модального оператора, приписы
ваются значения в к-х псдогосах. Формулам, не содержащим мо
дальных операторов, обычным образом приписываюатся значения в 
описаниях состояний. На основе значений формул а й в  обычным 
образом приписываются значения формулам АэВ и ia  в описаниях 
состояний. Формула LА является истинной в описании состояния 
а, е.т.е. формула А истиша во всех описаниях состояний, воз
можных относительно а, т.е. являетя истинной в каждом 
0/0€W’'/. Формула ЫА истинна в описании состояния а, е.т.е. 
найдется такое описание «юстояния P(p€W'')t в котором А истин
на. Формула А истинна в огосе, е.т.е. она истинна в исходном 
описании состояния этого огоса. Формула является логически 
общезначимой, е.т.е; она истинна в каждом огосе. Формула явля
ется логически выполнимой, е.т.е. найдется огос, в котором она 
истинна.

Доказательству метатеоремы о семантической полноте предшес
твует доказательство сле.хупцей леммы. Пусть ;a;W''> - огос 
fc-той степени для формулы в степени к, где 8Г' - полное огра
ничение (т.е. не только "первичное" ограничение переменных из 
а, но и ограничение ограничений и т.д.) накладываемое на пере
менные из a, a W'* есть W' *, если к=1, и есть множество ого- 
сов, вытекающих их W ’ , если к>1. Пусть <A1,...,As> есть а,  
где А{ есть а{ или в зависимости от того, входит ли в а 
или а.  Пусть В ’ есть В или пВ, в зависимости от того, истинна 
или ложна формула В в огосе. Тогда  Авн1)'.

Семантика исчисления М Фейса-Вригта. В семантике исчисления 
огосы первой степени не отличаются от огос первой степени се
мантики исчисления S4. Для образования огосов второй степени 
ограничение огоса первой степени, выражаемой формулой ы ,  в 
свою очередь истолковывается как LLA или CLA, а ограничение, 
выражаемое формулой СА, истолковывается так же, как и в семан
тике для S4. Семантическая полнота доказывается сходным обра
зом. Итерированные модальности истолковываются в качестве фак
тических, а не логических.

С м е д а н н ы е  с е м а н т и к и
Исчисление pls£. Язык содержит символы 1 ,э,п,б,ь и квантор 

общности. Схемами аксиом и правилами вывода являются: а) схемы 
аксиом и правила вывода исчислений PSg и PS5; б)иы=пы; 
LOAb OIA (символы л и г используются в качестве синтаксических 
сокращений).

Семантика исчисления PLs£; (1) множество функций распреде
ления значений по свободным переменным SD, (2)множество функ
ций приписывания значений индивидным константам т°, (З)множес- 
тво функций приписывания значений предикатным символам
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уРуЧр(Ак) =<lP,lP,Î tlfc), где Ак - ^-местный предикатный сим
вол, a iPy Lk, iP, ifc - то же, что и в семантике для исчисления* п* с* 1* с *
PS6, (4)множество омосов. Омос - это упорядоченное множество 
из трех элементов - <0Г ';YT •;Р>, где D -  непустая область ин
терпретации; W ' v r  ' - множество всех возможных интерпрета
ций предикатных символов. оГ' - ограничение, накладываемое на 
возможные логические формы предикатных символов, а в конечном 
счете - атомарных высказываний, т.е. истолкование каждого ато- 
марного высказывания в качестве логически необходимого, логи
чески случайного или логически невозможного, оГ' - это функ
ция, применяемая к множеству интерпретаций предикатных симво
лов, т.е. к f, и имеющая в качестве значения некоторое подмно
жество Yfу т.е. W’'. Если ОГ' истолковывает атомарную формулу 
как выражающую логически необходимое высказывание, то из w 
исключаются интерпретации, при которых формула получает значе
ние / (т.е. /с или /1), если - как выражающую логически слу
чайное высказывание, то из уу не исключается никакая интерпре- 
тация, если - как выражающую логически невозможное высказыва
ние, то из w исключаются интерпретации, при которых формула 
получает значение t(tn и tc). Так интерпретируется каждое ато
марное высказывание. Далее, пара, тройка и т.д. атомарных фор
мул, истолкованных в качестве случайных высказываний, в свою 
очередь истолковывается как логически возможное или логически 
невозможное сочетание высказываний (конъюнкция высказываний) и 
т.д. для сочетания сочетаний высказываний, истолкованных в 
качестве случайных.

В семантике содержится также квазифункция истолкования
D D

сложных выражений II II. Вместо H#>D:rDSD(jOII будем писать IM1S_T
<Рили II All. Эти функции называются альтернативными интерпретация

ми (сложных выражений).
\\Ak(t,....t.) ll=tn, е.т.е. <Ilt.ll.... II t. ll>€Dk;X К J. X n
iukft1....tk;il=t°, е.т.е. <tttjll.... lltkD>€Dk;
ИAk(tj....tk;n =/‘. е.т.е. <11 tjll.....lltkll>6Dk;
iukft1.... tk;il=/c, е.т.е. ClUjII.... lltk«>eD|;

где Ak - it-местный предикатный символ, a {Ir,I>k,Dk,D-} есть 
<P°(Ak). Символы п , э , □, о, V определяются так же, как и в семан- 
тике для PSg. IILilli равно наименьшему из значений, получаемых 
формулой А при данных SD и Т° при различных интерпретациях 
предикатных символов из Г ’ и различных альтернативных интерп
ретациях. По силе значения располагаются в порядке убывания 
так: tn,tc,/c,/1.

Выделенными значениями являются tn и tc. Формула является 
выполнимой в омосе <0Г' ;УГ ’ ;Ю при распределении SD, приписы
вании т°у е.т.е. она принимает выделенное значение при этих SD 
и TD при некотором приписывании значений предикатным символам 
из YT ' при некоторой альтернативной интерпретации. Формула
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является общезначимой в омосе при данных SD и Т°, е.т.е. она 
принимает выделенное значение при этих sD и Г° при любом при
писывании из ff" при любой альтернативной интерпретации. Фор
мула является логически общезначимой, е.т.е. она общезначима 
при любых SD и Т° в любо), омосе.

Семантическая полнота исчисления PLSg доказывается методом, 
представляющим собой с и е тез методов, использованных при дока
зательстве семантической полноты исчислений PSg и PS5.

Основные нерешенные проблемы квазиФункцмональных 
семантик и семгнтик ограниченных множеств 

описаний состояний
Основные нерешенные проблемы кбазифункционалъных семантик.
(ПОстаетсл открытой проблема построения общей теории ква

зифункций. При построении этой теории следует исходить из по
нимания квазифункции ка* соответствия, в силу которого некото
рый объект из определенного подмножества некоторого множества 
соотносится с некоторым объектом из определенного подмножества 
того же самого или другого множества.

(2)Требует решения задача перестройки основных разделов 
математики на основе понятия квазифункции. Взамен математичес
кого гдализа следует создать математический квазианализ, вза
мен алгебры - квазиалге5ру, взамен теории алгорифмов - теорию 
квазиалгорифмов и т.д. для всех разделов математики. В случае 
решения этой задачи традиционные разделы математики окажутся 
частными случаями b h o b i создаваемых. Новая математика найдет 
более широкое применение при моделировании природных и со
циальных явлений, поскольку связи в природе, а особенно в об
ществе, большей частью являются квазифункциональными, а не 
функциональными.

В [12,0.21-23,29-33,68-71] и др. изложен метод доказа
тельства метатеорем о семантической полноте модальных исчисле
ний высказываний, имеющих квазифункциональные семантики. Этот 
метод представляет собой модернизацию метода, которым доказана 
семантическая полнота исчислений Sg и Sg. В качестве проблемы 
мы формулируем задачу 
, (З)завершить незаконченное в [12] доказательство этим мето

дом семантической полноты исчислений Sg, sa, Sgj, Sg, Sg, Sg,
Ч- VМетод, которым доказана семантическая полнота ичислений Sg 
и Sg, применим для доказательства семантической полноты любых 
исчислений, имеющих в качестве характеристических любые конеч
нозначные матрицы. В обобщенном виде суть этого метода можно 
изложить так. Пусть формулы принимают значения из области 
(* п). Если логика функционально полна, то для любой 
пропозициональной переменной а и любого значения { можно найти 
формулу, содержащую только эту переменную и принимающую неко
торое выделенное значение, если и только если значением а яв-
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ляется (, т.е. некоторую формулу f{(a). Тогда сформулированная
выше лемма преобразхуется в следующую лемму: пусть аг....ат -
все пропозициональные переменные, входящие в формулу В, а 
Ь-....Ь - их значения; пусть А есть г (а ), если b есть к;А т  8 К 8 8
пусть В' есть Ьг(В), где Ъг(В) - формула, образованная из В и 
принимающая выделенное значение при значениях b1,...,bm пере
менных ал, . . . ,а ; тогда, А ....АкВ'.А ГО А ГО

Например, в трехзначной логике Лукасевича (модальной) зна
чениями ЯВЛЯЮТСЯ 1,1/2,0. f1(a) есть Da, f̂ (a) есть ФаАФла,
f0(a) есть пОа. Если формула В принимает, например, значение 1 
при рассматриваемом наборе значений входящих в нее переменных, 
то fr(B) есть ов и т.д. Гипотезы А1,...,Ат устранаяются анало
гично тому, как это описано выше. Предложенный метод позволяет 
не только доказывать теоремы о семантической полноте исчисле
ний, но и для произвольной системы многозначной логики, задан
ной семантически, находить адекватное исчисление. Для этого 
достаточно проводить доказательство семантической полноты и 
выписывать аксиомы и правила вывода, необходимые для доказа
тельства, а затем их минимизировать. В связи с изложенным 
встает

(4) задача доказать семантическую полноту всех известных 
исчислений, имеющих многозначную интерпретацию, и аксиоматизи
ровать системы, заданные только семантически.

Нерешенными остаются также
(5) проблема представления квазифункций, заданных семанти

чески, посредством формул;
(6) проблема построения систем модальной логики, в которых 

модальные операторы определяются способами, отличными от при
веденных выше трех способов (оставшимися не рассмотренными 
шестью возможными способами);

(7) проблема построения квазифункциональной релевантной мо
дальной логики (некоторые результаты в решении этой проблемы 
получил мой ученик Б.Камаев).

Переход от нерелевантной логики фактических модальностей к 
релевантной осуществляется за счет отказа от второго, третьего 
и четвертого принципов, приведенных выше. В результате этого 
описание состояния для произвольной атомарной или элементарной 
формулы а может содержать любое, в том числе и пустое, подмно
жество множеств

{□a.iOa, aA0ia,iaA0a>.
Требуют решения.
(8) задача построения логики фактических модальностей мето

дом семантических таблиц, а также методом аналитических таб
лиц;

(9) проблема построения логики предикатов (в том числе с 
равенством) на базе каждой из описанных выше пропозициональных 
систем (предикатное расширение исчисления sp построено моей 
ученицей О.Ляшенко).
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(Ю)Представляет интерес построение пятизначной квазифунк- 
циональной деонтической логики с операторами Он (обязательно), 
Ол (одобряемо), Рн (разрешимо нормативно), Рл (разрешимо мо
рально) по типу изложенной в [12,с.72-82] трехзначной деонти
ческой логики.

Язык пятизначной логики кроме указанных операторов содержит 
символы для деяний, логические термоины *,и,- и обычные связ
ки. Если а и В - субформулы (символы для деяний являются суб
формулами), то 2,(В*В), (AVB) - субформулы. Если А - субформу
ла, то ОнА, ОхА, РнА, РлА - формулы. Если С и В4- формулы, то 
-iC, (CAD) и т.д. - форму,ш. Выражение (А»В) обозначает деяние, 
заключающееся в выполнен®! а, а затем в. (AUB) - деяние, зак
лючающееся в выполнении А или В, или в выполнении а, а затем 
в. Значения о,о',б,з* ,з соответственно читаются: обязательно, 
одобряемо, безразлично, порицаемо, запрещено. Они расположены 
по силе в порядке убывания.

А о о' б з' з IU•BlI^mtndMI JIBII), кроме случая, когда
а з з’ б о' о $

Иа\\ =11 в11 =б. В этом случае IU*Bll=|’ (то ли б, то ли з', то ли
з). IIAUBII =тах П! аН , IIВН ), кроме случая, когда II а \\ =11BII =б. В этом 

б
случае IIAUBH --,.

А ОнА ОлА PhA PaA
О t t t t
О* f t t t
б f f t t
3’ f f t /3 f f f /

Выделенным значением является t. Связки определяются обычным 
образом.

(11)На основе принципа квазифункциональности может быть 
построена логика пропозициональных установок.

Пусть ок и 0к соответственно символы для выражений "к уве
рен, что...", "к допускает, что...". (Символ к можно опускать, 
если ясно, о каком субъекте идет речь). Субформула А может 
принимать значения пк»{к»̂ к» которые соответственно означают 

уверен, что А истинно", "к уверен, что А ложно", "к допус
кает, что а истинно, и допускает, что а ложно". Язык кроме 
обычных связок содержит специальные связки (соответст
венно отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация), обычные 
пропозициональные переменные, специальные пропозициональные 
переменные а,б,6, а1,..., скобки и указанные выше операторы. 
Специальная переменная является субформулой. Если а и В - суб
формулы, ТО А, (А»В), (А+В), (А+В) - субформулы. ЕСЛИ А Суб~
формула, то © .-®1гА - формула (®lg есть d1s или о и
{ ). Пропозициональная переменная является формулой. Если С© ffl
и В - формулы, то iCt(CAD) и т.д. - формулы. Определения:
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А I V 0 A k
nk Ч t t
°k ck / t
<k nk /

A В (A’B) (A+B) (A+B)

n n n n n
n c 0 n c
n i ( n i
c n c n n
0 c i/c n/o n/c
0 i i 0 0
I n i n n
i 0 i о n
i i i i n

Выделенным значением является t.
Пусть дана формула о^Ъ^^а+в). В одной строке таблицы 

переменной приписываются четыре значения. Пусть это значения 
nl,c2,i3,i4 для а и значения n1>c2*n3 'iA для в. Получаем:

DlD2 * 3 V a + б-)
nl nl nl

о to n2
°2

CMо

c** CO n3 n3
*4 44

Строка таблицы расщепляется на две подстроки:

1 '. t t t /
1"- t f t f

,,did20304(a+e)H=t> e.t.e.Vill©1 (a+6)=t. И так далее.
Логика Sg применена (В.Шалаком) для описания баз данных 

ЭВМ. Остается нерешенной
(12) проблема использования квазифункциональной логики при 

проектировании и применении ЭВМ.
(13) На основе понятия квазифункции может быть построена

логика квантовой механики. Высказывания квантовой механики 
могут быть высказываниями о сопряженных величинах (оценка s) и 
о несопряженных величинах (оценка s'). Если высказывание имеет 
оценку s', то оно истинно (г) или ложно (/). Если оно имеет 
оценку st то оно истинно (t), или ложно (f), или неопределенно 
(непознаваемо - и). Таким ббразом, произвольное высказывание 
квантовой механики имеет одну из следующих пар оценок: 
s* ,t;s’ ;в,и. Введем соответственно, следующие сокра
щения для этих пар оценок: Определения:

A tt t t t t't't't't'u и и и и f f f f

в tt'u /'/ t t'u /'/ t t'u /'/ t t'u / ’/ t t'u /'./
AAB tt'u /•/ t't'u /'/'u u u f T f T f T f ' f  f'f't'f

AVB tt't't't't’t't't't’t't'u u u t't'u / ’/'t t'u /'/
AAB f f f f f f f t f f f t f t f f f t f f f f f f f
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А t t'u f f
~\А f f'u ft

Символ "Д" читается "дополнительно". Выделенные значения - t и 
t'. Неопределенность £ при определении дополнительности объяс
няется тем, что высказывания А и В могут быть высказываниями о 
сопряженных величинах, нс сопряженных не друг с другом. Воз
можно введение материальной и релевантной импликаций.

(14) Возможна разработка теории абстрактных квазиавтоматов 
на базе квазифункциональных логик.

(15) В аспекте принцип*, квазифункциональности целесообразно 
перестроить классическую логику предикатов, в частности, вмес
то знаков предметных функций ввести знаки предметных квази
функций, вместо предикатных символов, выражающих предметно
истинностные функции, ввести символы для квазипредикатов, вы
ражающие предметно-истинностные квазифункции.

(16) Стоит задача разработки теории квазипонятий. Если поня
тие является особым обидим именем для определенных предметов 
определенного класса, то квазипонятие является особым общим 
именем неопределенных предметов из определенных подмножеств 
некоторого множества.

Интересным, на наш взгляд, является исследование возмож
ности

(17) построения семантик возможных миров (или доказательство 
отсутствия такой возможности) для исчислений, формализующих 
квазифункциональные семантики, а также

(18) построения семантик ограниченных множеств описаний сос
тояний для этих исчислений.

(19) Проблемой является вопрос о применении теории квазиал
горитмов при создании и использовании вычислительной техники.

Основные нерешенные проблемы семантик ограниченных множеств 
описаний состояний.

(20) Не построен релевантный вариант теории логических мо
дальностей. При построении релевантного варианта теории логи
ческих модальностей необходимо заменить описания состояний, 
входящие в огосы (или омосы), обобщенными описаниями сос
тояний.

Нерешенными остаются проблемы построения логических систем, 
в которых элементарные (или атомарные) формулы истолковываются

(21) только как случайные высказывания,
(22) только как невозможные,
(23) только как необходимые,
(24Жак необходимые и случайные,
(25) необходимые и неьозможные,
(26) случайные и невозможные.
(27) Требует дальнейнего исследования связь логических и 

фактических модальностей.
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A.M.AHUC06

М О Ж Е Т  Л И  П Р О С Т Р А Н С Т В О  БЫ Т Ь  
НЕПРЕРЫВНЫМ. А В Р Е М Я  - Д И С К Р Е Т Н Ы М ?

В свое время Аристотель дал отрицательный ответ на постав
ленный вопрос. Более того, по мнению Аристотеля, вообще не 
может быть так, чтобы пространство и время не были либо оба 
дискретными, либо оба непрерывными. В "Физике" им приводятся 
соответствующие аргументы, совокупность которых призвана дока
зать, говоря современным языком, теорему о том, что пространс
тво непрерывно^время непрерывно, и, аналогичным образом, прос
транство дискретно^время дискретно. Мы пытаемся изложить ос
новную идею аристотелевсксго доказательства, не претендуя при 
этом на полную аутентичность, ибо используемый Аристотелем 
язык таков, что, возможно, допускает различные способы прочте
ния и понимания текста. Последнее обстоятельство плохо совмес
тимо с современными требованиями, предъявляемыми к доказа
тельствам. Кроме того (и это самое важное), к настоящему мо
менту наука со времен Аристотеля далеко продвинулась в понима
нии природы непрерывного и дискретного, так что сейчас мы рас
полагаем методами результатами, позволяющими поставить проб
лему и решать ее при помоши точных методов.

Может возникнуть вопрос, так ли уж важно, что писал по это
му поводу древнегреческий мыслитель, если современное состоя
ние исследований проблемы непрерывного и дискретного ушло да
леко вперед посравнению с теми представлениями, которыми рас
полагал Аристотель? У нас имеются два соображения, заставляю
щие обратиться к тексту "Физики" Стагирита. Во-первых, некото
рым современным ученым аргументы Аристотеля кажутся вполне 
убедительными. Так, А.Н.Вольцев, ссылаясь на рассуждения Арис
тотеля, которые нам еще предстоит разобрать, утверждает, что 
дискретность пространства влечет дискретность времени и наобо
рот, поэтому "...или оба они непрерывны, или оба дискретны. 
Третьего быть не может" [3. С.16].

Во-вторых, как мы надеемся показать, пространство может 
быть непрерывным, а время дискретным (равно как и наоборот, но 
мы сосредоточим внимание на первой ситуации, поскольку она 
важнее в философском смысле и поскольку положительный ответ на 
вопрос о том, может ли пространство быть непрерывным, а время 
дискретным, влечет за собой обратное утверждение, т.е. утверж
дение, что время может быть непрерывным, а пространство диск
ретным). Важно подчеркнуть, что мы не собираемся настаивать на 
том, что Аристотель ошибался. Мы утверждаем, что ошибаются те, 
кто думает, что он был прав. Мощный понятийный аппарат, кото
рым располагают современные исследователи и которого просто не 
было две тысячи лет назад, оправдывает "неравноправие" в отно
шении оценок утверждений древних и утверждений, отстаиваемых в 
наши дни.
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Прежде чем обратиться к сути дела, предотвратим возможное 
недоразумение, связанное с тривиализацией проблемы. Одним из 
способов тривиализации является принятие дискретного механизма 
движения точечной частицы в непрерывном пространстве, который 
А.Н.Вяльцев назвал принципом возобновления или реновации час
тицы. Согласно этому принципу “...движение частицы происходит 
таким образом, что в некоторый начальный момент времени части
ца находится в начале пути, а по истечении элементарного про
межутка времени оказывается в конце элементарного пути, причем 
не появляясь в промежуточных точках. Подобный способ движения, 
когда собственно перемещения-то и нет, а есть только результат 
перемещения, можно, очевидно, охарактеризовать как ряд после
довательных исчезновений и рождений частицы..." [3. С.46-47].

Механизм "реновации" движущейся частицы не является решени
ем проблемы, поскольку в этом случае движение хотя и осуществ
ляется по непрерывному пространству, но сам процесс движения 
тела приводит в результате к дискретнолу множеству точек, так 
что, строго говоря, особой нужды в непрерывном пространстве 
здесь нет и его можно заменить соответствующим дискретным 
представлением.

Адекватная модель дискретного времени и непрерывного прост
ранства должна, как нам представляется, удовлетворять, как 
минимум, следующим двум требованиям:

1. Результатом движения по непрерывному пространству в диск
ретные моменты времени должна быть непрерывная траектория. В 
противном случае свойство непрерывности пространства является 
избыточным.

2. Движущаяся точка не должна "размазываться" по непрерывно
му пространству. В любой момент дискретного времени координаты 
движущейся точки необходимо определять однозначно. В противно
му случае в процессе движения точка перестает быть точкой. Мы 
же, в соответствии с традицией, должны иметь возможность гово
рить именно о движении точки.

Второе требование прямо-таки напрашивается на возражение, 
связанное с квантово-механическими эффектами, в частности, с 
принципиальной невозможностью измерять с любой точностью коор
динаты движущегося тела. Тем самым, если тело (рассматриваемое 
как математический объект) есть множество точек, то не прихо
дится спрашивать о точных координатах той или иной точки из 
данной совокупности точек в данный момент времени. Это возра
жение, безусловно, было бы правомерным, если бы не одно об
стоятельство, связанное с учетом традиции. Все-таки обсуждает
ся проблема, имеющая более чем двухтысячелетнюю историю, и 
решать ее за счет отказа от самой постановки вопроса о том, 
где находится движущееся тело А в момент времени t, имея в 
виду точное местоположение тела А, значит порывать с тради
цией, не прибегавшей к формулировкам теоретико-вероятностного 
толка.
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Более того, как следует из самого развития квантово- 
механических представлений, понятие непрерывного пространства 
не является необходимым атрибутом той картины мира, которую 
рисует нам квантовая механика. Отказ от понятия траектории 
движущегося тела делает свойство непрерывности пространства 
хотя и удобной в силу привычности, но все-таки не столь уж 
обязательной абстракцией.

После этих предварительных замечаний перейдем непосредст
венно к анализу позиции Аристотеля. Начнем с его тезиса о том, 
что непрерывность пространства влечет непрерывность времени. 
Прежде коснемся того, как Аристотель понимал непрерывность. В 
текстах Стагирита под гермином "непрерывность" скрываются, 
фактически, несколько разных понятий. Но мы будем иметь дело 
только с тем из них, которое используется в рассуждениях о 
соотношении непрерывности и дискретности пространства и време
ни. "Я разумею под непрерывным то, - писал Аристотель, - что 
делимо на всегда делимые части [2. С.127]. По современной тер
минологии, это вообще не непрерывность, а более слабое требо
вание, хотя и необходимее, но недостаточное для установления 
непрерывности в современном смысле этого понятия.

В теории множеств делимость целого на всегда делимые части 
обычно называют плотностью. Точнее, частично упорядоченное 
множество ы называется плотнил, если выполнено следующее усло
вие :

VarVyf (х<у )+3z(x<z&z<y)).
(Подразумевается, что множество Ы наделено отношением строгого 
порядка, т.е. из х<у следует х*у> и область действия кванторов 
ограничена множеством и.) С неформальной точки зрения это и 
есть условие, гарантирующее бесконечную делимость целого и его 
частей.

Следует отметить, что термин "непрерывный" многолик не 
только в текстах Аристотеля. Современная наука также использу
ет его с различными вариациями, из которых мы выберем только 
одну, сопоставимую с понятием плотности в плане использования 
и в том, и в другом случае отношения упорядоченности.

Пусть множество Р линейно упорядочено отношением <. Назовем 
сечениел множества р пару множеств (X,Y), компоненты которой 
удовлетворяют следующим условиям:

XUY=P,
XC\Yzг0 ,
VsVy (xeX&yeY-+x<y ) .

Если (x,Y) - сечение, тс X называют левым классол, a Y - пра- 
вым классол данного сечения. Сечение (X,Y) называется собст
венны*,, если .

Выделяют следующие четыре вида сечений:
1.В левом классе X есть наибольший элемент х, а в правом клас
се Y есть наименьший элемент у; тогда сечение (X,Y) называют 
скачкол.
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2. В левом классе X есть наибольший элемент х, но в правом 
классе Y нет наименьшего элемента.
3. В левом классе X нет наибольшего элемента, но в правом клас
се У существует наименьший элемент У.
4. В левом классе х нет наибольшего элемента, а в правом классе 
У нет наименьшего элемента; тогда сечение (X,Y) называют 
щелью.

Линейно упорядоченное множество Р называется непрерывныл, 
если любое его собственное сечение не является ни скачком, ни 
щелью (иными словами, все собственные сечения множества Р от
носятся к виду 2 или з) [1]. ,

Каким образом можно связать определенные выше понятия с 
интуитивными представлениями о дискретности и непрерывности? 
Обратимся к хорошо известным примерам линейно упорядоченных 
множеств1. Рассмотрим множество целых чисел Z. Очевидно, любое 
собственное сечение этого множества является скачком. С интуи
тивной точки зрения, множество целых чисел образует классичес
кий пример дискретного множества, так что наличие скачков од
нозначно указывает на проявление дискретности объекта. И нао
борот, если мы захотим выразить интуитивную идею дискретности, 
то в случае линейно упорядоченных множеств без сечений-скачков 
не обойтись.

Сложнее обстоит дело с множеством рациональных чисел Q. Как 
известно, данное линейно упорядоченное множество является 
плотным и, таким образом, с точки зрения Аристотеля должно 
быть отнесено к непрерывным образованиям. Однако отсутствие 
скачков в Q с позиции современных представлений свидетельству
ет лишь о том, что множество Q не может считаться дискретным. 
С другой стороны, и непрерывным его считать трудно, поскольку 
множество Q имеет щели. Последний факт также широко известен2 *, 
и мы не будем на нем останавливаться.

-Сами термины "скачок", "щель" в их обычном значении указы
вают на отсутствие свойства непрерывности, чем и объясняется 
выбор этих терминов в качестве названий соответствующих видов 
сечений. Но если ликвидировать все скачки и заклеить все щели, 
то тогда действительно можно получить непрерывный объект. При 
этом только скачки напрямую связаны с интуитивным представле
нием о дискретных образованиях, тогда как наличие щелей ассо
циируется со своего рода промежуточной ситуацией, когда ни о 
дискретности, ни о непрерывности в собственном смысле речи не 
идет.

Примером множества, в котором все отклонения от непрерыв
ности в виде скачков и щелей устранены, может служить множест-

1 Всюду в этих примерах подразумевается4, что рассматриваемые множества наделе
ны соответствующими стандартными отношениями линейного порядка.
Подробности можно найти в учебниках по математическому анализу.
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во действительных чисел R. Отметим, что данное множество не
прерывно и в аристотелевском смысле, поскольку оно плотно и, 
таким образом, делимо на всегда делимые части3. Вообще, всякое 
более чем одноэлементное непрерывное множество Р плотно. 
(Кстати говоря, все такие непрерывные множества бесконечны.)

В самом деле, в противном случае существуют а,Ь€Р, удовлет
воряющие условиям а*ъ и Vz(i(a<z<b). Тогда пара множеств 
(X,Y), где

Х= { х: хеР& ( х <аУх=а ) ) ,
Y=(y :уе1>&(Ъ<уЧу=Ъ)), 

образует сечение линейно упорядоченного множества Р. Нетрудно 
убедиться, что сечение (X,Y) является скачком, в противоречии 
с исходным допущением о непрерывности Р.

Чтобы обеспечить долзяое согласование с терминологией Арис
тотеля и тех исследователей, которым его аргументация кажется 
убедительной, будем использовать тот факт, что непрерывное в 
выше введенном смысле является непрерывным и по Аристотелю. 
Обратное, однако, неверно: не все непрерывное в аристотелевс
ком смысле будет удовлетворять введенному определению непре
рывности.

Аристотель рассматривает следующую ситуацию. Допустим, мар
шрут, или как его называет Аристотель, путь А - это некоторый 
промежуток между местом М и городом Фивы4. Если кто-то в мо
мент времени t находится в точке М, то его нет в Фивах в мо
мент t, поскольку, как справедливо замечает Аристотель, 
"...невозможно сразу идти в Фивы и прийти в Фивы" [2.С.125]. 
Из этого следует, что момент времени прихода в Фивы t’ неравен 
моменту начала движения t. Мы имеем дело с различными момента
ми времени, относящимися к началу движения и к его концу. На 
утверждении t*t’ строится все дальнейшее рассуждение. Отметим 
при этом, что сама мысль о том, что тело может находиться в 
один и тот же момент времени в различных местах, отвергается с 
самого начала. Тем самым соблюдено требование 2.

Допустим теперь, что время непрерывно. Следовательно, най
дется момент времени t ', предшествующий моменту t' и насту
пивший позже момента t. Если путь МФ неделим (утверждение о не 
непрерывности пространства), то, спрашивается, где находится 
движущееся по пути МФ тело? Если в момент t'’ тело находится в 
М, то момент t не является началом движения, что противоречит 
посылке. Если же в момент t'' тело находится в Фивах, то t' не 
является концом движения, что также противоречит посылке. Так 
где же находится движуиееся по пути МФ тело? Ясно, что в ка
кой-то точке этого пути. Но эта точка не совпадает ни с точкой 
М, ни с точкой Ф. Остается единственная возможность - тело в

3Вновь за более подробной ин4эрмацией мы отсылаем читателя к курсам математи
ческого анализа.
4 Мы не всегда буквально следуем тексту самого Аристотеля в целях большей яс
ности изложения.
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момент t * ’ находится между точками М и Ф и тем самым путь МФ 
делим в противоречии с допущением о его неделимости. Итак, 
делимость времени влечет делимость пути, т.е. непрерывность 
времени влечет непрерывность пространства.

Рассмотрим противоположный случай. Допустим, путь МФ непре
рывен, а интервал времени ( t , . t 9), за который преодолевается 
путь МФ, неделим. Из непрерывности маршрута МФ следует его 
делимость. Рассмотрим отрезки [М,А] и [А,Ф], составляющие в 
сумме путь МФ. В силу требования 1, неявно разделяемого Арис
тотелем, движущееся по маршруту МФ тело не может не побывать в 
точке А этого маршрута. В противном случае непрерывность дви
жения по непрерывному пространству была бы нарушена появлением 
разрыва в точке А пути МФ. Так как, по Аристотелю, "...всякое 
движение происходит во времени и во всякое время может проис
ходить движение..." [2.С.127], в точке А пути МФ тело появи
лось в некоторый момент времени t•’. Рассуждая как и в преды
дущем случае, получаем, что t*t’’ и Действительно,
попасть в точку А тело могло лишь двигаясь из точки Af, но - 
"всякое движение происходит во времени", т.е. не мгновенно. 
Следовательно, t*t*'. Аналогичным образом, преодоление пути АФ 
вновь потребует некоторого времени, так что что и тре
бовалось. Итак, непрерывность пространства влечет непрерыв
ность времени. Соединяя оба результата, получаем, что время 
непрерывно пространство непрерывно. Такова, на наш взгляд, 
главная линия аргументации Аристотеля.

В дальнейшем изложении мы будем заниматься только той 
частью проблемы, которая касается дискретности времени и не
прерывности пространства. Но, как уже отмечалось, применяемые 
нами методы позволяют в принципе строить и модели универсума, 
в котором пространство дискретно, а время непрерывно.

Обратим внимание на одно обстоятельство: Аристотель при
обосновании сформулированной выше эквивалентности нигде не 
говорит о том, что в последующие моменты времени движущееся 
тело проходит последующие точки пути. Может быть, он так и 
думал, или считал это предположение само собой разумеющимся - 
во всяком случае, явно он на него не ссылается. Между тем, в 
наших построениях это обстоятельство будет одним из ключевых.

До сих пор основное внимание уделялось разъяснениям, отно
сящимся к понятию непрерывности, а понятие дискретности оста
валось в стороне. Пора восполнить этот пробел. Рассмотрим про
извольное множество L, на котором определено отношение <, удо
влетворяющее следующим условиям:

1. Van(х<х)
2. УхУуУг ( х < у&у < z+x < z )
3. УхУу(х<уУу<хУх=у)
4 .Ух (Зу (у<х)-*3z(г<х&Уи~\ (z<u<x) ) )
5. Ух(3у (х<у )-*3z(x<z&\/m (x<u<z) ) )

Тогда упорядоченная пара (Ь,>) называется линейных дискретных 
хножествол.
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Первые три аксиомы хорошо известны и составляют условия 
частичной упорядоченности (аксиомы 1 и 2) и линейности (аксио
ма 3). Аксиомы 4 и 5 показывают, какими свойствами должен об
ладать линейный порядок на произвольном множестве элементов, 
чтобы его можно было считать дискретным. С интуитивной точки 
зрения предложенный формальный подход к описанию явления диск
ретности является удачным. Ведь содержательный смысл аксиом 4 
и 5 заключается в том, что если элемент линейно упорядоченного 
множества имеет предшественников (в смысле данного порядка), 
то он имеет и непосредственного предшественника или соседа 
такого, что между ним и его предшественником нет никаких дру
гих элементов. Таково содержание аксиомы 4. Соответствующим 
образом, и для любого элзмента, имеющего последователя, най
дется элемент, являющийся непосредственным последователем или 
соседом данного (так что соседний элемент - это либо непосред
ственный предшественник, либо непосредственный последователь 
данного элемента). Существование непосредственного последова
теля среди последователей рассматриваемого элемента, если та
ковые последователи вообщз найдутся, гарантируется аксиомой 5.

Легко убедиться в том, что любое собственное сечение линей
ного дискретного множества является скачком. Тем самым только 
что введенное понятие дискретности согласуется с разобранными 
выше соображениями о связи явления дискретности и существова
ния сечений-скачков.

Почему в определении дискретности речь идет о линейно упо
рядоченных множествах? По той простой причине, что время при
нято рассматривать как структуру, наделенную линейным поряд
ком. Для любого момента Бремени t и любого момента времени t' 
считается, что либо t раньше, чем t', либо t' раньше t, либо 
t=t'. Напротив, пространство наделяется обычно большим, чем 
одно, измерением.

Тем не менее, для того чтобы не затемнять основную идею 
дополнительными техническими усложнениями, ограничимся в даль
нейшем рассмотрением одномерного непрерывного пространства. 
При этом не произойдет существенной потери общности рассужде
ний: предлагаемый метод без особого труда может быть перенесен 
на случай пространств различных типов и размерностей, если 
есть основания считать эти пространства непрерывными.

Более того, предлагаемый метод сопряжения непрерывных прос
транств и дискретного времени позволит варьировать понятие 
непрерывности в очень широких пределах, оставляя, однако, по
нятие дискретности, которэе было сформулировано выше, в полной 
неприкосновенности. Короче говоря, время в наших построениях 
будет гораздо более стабильным образованием, чем пространство.

Последнее замечание е действительности имеет программный 
характер. Как показывает анализ современной научной литературы 
по проблеме пространства л времени, без труда и раньше удавше-

216



еся умножение числа всевозможных пространств терпит явный про
вал при попытках умножить число времен. Зачастую этот факт 
завуалирован тем не всегда очевидным обстоятельством, что 
вместо времени, по существу, рассматривают какие-либо разно
видности пространств. При таком обороте дела задача увеличить 
число рассматриваемых типов времен решается без особых хлопот. 
К сожалению, обсуждение этой стороны вопроса в данной работе 
приходится оставить в стороне.

Вернемся к идее о том, что движущийся объект в последующие 
моменты времени проходит последующие точки пути. Мы предлагаем 
отказаться от этой идеи. Пусть, например, кто-либо движется из 
точки М в Фивы и в некий момент времени t оказался в точке л  
этого пути. Пусть также точка в  расположена ближ е точки А к 
пункту назначения Ф и путник оказался в в в момент времени t'. 
Так вот, мы не требуем, чтобы t' наступило позже момента t. 
Допускается, что хотя А дальше от города Фивы, чем В, но в А 
путник окажется р а н ь т е, чем в в.

Кажется, что само по себе это предположение абсурдно. На 
самом деле это не так, если рассматривать очень мелкие участки 
пути. Но даже и в сфере повседневной жизни на пути к цели, 
если для достижения этой цели требуется переместиться из пунк
та if в пункт Ф, очень часто приходится временно отступать: то 
ли сделать шаг назад, чтобы открыть заклинившую дверь, то ли 
подниматься кругами вместе с самолетом над аэродромом, оказы
ваясь то ближе, то дальше от цели, то ли сдавать назад при 
попытке взять с разгона трудный участок дороги, то ли что- 
нибудь еще в этом роде. В конце концов, все живые существа, 
имеющие ноги, раскачиваются при ходьбе.

Неизвестно, насколько убедительны предыдущие не вполне се
рьезные соображения. Поэтому обратимся к формальному аспекту 
рассматриваемой ситуации. Возьмем какой-либо отрезок МФ одно
мерного пространства, которым для определенности будет множес
тво, обычным образом упорядоченных действительных чисел Д вмес
те с функцией расстояний (метрикой) р, определенной на R и 
удовлетворяющей условию

VsVpCpfs,у)=\х-у |).
Тогда пара <Д,р> превращается в метрическое пространство, ко
торое можно считать непрерывным на том основании, что функция 
р каждому непрерывному подмножеству S из й сопоставляет непре
рывное множество значений расстояний между точками из S. Обоз
начим это пространство через д1.

Можно ли описать движение на отрезке МФ при помощи времени, 
множество моментов которого упорядочено линейным дискретным 
образом? Если мы хотим, чтобы кажому моменту t такого времени 
Г соответствовала точка на МФ, каждой точке на МФ соответство
вал момент времени из Г и при этом для любых t,t' при t<t' 
расстояние между точкой pt, которая сопоставлена моменту t, и 
точкой Ф было больше, чем между точкой pt', сопоставленной
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моменту t', и точкой Ф , то ответ будет отрицательным. Действи
тельно, установить между МФ и Т отношение взаимно однозначного 
соответствия, сохраняющего порядок на этих множествах, невоз
можно. Убедимся в сказанном.

Допустим, существует функция / ,  взаимно однозначно отобра
жающая т на МФ и удовлетворяющая условию

(4t,VeT)(t<f+f(t)<f(V)). (*)
(В антецеденте и консеквенте импликации (*) употреблен один и 
тот же значок для обозначения отношений упорядоченности, 
тогда как в действительности слева и справа от стрелки "V  
действуют разные отношения порядка; если помнить об этом, то 
никакой путаницы не произойдет.)

Так как Т должно быт* бесконечным линейным дискретным мно
жеством (поскольку отрезок МФ пространства R1 бесконечен), 
найдутся моменты времени tx и t2 такие, что t x<t2 и 
V t (л (t̂ <t<t2)). Тогда из допущения (*) следует, что
f(t1)<f(t2), а из непрерывности отрезка МФ вытекает

(**)
для некоторого аеМФ.

Используя свойство взаимной однозначности функций / ,  полу
чаем для обратной функции Z'1 равенство f~1(a)=t для некоторо- 
го t e l .  Так как i ( t 1<t<’t2 ),  имеем четыре возможности: либо
tx=t , либо t2- t , либо t < tr t2 , либо tlft2<t. Если t 1=t ,  то 
f(t1)=f(t )=а, что противоречит (**). При t2=t получаем
f(t2)=j'(t )=а, что вновь лротиворечит (**).

Оставшиеся два случая аналогичны. Из t < t l f t 2 с использова
нием (*) следует, что a=f(t)<f(t1),f(t2) в противоречии с 
(**); из t 1 , t 2<t вытекает f(t1)lf(t2)<f(t)=a и снова противо
речие о (**).

Таким образом, приходится оставить надежды найти такой спо
соб передвижения по непрерывному пространству R1 в дискретные 
моменты времени, чтобы с каждым дискретным мгновением прибли
жаться все ближе и ближе к концу пути. Но полученный отрица
тельный результат оставляет открытым вопрос о существовании не 
сохраняющих порядок взаимно однозначных отображений из подхо
дящего линейного дискретного множества Т на непрерывные отр ез
ки или инатервалы пространства й1. Для наглядности обратимся к 
следующему рисунку.

М А В С D Ф

На рисунке схематически изображена часть дискретного меха
низма движения по непрерывному отрезку МФ. В начальный момент 
дискретного времени tb движущейся точечный объект s находится 
в точке М отрезка МФ. Затем, в следующий за tb момент времени 
tx в оказывается в точке в. Однако следующий шаг отбрасывает s 
назад: в момент t2 s оказывается в точке А отрезка МФ. Далее s 
в моменты t3 и t4 последовательно посещает точки в и С.
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Казалось бы, в непоказанный на рисунке момент времени t5 
частица в могла бы завершить движение, очутившись в точке Ф 
(так что было бы tg=te). В таком случае перед нами была бы 
изображена картина реновации частицы s, дополнительно услож
ненная, так сказать, попятными реновациями. Как мы помним, 
реновация в качестве принципа решения проблемы соотношения 
дискретного времени и непрерывного пространства была исключена 
с самого начала. Поэтому в момент tg частица s окажется где-то 
между точками Ы и Ф, но не в точке Ф (т.е.

Более того, полное устранение идеи реновации возможно лишь 
в том случае, если будет реализован принцип запрета незавер
шенного движения, который вытекает из сформулированного в на
чале требования 1: след движущейся дискретным образом частицы 
должен в итоге образовать непрерывную траекторию; в противном 
случае движение не завершено.

Следовательно, отправившись в путь из пункта М, частица s 
должна побывать во всех точках интервала (М,Ф) и лишь на пос
леднем шаге оказаться в пункте Ф. Так как интервал (#,Ф) прос
транства R1 имеет мощность континуума, реализация запрета не
завершенного движения означает, что множество моментов дискре
тного времени, находящихся между моментами tb и te, также дол
жно иметь мощность континуума.

Итак, проблема сводится к вопросу о существовании линейных 
дискретных множеств несчетных мощностей (в том числе и мощнос
ти континуума). Хотя поставленный вопрос явно имеет теоретико- 
множественный характер, ответ на него мы получим при помощи 
одной из теорем математической логики - теоремы Левенгейма - 
Сколема - Тарского. Согласно этой теореме, если первопорядко
вая теория ТН имеет бесконечную модель, то она имеет бесконеч
ные модели произвольной мощности [4].

Понятие линейного дискретного множества было задано при 
помощи средств, не выходящих за рамки первопорядковой логики 
предикатов. Поэтому, если взять приведенные выше пять аксиом, 
описывающих свойство линейной дискретности, в качестве аксиом 
теории Т1», то к TL будет применима теорема Левенгейма - Сколе
ма - Тарского. Необходимо только убедиться, что TL имеет бес
конечную модель. Сделать это несложно: достаточно проверить, 
что, например, множество целых чисел Z является линейным диск
ретным множеством. В силу этого Z может рассматриваться как 
модель первопорядковой теории TL. Поскольку Z бесконечна, TL 
по теореме Левенгейма - Сколема - Тарского * обладает моделями 
произвольной бесконечной мощности, в том числе и мощности кон
тинуума .

Пусть теперь множество Т является моделью теории TL и имеет 
мощность континуума. Так как любая модель теории TL является 
линейным дискретным множеством, Т - линейное дискретное множе
ство мощности континуума, что и требовалось.

Остается преодолеть небольшое техническое затруднение, свя-
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занное е необходимостью начать движение в момоент tb в точке М 
отрезка [ М>Ф] и закончит! его в момент t в точке Ф того же 
отрезка. Казалось бы, раз непрерывный отрезок [М,Ф] пространс
тва R1 имеет одинаковую мощность с дискретным множеством T, 
существует взаимно однозначное отображение / из Т на [М,Ф], 
которое может быть взято в качестве формального описания дви
жения частицы в по отрезку [ М, Ф] . Но если множество т, подобно 
множеству Z, не имеет начального и конечного элемента, с соде
ржательной точки зрения оно не в состоянии выполнить эту роль.

Поступим следующим образом. Добавим к теории TL две новые 
аксиомы, утверждающие существование начального и конечного 
элемента, сузив таким образом класс линейных дискретных мно
жеств:

6.3*Vy(х*у+х<у)
7.3хЧу(хФу-*у<х).
Полученная теория T L ’ также имеет бесконечные модели. В 

качестве модели, например, может быть взято любое множество, 
упорядоченное по типу w-ко*. Этот порядковый тип можно предс
тавлять себе как множество положительных целых чисел, к "кон
цу" которого добавлено множество отрицательных целых чисел. 
Такая совокупность является линейным дискретным множеством, 
обладающим начальным и конечным элементом и имеющим бесконеч
ную мощность.

Вновь применяя теорему Левенгейма - Сколема - Тарского, 
получаем линейное дискретное множество г* с первым и последним 
элементом, имеющее мощность континуума и являющееся моделью 
теории TL' .

Если отбросить из множества т* первый и последний элементы 
(обозначим их через tb и te соответственно), остаток Т' ’ по- 
прежнему будет линейным дискретным множеством и будет иметь 
мощность континуума. Следовательно, существует взаимно одноз
начное отображение /■' из Т г> на непрерывный интервал (М,Ф). 
Расширим функцию до функции определенной на Т' и удов
летворяющей условиям

/' ( t ) = f  • ( t ) ,  если t€T' •,
Г  ( t b )=M,
Г  ( %) = Ф .0
Определенная таким образом функция /' является взаимно од

нозначным отображением множества 2” на отрезок (М, Ф] и удовле
творяет всем требованиям описания движения по непрерывному 
пространству в дискретнье моменты времени. Это означает, что 
получен утвердительный ответ, на вопрос о том, может ли прост
ранство быть непрерывным, а время - дискретным.

Описанный механизм движения можно наглядно вообразить, 
представив себе, что мы рисуем линию карандашом настолько тон
ко заточенным, что на его острие помещается лишь одна матема
тическая точка. След от движения такого карандаша должен обра
зовать искомую линию - скажем, линию МФ. Мы не в состоянии
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гладко и плавно осуществить этот процесс. Действительно, пер
вый шаг, очевидно в том, что острие карандаша помещается в 
точку м. Но каков будет следующий шаг? Начертить всю линию за 
одно мгновение не удастся. Изобразить какую-то ее непрерывную 
часть тоже - ведь если допустить, что можно мгновенно рисовать 
небольшие непрерывные кусочки линии, то непонятно, что мешает 
изобразить ее сразу целиком.

Выход состоит в том, чтобы не пытаться поздавать всю линию 
или ее часть, также являющуюся линией, за один шаг. Вместо 
этого мгновенно перенесем карандаш из точки М в любую другую 
точку интервала {М,Ф). Повторив эту операцию трансфинитное 
число раз, мы увидим, как из дискретного множества точек пос
тепенно возникает непрерывная линия. На последнем шаге, естес
твенно, карандаш оказывается в точоке Ф, завершая процесс ри
сования. Таким образом, линия возникает в результате серии 
мгновенных скачков. Получается, что континуум мало напоминает 
гладкую дорогу. Движение по нему скорее похоже на движение по 
сильно пересеченной местности.

Остается сказать несколько слов о соотношении описанного 
механизма движения и реальности. Не является ли этот механизм 
всего лишь забавной игрушкой, заведомо не имеющей аналогов в 
объективной действительности? Как ни удивительно на первый 
взгляд, не существует способа опровергнуть предложенное -описа
ние движения посредством эксперимента, если допускается непре
рывность пространства, поскольку при этом всегда остается воз
можность дальнейшего уменьшения пространственных интервалов, в 
которых происходят дискретные скачки в ходе движения. Эти ин
тервалы могут быть настолько малы, что разрешающая способность 
физических приборов окажется недостаточной. С другой стороны, 
вполне возможно, что дискретное описание механизма движения 
найдет экспериментальное подтверждение.
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О.М.Аниюков, Д.П.Скворцов t В.К.Финн

ОБ АКСИОМАТИЗИРУЕМОСТИ МНОГОЗНАЧНЫХ ЛОГИК, 
СВЯЗАННЫХ С ФОРМАЛИЗАЦИЕЙ ПРАВДОПОДОБНЫХ РАССУЖДЕНИЙ

В [9,2] предложена система правдоподобных рассуждений неко
торого типа, основанных на формализации так называемых индук
тивных методов Дж.С.Милля (методов сходства и методов разли
чия). Эта формализация использует многозначные многосортные 
логики предикатов с кванторами по кортежам переменной длины (о 
языках с такими кванторами см. [6]). Программная реализация 
процедур правдоподобного вывода [9,2] используется в эксперт
ных системах типа ДСМ [4,5].

При формализации правдоподобных рассуждений в [9,2] возни
кают бесконечнозначные предикатные логики с конечным числом 
типов истинностных значений (4-мя в [9] и 6-ю в [2], а именно: 
+1 - “фактическая истина", -1 - “фактическая ложь", О - "фак
тическое противоречие", т - "недоопределенность", t - "логи
ческая истина", / - "логическая ложь"). Истинностные значения 
этих типов (точнее, некоторых из них, а именно типов 
е=+1,-1,о) в процессе правдоподобного вывода приписываются 
атомарным формулам. Такое приписывание производится конструк
тивно, шаг за шагом, в соответствии с определенными правилами. 
В результате этого каждый из указанных типов с "расщепляется" 
в счетную цепочку истинностных значений <e,n>, где натуральное 
п>0 выражает число предшествующих применений правдоподобных 
правил (которое отражает "степень недостоверности" гипотезы, 
полученной в процессе правдоподобного вывода).

В этой статье устанавливаются условия аксиоматизируемости 
для класса подобных бесконечнозначных предикатных логик с про
извольным конечным числом типов истинностных значений. Тем 
самым обобщаются результаты [3,10] об аксиоматизации много
значных логик, возникающих при формализации правдоподобных 
рассуждений.

1.Условия аксиоматизируемости многозначных логик

1 .1 .  Пусть многозначная (предикатная) логика V задана своим 
множеством истинностных значений v, множеством выделенных зна
чений У,сУ, множеством связок С и кванторов Q, понимаемых ес
тественным образом: всякой ^-местной (где k>0) связке «г из С 
отвечает функция ё: vk-*v (при k=0: константа - элемент V), а 
квантору к из Q - функция к: 2V+V (где 2У- множество подмно
жеств V). Предполагаем, что v содержит подмножество Ve={T,F>, 
где T€Vd, F^vd (Т - "истина", F - "ложь"). Пусть в С выделено 
множество (возможно, пустое) cQ всех о-арных связок (констант 
из V) и множество Сл (обязательно непустое) унарных V -значных1 с
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связок, т.е. для J e C v  a*V : для некоторого VjQV

(так называемый J-оператор Россера-Тюркетта [12], о п р ед еля ю щ и й

(X€V,

множество V- Пусть с2= с\(с0и с г ) (CL может содержать унарные
связки, не являющиеся J-операторами).

Предикатный язык содержит индивидные переленные х,У,... (с 
индексами или без)1 и два типа предикатных силволов: У-значные 
р|т) и У'-значные (или 2-значные) е|т) (где т^о-арность симво
ла)2. Ф ормулы строятся и з  ат ом арны х (вида pfm) ( х .....х ) и
0J ' сх1#... ,ХжЛ  при помощи связок и кванторов естественным 
образом (т.е. имеют вид (г(Ф1,...,Ф ) и (*Х)Ф, где с е С , к€<3). 
С во б о д ны е и  с в я з а н н ы е вхождения индивидных переменных в форму
лу определяются как обычно; парам ет ры формулы - это перемен
ные, имеющие в нее свободные вхождения; п р ед ло ж ен и е - формула
без параметров. Иногда, при необходимости, запись 

<*«> (к) т ' )  <к\)
Ф(Р„ ....Р_ ; 0, 1 ,...,0_,т ;Х1.... X ) будет обозна-

(£,) (к;)
,0.т ГО

чать, что Ф есть формула с предикатами Р. и парамет
рами Хк (т.е. без иных символов, кроме перечисленных); запись 
Ф(Х1,...,Хп) понимается аналогично (когда предикатные символы 
не оговариваются).

М о д ель ЗВ логики V на о б ла ст и (непустом множестве) D сопос
тавляет всякому предикатному символу Р(т) функцию Р^т): Г%У,
а символу 0 
вем

А1....
модели ЗВ

<т) - функцию 0jjm): Гт->Уе. Оцененной формулой назо-
Ф(Х„ ,...,Хп) - формула,

ей отвечает значение Ф
выражение вида Ф( Аг , . . . ,4п), где ->Л1#

вэлементы Г; ем ихвсчасх зиачеиис '•'дочл̂
(элемент У)3, определяемое естественным образом:

P (m) (АЛ , . . . , А ) = Pmm) (А.  , . . . , А ) (и аналогично для 0(т)1 т «и 1 т
( Аг , . . . ,̂ пЛ  ; (Г(Ф1.... Фк) = с:(Ф1.... Фк); ТкХТФТхТ =

к ( ( Ф ( а ) : А е Ю ) (значение к(0) здесь несущественно: ведь М ) .  
Формула Ф(Х1,...,Хп) и ст и н н а в модели ЗВ (или: 5В есть м о д е л ь

Ф - ЗВь=Ф), если Ф3ц(А1, . . . ,А п )eV d при всех Аг ....An€l). Отноше
ние с е м а н т и ч е с к о г о  с л е д о в а н и я в логике V определяется обычным 
образом: П=уФ, если формула Ф истинна во всякой модели ЗВ мно
жества формул Г. Формула Ф о б щ езн а ч и м а в логике V, если Ф ис
тинна во всякой модели ЗВ логики V (т.е. если ЕуФ). Скажем, что 
отношение семантического следования к о м п а к т н о, если выполнено: 
(П=уФ)=»(П=уФ для некоторого конечного ГсГ).

Аксиоматическое и с ч и с л е н и е В (для логики V) задается мно-

1Во избежание громоздких обозначений мы рассматриваем здесь односортный язык, 
обобщение на многосортный случай тривиально и трудностей не вызывает.
возможность введения функциональных символов, представимых 2-зкачными преди
катами, тривиальна и специально обсуждаться не будет.
3Когда из контекста ясно, о какой модели идет речь, индекс в выражении Фт(А̂ ,
...,Ап) будем опускать.
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жеством аксиом и правил вывода (с конечным числом посылок). 
Определение выводимости в исчислении I традиционно: П-|Ф, если 
Ф может быть получена из элементов Г и аксиом I конечным чис
лом применений правил исчисления 1. Формула Ф есть теорема 
исчисления I, если Ь|Ф. Зсли множества аксиом и правил исчис
ления I рекурсивно перечислимы, то таково же и множество тео
рем. Скажем, что исчисление 1 слабо аксиоматизирует логику V, 
если Ь|Ф«=*=уФ (для всякой формулы Ф); I сильно аксиоматизирует 
V, если П-|Ф«=»П=уФ (для всех Г и Ф), т.е. выполняется так на
зываемая "сильная теорема о полноте" (в последнем случае отно
шение П-уФ компактно).

Рассмотрим условия слабой и сильной аксиоматизируемости для 
некоторого семейства многозначных предикатных логик.

1.2.Предложение Ф(р|0)....Р^0)) представляет связку

(значение Ф^ в модели 5П с

pj0)=a = для a1»“ «»ak€7. Предложение Ф(р(1))
представляет квантор Кф(иОсгФ(\у) (значение Ф^ в модели SK с 
CP35l1) (А) :AeD)=w) для WQV, (это определение корректно, так
как индукцией по построению легко показать, что для всякой 
формулы Ф Ч Р (1);Х1....Хп) и А1.... AneD значение

®jR(A1....Ап) может зависеть только от Рд11) (А1),. . . ,Р^1) и

СРЗП(1) (А):АеЮ).
Скажем, что логика V классически корректна (короче: просто 

корректна), если она содержит (или в ней представимы) связки 
-i,v и квантор 3, совпадающие с классическими на множестве Уе
(т.е. iT-F, nF=T, TvTrTvF-FvT-T, FvF-F, 3({T>)=3(4TfF},bTf
3(<¥))=¥); при этом, как обычно, легко представить в V связки 

и квантор V, совпадающие с классическими на V . Мы бу
дем рассматривать только корректные логики. Такие логики, в 
частности, содержат все формулы классической логики предикатов 
(их будем кратко называть классическими формулами) - формулы, 
построенные из 2-значных предикатов посредством -i,v,3 (для 
таких формул семантика из п.1.1 совпадает с традиционной клас
сической). Положим T*J0*0̂ J0*0 и J>-iT (где Ф0 и JQ - произ
вольно фиксированные предложение и J-оператор) - формулы с 
постоянным значением Г и F соответственно. Для формулы 
Ф(Х.......X ) положим (ЧФ)*(Ухл). . . (Vx )Ф (X., . . . , X ) ("замыка-I П 1 П 1 п
ние всеобщности" для Ф).

J-формулой назовем формулу вида где J€C1, Ф - произ
вольная формула; она J-атомарна, если Ф - атомарная формула. 
J-пример классической формулы ф' - результат подстановки в нее 
J-формул вместо некоторых (возможно, не всех) 2-значных преди
катных символов. Это есть J-атомарный пример, если все подста
вляемые в ф1 формулы J-атомарны. Формулу Ф назовем внешней 
(нормальной), если она является J-примером (соответственно,
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J-атомарным примером) некоторой классической формулы 0 ', иначе 
говоря, если 0 построена при помощи i,v,3 из J-формул (соот
ветственно, из «/-атомарных формул) и 2-значных атомарных фор
мул. Ясно, что всякая внешняя формула 0(Х1,...,Х ) "двузнач
на": ее значение 0д и 1,.. . f Ап/ (в любой модели 5R и при любых 

...'AneD) принадлежит Уе.
Нормальная формула *(Р^0),... ,Р̂ 0)) (без параметров) 

определяет ie-местное отношение (на У )
....ак>€Ук:^(а1,... ,ак)=Т> (так, например, J-атомарная

формула JP*0) определяет множество ул). Аналогично, нормальная 
формула *(рш ) определяет селейстбо Sy=(YiZV:*(Ю=1). Отноше
ние Д£Ук (где k>0) или семейство SS2V назовем J-определилыл, 
если они определяются некоторой нормальной формулой.

Связка о- из с2 (арности А>о) J-определила, если для всякого 
J€Cj отношение ={<0̂ . . .. ,ак>еУк;а'(а1,. . . t\)eV ) «7-опреде- 
лимо: иначе говоря, если существует нормальная формула

j(p[0) «..., Р 0̂)) • представляющая связку «7<г(р*0)....Pk0)),

т. е. ( Р (0)j F, иначе.
.(Это - аналог нормальных форм из [12].) 
Аналогично, квантор к из Q J-определил,

т. если <гбР<0> • " ,fk У

семейство SK 3=(у/я у:K(w)eVj> ,7-определимо, т.е. если существу 
ет нормальная формула Ф (Р{1)),
J«X)Pa)(X),

если для всякого «7с 
, т.е. если существу- 

представляющая квантор

т.е. Ф,к, J (Р(1)
если к(ЧР(1> 
иначе.

(A):AcD))€VJt

Корректную логику V назовем J-определимой, если выполнено: 
( а )  все связи сг из С2 и кванторы к из Q J-определимы4;
Гъ) множество выделенных значений У«7-определимо, т.е. 

существует нормальная формула *d(P(0);, выражающая связку

1.3. Для J-определимой логики V введем исчисление l(V) со 
следующими аксиомами и правилами вывода:

А: ,7-примеры всех аксиом классического исчисления
предикатов (т.е. формулы вида Ф+(Ф'->>Ф), (\/Х)Ф(Х)-»>Ф(У) и т.п., 
где Ф,Ф'.- внешние формулы);

4Несколько более явное описание J -определимости будет приведено в § 2: см. 
замечание к теореме 2 в конце п .2 . 2 .
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В: [( & v с7Ф)3 для произвольной (на самом деле
J€B' J€B * *

достаточно: атомарной) формулы Ф и для всех конечных В',
В''£СЛ, удовлетворяющих условию ( П V )£( U V ) (здесь 

1 J€B' J€B * '
допускается В'=4 или В ” =0: при этом, как обычно, пустое 
пересечение понимается как V, а пустое объединение - как 0; 
соответственно, пустая конъюнкция есть Т, а пустая дизъюнкция 
- 1; иначе говоря, мы имеем аксиомы & JQ) для В£С. с

J€B
( п V )=4 , и аксиомы ( v «7Ф) для BSC. с ( vv )=V)S.
J€B J J€B 1 J€B

C: [J(<r(Фх.....................V 7 и U
для всех ^€С2, »c€Q (и произвольных формул Фг, . . . ,Фк,Ф) ;

D: [Jor<->'i0. ], [ JJ j(J'Q)],[jeim)(X1 Хп) <-►
¥ 1(в<я) (Х..... х’))] для всех o-eĈ .J.J'eC,, 2-значныхi л v !?l fc X
предикатов в(т) (и произвольной формулы Ф), где

IT, если <rkVj 1 , если &4Vj
и «^(0) = ( V 0“ )

0€(V ПУ т) е J

(здесь 0а=/0, a~̂ * 
р 0 , a=F,

а при (^07^=0 пустая дизъюнкция есть 1 );

Е: правила m odus ponens — Ф"7 и обобщение6

внешних формул Ф,Ф' и d-прабила
Ф

Ф”ДФ7

для

для

произвольной формулы ф.
ЛЕММА I. ("корректность"). Пусть логика V J-определила, 

Тогда ГУ| ̂ Ф=»Г>уФ (для eosucux Г,ф;.
Логику V назовем J-колпактной, если выполнено:
(С): если и .̂ ĵ . то существуют

такие конечные SsB’, S**£B**t что ( n v.;s( и v )
J€B' J J€B’' J

(здесь, как и в В, допускаются В'=0 или в * ' =0, т.е. 
включаются требования:
[ (( Г\ V )=$)*(( n V )=0 для некоторого конечного Ъяв) ] и

J€B j J€B j л/
£(Г и V )=v)4 (( и V )=V для некоторого конечного ВЯВ)].

J€B J J€B J

ТЕОРЕМА I ("полнота"). Пусть логика V J-определила. Тогда:

Р азу м е ется , среди аксиом групп* в много избыточных, которые можно отбросить, 
оставляя по бозложкосжи лишь аксиомы с минимальными (по включению) В’ ,В’ ’ .

6При определении выводимости из гипотез в этом исчислении никаких ограничений 
на применение правила обобщения не накладывается (в соответствии с тем, что в 

п.1 . 1  истинность внешней формулы понимается фактически как истинность ее з а 
мыкания всеобщности).
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I Исчисление I(V) слабо аксиоматизирует логику V ;
2)если V J-компактна, то \(\) сильно аксиоматизирует V. 

Доказательство приведем в п.1.4. А пока сформулируем 
СЛЕДСТВИЕ. Пусть логика V J-определима. Тогда следующие 

условия эквивалентны: l)V J-компактна; 2 Отношение Г*=уФ
компактно; 3Исчисление I(V) сильно аксиоматизирует V.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1 )=» 3): по теореме 1. 3) =» 2 ) очевидно. 2) 
=*1). Пусть V не J-компактна, т.е. имеем такие что

(С): ( П V )£( и VJ, но ( П  У . Ш  U У.) ДЛЯ ВСвХ
J€B’ j J€B”  j J€B’ J J€B”  j

конечных S ’SB', S ''S B ''. Возьмем Г={?(j p (n) O q , ... fXn)J|j€B'>u
Так как jQ^V^jQ,,,,

= 0 , то Г не имеет моделей, т.е. Г*yi. А всякое конечное Г^Г
имеет 
S'sВ',

модель 
S ' » S B * '

(так как ( n v )с\( п (VW ) )*ф
J€B’ J J€B’ * J

), т.е. i&yi.
для конечных

Замечание. Для некомпактности отношения 1>уФ достаточно 
иметь в логике V удовлетворяющую (С) систему представимых 
J-операторов: не обязательно, чтобы все они явно присутст
вовали в сг.

1.А.ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1 опирается на ряд лемм.
Пусть 1° - обычное классическое исчисление предикатов: в 

нем выводимы в точности все общезначимые классические формулы 
- точнее, выполняется сильная теорема о полноте: (Гн оФ«=»П=уФ
для классических формул).

ЛЕММА 2. Все J-примеры теорем исчисления 1° являхтся 
теоремами исчисления I(\).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: из аксиом А (индукция по выводу в 1°).
СЛЕДСТВИЕ. Если Ф0 и Ф£ - внешние формулы, и Ф г есть 

результат замены во внешней формуле Ф некоторого вхождения Ф0 
на Ф', то (Ф0«-+Ф̂ )ь| (у ) (Фч-*Ф*) (предполагается, что заменяемое 
вхождение Ф0 не находится в области действия J-операторов 
внешней формулы Ф).

ЛЕММА 3. 2)Для всякой формулы Ф и J-onepamopa J (из сг) 
существует такая нормальная формула Ф, что *-\(\)(̂ Ф«-*Ф). 2 )Для 
всякой внешней формулы Ф существует такая нормальная формула 
Ф, что ь| ( у j

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: из аксиом С и D (индукция по Ф).
СЛЕДСТВИЕ ("нормализация"). Для всякой формулы Ф существует 

такая нормальная формула Ф, что Фь| (V )* и Фь|
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: по лемме 3, п.2 ) для внешней формулы Фа(Ф) 

(и d-правилу).
Пусть А - некоторое множество нормальных формул, Р(Д) и 

CJ (А) - множество всех входящих в формулы из Д v-значных пре
дикатных символов и J-операторов соответственно. Пусть 
р*(А)=С0 (*^) |p(m)€?)(:A), J€C^(A)> есть множество различных
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2-значных предикатных символов, не входящих в формулы из А. 
Всякой формуле Ф из А сспоотавим классическую формулу V* -

(го)
результат замены в Яг всякой подформулы J P (хг.... Хт) на
в(Т\ ) (Ф есть 7-пример формулы Я'*). Всякой моделиp(m) j 1 т

ГО сопоставим модель ГО* (на той же области в), где (О**^ )д*
Р > 7

(А1,...,Лп) = 1((?ы ) )ш (AV ...,AJ) ДЛЯ 0 (̂ }
a1,....Aw<eD (значения 2-значных предикатов, входящих в формулы 
из А, сохраняются в ГО* из ГО). При этом ГО**=Ф**=»ГО̂ Ф (для формул 
Я< из А). Положим
А* ш ( [ (  & О*?* ( X . ..... Х ) ) + (  V в Ы) ( X ..... X ) ) ] :
° J€13' Р ( ,J 1 J€B * * Р* ,J 1

P (m*€pCA), В' fB ’ 'SC' (A), B'.B" конечны,
ЛЕММА 4. Пусть A, p(AJ, cjfAj, p*(AJ, Ag определены как 

выше, u выполнено условие : А бесконечно =» V J-компактна. Тогда 
для всякой лодели ГО» множества формул А* существует такая 
модель ГО, что ГО*=5П*.

Д О Я ^ т й Ь С Т В О . Пусть ГО• 
произвольные P(ro)€?UA; и

модель А*. Фиксируем
А . ....А €В . ПОЛОЖИМ1 го

b ,=<J€C^(a ; ; ( 0 (7^) )ш , ( А г ....аю;=Т>. в "  = (с{Га ; \ в ' )

( J e C l ( & ) : (0(7) , ) т , ( А л . . . . , А ) = ¥ ) . Покажем, что ( Г) У . ) 2
1 P ( m ) ,J ЗИ 1 m J€B 1 J

( U  V . ) (т.е. что в V существует элемент а
J € B "  J Ры ) и л.....А)I ГО

(Хг....XJ)] при-

принадлежащий С(( n v.)\( и v.)J).
J€B' J J€B * ' J

Действительно, допустим противное. Если А конечно, то фор- 
мула [( & е("> (х,....х ))■*(v в(™>

J€B' Р ( ,J 1 Ш J€B'' P (m>,J
надлежит Ag, т.е. истинна в ГО' - в противоречие с определением 
В' , В' ' . Если же А бесконечно, то логика V J-компактна, а зна
чит, имеем такие конечные S ’SB', что
( n  v.Jsfu v.) - и противоречие аналогично предыдущему.
J€B * J J€B' ’ J _____
Теперь определим модель Го.

а
p(m)(Ai... v

(ДЛЯ всех P (m)epf А )
где
и

о (го)■го (А* А )
Ал ....А €В) - она1 го

искомая, так как 7(Р,Т /Т> ( m ) , ( m)(А. .... А ) )  = ( в '1 m P (m),J ) ^ , ( А г , . . . , А  ) .

ЛЕММА 5. Пусть Ь=(Ги<Ф)) и ре Ь)с’С р* fA j. д* определе
ны как выше. Пусть (T*uAg^  ** (где . Тогда

Г|-1 rv ;ф •
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме дедукции для В0, &

J&1( ЧГФ* )-и$*J, где ^,...,*€1*. ^ .... ^ e A g . По лемме 2 ,
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H| ( V) f &  где (для есть
результат замены в *; всех в <")  х'), на

J Р'Ж ,J 1 m
JPim) (Xt,...,Хт), т.е. аксиома в исчисления I(V).

СЛЕДСТВИЕ. Пусть Д=(ГО{Ф}) есть множество нормальных фор
мул, и выполнено условие: Г бесконечно * V J-компактна. Тогда: 
1>¥Ф#Г|-, (V)*.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Г*|(У)Ф - По лемме 5, (Т*иА*)у Ф*, и
имеем модель множества (Т*иА*), в которой не истинна Ф*. По 
лемме 4, имеем модель ® с . Значит, Я - модель Г и Я*Ф,
т.е. Г*уФ.

Отсюда, используя Следствие о нормализации, получаем утвер
ждение теоремы 1, п .1 (при Г=б) и п. 2 (при J-компактной V и 
произвольном Г).

1.5. Несколько замечаний.
Если множество истинностных значений 7 конечно, и коррект

ная логика V содержит J-операторы, определяющие все подмножес
тва 7 (или, например, все одноэлементные подмножества 7), то 
логика V J-определима (и J-компактна), поэтому исчисление l(V) 
сильно аксиоматизирует V (при этом рекурсивное множество акси
ом I(V) легко упростить, отбросив избыточные в группе В - фак
тически, СМ.[1] ) .

В § 2 мы рассмотрим несколько более общий (чем конечнознач
ные) класс многозначных логик: таких, которые имеют конечное 
число "типов" истинностных значений, но некоторые из этих "ти
пов" "расщепляются" в счетную последовательность значений (и 
вводятся соответствующие J-операторы). В таких бесконечнознач
ных логиках, вообще говоря, не все связки и кванторы
J-определимы, и в § 2 решается задача описания условий 
J-onpeделимости (более "явных", чем само определение из 
п.1.2 ), т.е. задача указания границ применимости описанного в 
§ 1 метода аксиоматизации (для логик из рассматриваемого в § 2 
класса).

Отметим, что J-onpeделимость - достаточное, но заведомо не 
необходимое условие аксиоматизируемости7. При чересчур бук
вальном понимании это совсем тривиально: разумеется, существу
ют аксиоматизируемые (например, конечнозначные) логики, содер
жащие слишком мало J-операторов, чтобы быть J-onpeделимыми. 
Несколько более содержательно существование бесконечнозначных 
аксиоматизируемых логик со связками, которые не становятся 
J-onpeделимыми при добавлении любого числа J-операторов. В 
качестве простого примера приведем следующую логику Vc , полу
чаемую несложной модификацией предикатного варианта цепной

7Ясно, что существуют разные, не сводящиеся один к другому, методы аксиомати- 
тизации - и нет смысла серьезно рассчитывать на универсальный.
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логики Даммета. Множестве истинностных значений vQ - множество 
всех действительных чисел отрезка [о,l] с T=l, F=o и единст
венным выделенным значением Т (т.е. 7d=Cl>). Связки и кванторы 
- обычные интуиционистские &, y,-*,-i,V,3 (с (?1*a2)=min(a1a2) >

1, если a sa
(a1va2):=max(a1,a2); ^ '-J

(na1) = (a1->0 )=-
1 если a1=o 
О, если a ^ o

аг если а2<а1

ДЛЯ ai’a2€7c» и vrw;=tn/rw;,

3(wi=sup0v; для 
1 если a=i

□а=-

а также S5-модальность (с

для o€Vr - т.е. d=J.). Связка -► (точнее, от-
0 , если a*i

ношение R_¥ D=<<a’1.a2>€:Vc: >={<a1.a2>€72;a1sa2>; оста
ется не J-oripeделимой да*е при добавлении J-операторов, опре
деляющих все подмножества vQ (в этом легко убедиться, исполь
зуя описание J-определи*ости, приводимое далее в замечании в 
конце п .2 .2 ).

Исчисление 1с содержит обычные схемы аксиом и правила выво
да интуиционистского исчисления предикатов (в языке со), пра-Г ф 1вило ["□ф] и следующие схемы аксиом (где Ф,Ф’ - произвольные
формулы): (Ух ЯФ' уФ) -► Ф ’у (\/х )Ф (где X - не параметр Ф');
□ (ф+ф' ̂ (пФ-мзФ' ); (□Ф-^&&оаФ/); о(Ф+Ф' )чи(Ф,-*Ф); ('□ФулсзФ);
0 ,(т) (хл,. .. ,х )vn0 .(m) (X-, . . . ,х ) (где 0 .(т>- 2-значный преди-I I Ш 1 1 ГО 1
кат). Доказательство полноты (в сильном смысле) исчисления 1с 
для логики Vc (в стиле Генкина, как обычно для интуиционистс
ких предикатных систем) наметим очень кратко, опуская техни
ческие детали.

Пусть Г - счетное множество, ?D - множество всех оцененных
г

(в Г) формул. Множество Aqfd полно, если: ({) если h| (
О

8

и Ф^Д для всех led,... ,г>, то Ф'еД для некоторого
Jed,... ,в) (здесь г , О ) ;  ({{) если ФСа)€Д для всех AeD, то
(Ух)Ф(Х)еА. Полное А 3-полно, если: (3) если (ЗХ)ФГХ)еА, то
Ф(А)еА для некоторого AeD; полное А п-полно, если: (□) если
ФеА, то сзФбА (a-полнота не влечет 3-полноту, и наоборот).

ЛЕММА 6. Пусть П-счетное лножество. 1)Если IV. Ф (где
' с

(Ти{Ф>) - лножество предложений), то существует D-полное As?d, 
что Г«;А, Ф^А. 2)Если А полно, и (Ф-̂ Ф1 )4Д, то существует 
3-полное A Аи{Ф}), Ф'^Д'. 3)Пустъ Дс?о п-полно. Положил
K=(At̂ FD:AQAt , А' 3-ПОЛНО), V=(K,QK:(VA'eK')(VA’'2Д')(А’’еК* )) 
и Ф=(А1еК/ФеА'}(eV) для всякой ФeFD. Тогда: i) к и V линейно
упорядочены по включен ию; i i )$=к<=*Ф€А; ш)(пФ)=}к>если^=к>

0 ,еслиФ*к,
iv) (ф&ф 1) , Т Ш  П =1

JK, если$я$', 
, если^9 с$,
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TWTrJK- если l=*- ттш1=ыггт.Т:л»ю.
[0 , если Ф*0 ,

v) в(т)(л1.... Ат)€<К,Ф) для 2-значных предикатов вш ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО традиционно (сравн. [ 11, §3]): в п 1)для

обеспечения о-полноты используем то, что hi (□ (Ф&Ф')«-мзФ&сзФ')
"с

и hi (а(ФуФ' )<-кзФ>/аФ'); п 2)аналогичен лемме 3.6 в [9]; в 
'с

п .3 )t{) вытекает из 2 ), т.к. Ф4А=»(т-*Ф)4А, a tit) вытекает из 
СО, т.к. Ф4Д=»(аФ)̂ Д=>(-1аФ)€Д.

ЛЕММА 7. Для всякого счетного линейно упорядоченного множе- 
ства V с наибольшим и наиленъшил элементами 1 и О существует 
изолорфное (по &) вложение v б vc, сохраняющее 1,0 и бее (име
ющиеся в У) sup и inf (для подлножеств WQV).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: пусть V= <t»n:neN> (где N=(0,7,2,...}.), t>n=n 
для n=o, l; полагаем h(vn)=vn Д-ля n=o,l, а для n^2 :

h(v )+h(v ) r s
h(vn)=-----2-----  . гДе “ наибольший элемент в <v{<vn: i<n),
v - наименьший в (i»,>t> :i<n).5 1 П

ЛЕММА 8. Пусть D счетное множество, V линейно упорядоченное 
множество с наибольшим и наименьшим элементами к и 0 , и заданы 
ФеУ для всех Ф из F с выполнением условий m)-v) леммы 6, 
п.З. Тогда существует модель 5П логики \Q на о, где $^=1 *=*Р=к 
(для всякой

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: полагаем Pmm) (А.....А )=Н(РЫ) (Ал,...,А  )),ч Зл 1 m 1 ш
(и аналогично для в' О, где h - изоморфное вложение
(W:<PeFD)(QV) в Vc из леммы 7; тогда ^gn=H($) для всех Ф€?0.

СЛЕДСТВИЕ V1 полнота" ). П-i Ф<=»П=у Ф.
с с

2.Логики с конечным числом типов истинностных значений
2 .1 . Пусть задана четверка конечных множеств

Е=<Е,Е ,Е,Е >, ГДе ЕпГ\Ел =0 , Е^ЯЕ= (ЕпУЕл ) , Е tLD 1 ’ d ’ "e ' * ^ ш г , ( "d*"" "e"*K ̂ y * •“ d'
fe(E\Ed). Обозначим N=(I№j(w}) , где N=(0,7,2,...) - множество 
натуральных чисел, a w^N; линейно упорядочим N естественным

— „ W . ,образом: 0<1<2<. . . <0). Для сеЕ положим я - J 1

Ve=(<e,n>;n€Nc), Дс=((с,т);m€Nc>
истинностными значениями логики Vr

(здесь элементы 
, а элементы

(о),
' V,

для обозначения ее J-операторов).

У^=(<С,п>:п<т)9Ус . ЯСНО, ЧТО vc=v5

Для Л = (С,га)€Л1 

для ё

о*
е будут 
индексами 

положим
( ( C . V ) .

G
сеЕ.
ееЕ„ (т.е.

е=(е,п€), где пе - наибольший по < элемент Re h
Рассмотрим многозначную логику VE со множеством истинност-

vr), множеством выделенных значенийных значений
v =( и
d С€Е

у =( и
ь G€E

ус), с Ve=(T,F}, где T=<t,0>, F=</,0> и с множеством

231



J-операторов ЛеЛ^, где Л£=( U_ Ac) и для Л
T foc€Vx С€ё
F a^7x ; множеотва остальных связок CQ, С2 и кван-a*v

торов Q логики V£ задаются произвольно (предполагаем только, 
что логика VF корректна, т.е. в ней представимы классические 
1 »v,3).

С содержательной точки зрения, Ё есть конечное множество 
"типов" истинностных значений (среди которых: тип "истины" t, 
тип "лжи" / и др.), a Ed - множество типов выделенных значе
ний; каждый из типов представлен в логике VE или одним значе
нием <е,о> для €сЕ0 ("нерасщепленные" типы), или счетной це
почкой значений (се,n>:ncfl) для сеЕг ("расщепленные", точнее, 
"счетно-расщепленные" типы) - иначе говоря, vc (для сеЯ) есть 
множество всех значений данного типа, а множество всех истин
ностных значений v_ есть ( и  v_) (разные типы значений, разу-

Е С€Ё ®меется, не пересекаются). Описанную конструкцию легко обоб
щить, допуская, например, "расщепление" типа не обязательно на 
счетное, а на конечное число значений (т.е. допуская в качест
ве Re, кроме R, любые конечные подмножества N) - подобные из
менения не влияют на существо результатов § 2 , приводя только 
к более громоздким формулировкам. Отметим также, что всякая 
конечнозначная логика V с J-операторами, определяющими все 
одноэлементные подмножества 7, (см. п.1.5) совпадает с V£ для 
Е1=б, Е0=7.

В логике VE представимы J-операторы Jc с Jc(oc)=

ГТ,ос=<е ,п> ПГ,
J 0 (а )=ч , (а. Ы
<e’n> |F,a*<c.n> c>n \ f .

f:СХ€7с
а^7

J<ctn>* J <e,n>
olg(V W  ) e'y<e,n)''
иначе,

для cell, neMr = «
<0),ceE,

(элементы <c,w> для ce^, как мы ско-
(o) (о)

po увидим, тут играют особую роль) - а именно JrP

(где с = «

J <C,n>F  ~

(с,и>),С€Е1
(с,о),с€Ег

= J Р 
с

),

p(0)8nJv <e,n)
7 р( О)J(C,n)P

(С , n- 1)
при П-0 ,

> ( 0 )

при П€(Мс\{0 >),

(С,П) P<0)=JcP(0)8nJ<е,п)Р<0). Представим также J-оператор

с Jd(«)H F.o*v
формулой V <0,=ê/eP<0> Таким образом,
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для логики V£ выполнено условие (Ь) из п.1.2 , и значит, ее 
,7-определимость сводится к J-определимости всех связок из с2 и 
кванторов из Q.

Залечание: J-операторы J<e п>:с̂ Ех, пеМ, вместе с дс:С€Ё 
образуют систему J-операторов,’ эквивалентную исходной системе 
J(em);C€l, таеИе ; так как J(e т) дляее^, meN представимы
через них формулами (n^m J<e п>Р(о)).

ЛЕММА 9. Пусть (6 логике V ) А', Л* ’sA . Тогда:

( п
АбА.V ( U 

Л€Л I #v  ~
е Е

<=» О  (ё:С€Е>£A'», иди
ю  (Зе1,е2€Е)(с1*£2, А'пле ^ ,  А'пле *0 ), иди
i i t ; GceStOn* ,n’ ’eRgjfn'sn" f Ге,и')€Л\ Ге,п")€Л").
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. выполнение условий t), it) или ill)

влечет, соответственно: Г и V4 )=v_ , f n V\)=<b, CV4.SV4,,A€A' • A E A€A' a л aдля A'=Cetn')eA', A'' =(c,n’ * )eA*•).
(+): если условия i), it), ill) не выполнены, то A ’sire.m);
meRe , m£n}( ГА’'AAgjsire ,m) :meRe , m<n> для некоторых сеЕ,
nefL , и значит, <е,п>еГГ П У*)\С и V*)). 

е А€А' А АеА'■ А
СЛЕДСТВИЕ. Логика 
Залечание: е ели

J-компактна.
с бесконечныйдопустить рассмотрение V£

E=(EQVE1)t то логика V£ была бы не J-компактной (так как тогда 
ноГ и vG )=v_ 

е€Ё е Е Г U V-)*V_ для конечных Е'ЯЕ). ееЕ'е Е
Е J-определима, то исчислениеТаким образом, если логика V 

I (VE) сильно аксиоматизирует ее *(по теореме 1, п.2 ). При этом 
аксиомы групп В и г  исчисления I (VE) после устранения избыточ
ных принимают вид:
h : О  (V

СеЁ
a) для Ej.EjeE,

Ш )  (.с п ' ( с  п‘'  ̂Для п* ,п' 'еП, п’ <п'
JA<r, для A€Ae, <геС0> <геУх;
iJAo-, для АеЛЕ, <г6С0> tr̂ Vx ;
J(t,n>JA*<-*JA* Ддя ЛеЛв- “
J(f,n)JA*->',JA* Ддя Xf V  "*RrJ 
nJeJA* для А€Ле» е€ ГЕ\Ве)

(и аналогично с заменой на е(т) ГХ^ ... ,Хт) для 2-значных 
предикатов); аксиомы групп д и Q по сравнению с п.1.3 не 
упрощаются (сравн.[з]).

Таким образом, если (для J-определимой VE) формулы 
j (для JeClt °‘еС2* строятся эффективно (и

«Х.<г> Л е А ^  о*€С0, о-еУ̂ ) разрешимо), то множество аксиом l(V£) 
рекурсивно, т.е. логика V£ рекурсивно аксиоматизируема.

Залечание. Если к числу J-операторов логики V добавить 
/ _ [\,ос=<е,и> ь

мч (° J,r ) для есЕ, (для всех, или хотя
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бы для одного), то в полученной логике V£ отношение Г*=у,Ф ока- 
жется некомпактным (так как r=(j*£ п)Р(0) .-ncW} *=у• J<c w>p<0> * 
но Г*у, j<e w>P (o) для конечных Г^Г). Поэтому такая логика V£Е
не будет сильно аксиоматизируемой (хотя слабая аксиоматизируе
мость, при условии J-определимости, обеспечена по теореме 1, 
п.1). Значит, если логика VE J-определима, то J-операторы 
J<c w> (для eeEj) в ней не представимы (см. замечание к следс
твию из теоремы 1 в п.1.3).

2 .2 . Приведем теперь более явное описание понятия
J-onpeделимости связок и кзанторов в логике V£.

Множество ZsR (=fle для eeJ^) назовем регулярны*, если Z или 
(R\Z) есть конечное подмножество N; в (О) (=ПС для ееЕ0) вся
кое подмножество Z регулярно. Множество регулярно, если
регулярны его с-сечения we=(n€Re :<с,n>€W> для всех ееЁ. Отно
шение (где к>о) регулярно, если R=l'J1(WilX.. .ХУГ1к) для
регулярных i=i,... ,r, j=i....к (или, что приводит к
равносильному определению: для иг =(<е f n>; neZ^} с е^€Ё и
с регулярными Z sRr ). При к=1 это определение эквивалентно 

J iJрегулярности для множеств ZV£.
Положим G=(g=<Z',Z'•>: (Z' конечное подмножество N),я я я

(Zy ' =<meN:n<m) для некоторого nelfl), ((Z^nz^ * )>. Паре
g=<Z',Z'* > из G сопоставим семейство подмножеств я я
н =<zqIN; ('z’szscz'nz' ■)) и (z• '*0=»(znz' ’ )*0 )> (например,g g g g  g g
H<0 fq>=(2^\{0>), H<z 0>=<Z> для конечного zsN). Положим 
П=<0=<£0 ,2?0 >;£qSE0, ?0 есть функция из Ег в G>; паре Q=<Eq ,Fq> 
из Л сопоставим семейстЕО Sq=Cwcve; (\/ceEQ) (<с, 0>еУ/*=*ееЕ&) и 
(Ve€Ea) (<’n€R:<efn>€W>€HF (е)̂ >- Семейство SS2 Е регулярно,

S ^
если S=(iy1S0 ) для некотоэых в^П, {=*,...,в.

ТЕОРЕМА 2. I)Связка <г (арности к>о) из С2 J-определила в 
логике VE <=> для всякого AcAg. отношение R̂  • -. . Ak>€ V£;
<rfa,.. . ,ак^еУ^> регулярно. 2)Квантор к из Q J-определил в 
логике \£ «=> для всякого селейство ŝ  ^=<wqv£:k.(y/)eVx)
регулярно.

Залечание. Здесь вместо .̂-АсА можно говорить об отноше-
ниях = <Ча... ak>eVrE;®‘(,°ti....ak>€Ve> : С€^’ й<г,<е,п>
- С<а1? . ,ак>€У£;о;(а1, . . . ,ак>=<е,п>> ; e€£1 (n€lN (и аналогично
для квантора к) - это связано с эквивалентностью соответствую
щих систем J-операторов (см. замечание в п.2.1 перед леммой
9).

Теорема вытекает из следующей леммы.
ЛЕММА 10. 1)Отногиение rqv* (где к>0) J-определило «=>

v ь
регулярно. 2)Селейство SQ2 е J-определило <=# регулярно.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. («О. Регулярное множество wsvE определимо
формулой Ф ( р (0))= у Ф Р(Р(0)), где

С€Ё

*H>cfp(0>j= ('<еУп>€|Ле>п>?<0))’ если ^ п7с>) конечно, 
rJeP(0)&r<e&n>̂ w-iJe>n>p(0))) .если (VG\W) конечно.

Поэтому регулярное отношение R = ( . .XNlk)) (где W
р it

регулярны) определимо формулой ^r('p|0),.... Pk0>^ i - i  ĵ i
3 V

Фи (р!0))). Аналогично, регулярное S=(',y1 )£2 Е определимо
ij J s 1=1 i

формулой *S(P(1) )=Clv1 ¥0 (Р(1))), где

для 8=<E0 I?0 >€П c P0 ('e)=<ẑ  e , Z£'e>, (
^Stc=<<e>n>:r^ zQ,c^ ^Qte=<<c>n>:ne( z0 , e u z 0 i e ^  ДЛЯ eeEv

*0(p(1) J=(C€f0raxjjcp(1) rx;;&(G€(E&4E0)-ir3x;jep(1) (х;;& 
&l & (г &, (3x)j p p(1) (x))&(Vx;*u ('p(1)rx;;G€E^ n€Z0 e <c,n> w0 c

(8.(ЗХ)Ф„, , (РП) (X))])) (здесь часть, заключенная в квадратные w0 ,e
скобки, при Z0 'G=0 опускается).
(=>). Доказательство использует следующую лемму, которую легко 
получить традиционной техникой элиминации кванторов и приведе
ния к дизъюнктивной нормальной форме (д.н.ф.):

ЛЕММА II ("элиминация"). 1)Для всякой классической формулы 
*f0i(O),... ,0(О)) существует такая классическая формулаL Ш

Г Р 1
Ф*=С, V1J§ 1 с » вида е<0> или ^в^0,, q e O ..(I)
(г,р,...,р^О),
что 10ь('Ф«->Ф*,).

2)Для всякой классической формулы Ф('0^1),.., ,0^1),
хх....Хп) существует такая классическая формула

* * = ^ 1  jli V  с *,j биаа °?'(ХЧ.). -«в*» (Xq.) 
(q €< 1, . . . ,n), q'ed....n)) или вида

p p' '

C « в и д а в <и(Х). -}в(1>( m>),ijk q Я
(II)

что I °н ( ) .
1)Пусть P={<alf . . . ,ак>€УЕ;Ф(а1....ak)=T> ДЛЯ нормальной

формулы Ф(Р*0), . . . ,Рк0>). Так как Ф есть J-атомарный пример 
классической формулы, то, применяя лемму 11 и очевидные
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соотношения между J-операторами логики V£ 
виду:

легко привести ее к

**=(ai jSi j р(о))Jи pj
где r£0, a J,, есть операторыi j
(£€*4 , neN) - и значит, C<X€V,

Je C£€E; или J

E* j  (aJ=T> регулярно.
<e,n>’ (£,n)

2 )Аналогично,
*(P(1)J, приводимой к виду:

**=(ai jli

S^WSVj.-'KW.bT} для нормальной формулы

V -
где s' а каждая имеет вид

C3x;jijp(1) сх; или -if3x;jljp(1)fx; для
eeEXKJ JTc,n);C€Er<e,n>'

Далее, обычными средствами обращения с д.н.ф., формулу V*
легко привести к виду

s
***=(1=1 £€Е

где sao, а *1С есть

[((3X)J+ .Р(1)ш Л е& (С,п1£.)
сеЕ1 (здесь п1С€М, а aie>a
семейства S, = (ffSV_:( 8.к С€Е

ОС.
((3X)JcPm  1С для

a
£€Е0

& f(3XJJ г Рш Ш.)nSn̂ c <е,ш>
iCm

И

ДЛЯ

1CmeV a 'F> и e “J 0 -« -T j .
|п 0 , a=F 

имеют вид
s

При этом

"0 . для

надлежащих 0^0 - и значит, семейство S = ( S L) регулярно.
Замечание. Теорему 2 (точнее, лемму ю) легко распростра

нить на произвольную логику V (из § 1). А именно,
Ksv* (где к>о) J-определнмо «=» R =,Wifwiix -•-^ikJ• 
есть пересечение конечного числа множеств вида У

отношение 
где

или
для JeC1* Семейство 

(WQV: (mWt
SQ2 J-определи:ifeo

wijSy

► s=(Y}sa )> где sij
имеют вид (WQV: nvnw ;=0} или (WQV: Oww > (для таких же
w^). (Видно, что описание в общем случае более тривиально и 
менее информативно, чем в теореме 2 .)

Теперь применим доказанную теорему, чтобы установить крите
рии *7-определимости (в логике V£) для некоторых классов доста
точно естественных связок и кванторов. При этом, во избежание 
громоздких обозначений, ограничимся рассмотрением только би
нарных связок - распространение на случай произвольной арности 
k>o (там, где оно осмысленно и интересно), как правило, три
виально, и останавливаться на этом не будем.

2.3. Произвольному квантору к (логики V„) сопоставим 
бинарную связку сгК, положив
W V

ЛЕММА 12. Если селейстбо sq2 1 
Rs=(«*!,a2>eVE ; ̂ ai» a2>€S> регулярно.

V
°lCfai»a2^ ^ ai,a2^  ДЛЯ

регулярно, то отношение
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассмотреть случай s=s0 для 
0=<Ед,?0>€П. При этом Rs определимо формулой ФСР{0) .Р̂ ) =

) )&(се(e^Eq)'1 ̂ е р{0,у^ р20);
/  J<c, „>РГ  Н е , п >р2°‘ е рГ  ̂ *н0> е 'С-

"в.'
(р!0) )y*.

W0 .C г
ze[e(здесь Z0 g 

часть, заключенная 
опускается).

W£'c и w0 с определяются как в (0),0 *е квадратные скобки, при Z0 ’е , =0

СЛЕДСТВИЕ. Если квантор к j-onpeделим (в логике V£), то 
соответствующая связка <гк также J-определима.

Залечание. Предыдущее замечание (в конце п.2.2) позволяет 
легко распространить это утверждение для произвольной логики V
(из § 1).

2.4. Определим на V£ отношение эквивалентности (а'~-ам j * 
( З с е Ё )  (ос ,<х.> *еУс ) (т.е.а’ и а' • - "значения одного типа"). Для 
VC t положим: (YT ~^УГ • ) * (\/е€Ё) ( 0 ’ПУе )*0*=»(VT W e )*0 )
(т.е. (чг~£У Г • )o(W’E =W' *-), где w-^eeE; (wnve)*0 > есть множе
ство типов представленных" в wsvE). Связку (бинарную) <г (логи
ки V£) назовем Ё -и н в а р и а н т н о й t если (Voq ,oq* , 'еЕ) 
( (°4~ё°4 * J & а̂2~Ёа2  ̂=¥ (ё(сс[,< х.±)~£0 ( а ^ ’ , а у  ) ) ;  иначе говоря, 
Ё-инвариантная связка о* задается по набору функций <&-; 
тс , е , , ;е • ,е ’ ’еЁ> (где о1- :ЁХЁ-+Ё И т£ , е , , ;Re ,xNG , , -► Re для 
е ’,е’’€Ё, е=<г-(е • ,с» г )) соотношением сг ( <с , , п ’ >, <е’’,п'’>) =
<ff-(e',e” ), т£ , e M (n\nM )>. Квантор к: (логики V£)
Ё -и н в а р и а н т е н , если (Vw\yv' ' s v e ) ( w ~ - w ' ’=wcfw' •)), т.е.

если корректно определена такая функция к-: 2 е-кЕ, что 
(4WQV-.) (k (w leV- для е=к- (w-)). С содержательной точки зрения,£ £ Е Е
связки и кванторы Е-инвариантны, если они "корректно определе
ны" на типах истинностных значений (из Ё); и если понимать УЕ 
как логику конечного числа типов истинностных значений, то 
именно такие (т.е.Ё-инвариантные) связки и кванторы представ
ляют интерес и заслуживают рассмотрения. Если квантор к 
Ё-инвариантен, то такова же и связка <гк .

Скажем, что функция x:RG ,>dRG ,, -► Re лонотонна, если она 
возрастает (т.е. , ) (Vn^ ’€^е , , ) (т (nj.np s
т С п ^ . п у ) ) )  или убывает (определение аналогично). Функция 
т:Пе ,>fiG , ,-^G непрерывна, если она удовлетворяет следующим 
условиям:
1: если е,е,€Е1 (т.е. ГСс=ДОе ,=Ц), то для всех n ' ' eRj., , :
1.1: (т fu, п’ ' )=и MfVneN ) G ri^N  ) fVn • ZnQ ) (T (n' ,n ’ ' )>n),
1.2: (Tfw.n’ ' )=neNM(3n0€ N,)(Vn,ari0.)('T('n’ ,n ’ ' )=n);
2: аналогично по второму аргументу (при е . С ’е^,- т.е.
Re=Wc ,. .

Если (сеЕ0) или (е1,е*'€£0), то функция (константа) T:Re ,

✓
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автоматически непрерывна (и монотонна).
Ё-инвариантную связк/ <г (логики VE) назовем лонотонной, 

если все функции т£ , с,, (для е',е’€Ё) монотонны (допускается, 
чтобы они возрастали*при одних <е»,е,#> и убывали при других), 
Аналогично, Ё-инвариантная связка о* непрерывна, если все 
функции те , е ,, непрерывны.

Для W \ V ' C V E положим (W9zW99) + (ЧееЕ) CVn'€Re J
((<е|ГГ>€¥Г J * (3n"cl^Kn'sn" ̂ e.n*’>cW" Л. Скажем, что 
Ё-инвариантный квантор к (логики VE) Е9-монотонен (где Е ’£Ё), 
если он Е9-возрастает:
(Vw9 ,W9 9ЯУ£) (если W s W .  w^=w±9xE9, ^(Е9)=е, k (yt )=<e,n,>t 
к or »)=<с,п9 *>, то n ’sn'’;
-или же Е9-убывает (определение аналогично: п9*п99
заменяется на п9ъп99)). Ё - инвариантный квантор к
Е9-непрерывен8, если длв всех wsvE с w-=Ef, к-(£' )=С€Е1 и всех 
е *е ГЕ1ГЛЕ' ) выполняется:
1: (k(WU{ <с  9 ,w>)) =<с ,и> )*(Vneti)(3n0eh)(4n'bn0)(K(YflJ(<cs' ,п9 >))
= <с ,п9 9 > для п9 9 >п),
2: (к (YAJ< <е 9,а>>))=<с, п>, neh)+(3nQeh)(4n9*n0) (к(УЛХ<£ 9 ,п9. >)) =
<с,п>).
Ё-инвариантный квантор к лонотонен (и непрерывен), если он 
Е9-монотонен (соответственно, Е9-непрерывен) при всяком Е9яЁ. 
Если квантор к монотонев или непрерывен, то такова же и связка
< V

ТЕОРЕМА з. Ё-инвариантные и лонотонные связка <г и квантор к 
(логики \£) J-определимы «=* непрерывны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теореыы 3 («О.
Для А=£ (при есЁ) отношение R̂  ^={<а1,а2> е V’|.*6s('a1,a2  ̂ €

v\=y >= и (Vr,xvr,,) и семейство S* л .*»сrw; €А е аЕ(е9,с")=с е с *»А Е
Vx=7r>=r и <Y?-:W==E9} регулярны. Теперь докажем регуляр-

кЕ (Е»)=е Е Е
НОСТЬ ДЛЯ А=(с,т) при Cci^, meN.

ЛЕММА 13. В частично упорядоченном множестве где
к

(<&[,... ....<=» всякая антицепь
конечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО очевидно: достаточно убедиться (индукцией по 
А), что из всякой счетной последовательности элементов №  мож
но извлечь ^-возрастающую подпоследовательность.

ЛЕММА 14. Пусть с и к Ё-инвариантны, монотонны и 
непрерывны. Пусть А=(с,п) для с * е 19 m-eN. Тогда:
I)если е9 ,с9 9еЕ и е=сг_(с9 ,с9 9), то отношение Дл е , е ,, =

<<лг,a;2>€(Vc,XVe, , ):а(аг,а2)*vx> регулярно;

Предлагаемое условие выражает непрерывность для Е’-монотонного квантора; 
формулировка непрерывности, е<ггественная для общего случая, была бы излишне 
громоздкой.
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2)если Е’ЯЕ и с=к~(Е'), то селейство SA e,=('JY£Ve;W-=.E', 
k (w ) € vx) регулярно. * L

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1)Пусть функция те , е ,, убывает. Тогда R* =
 ̂ Р

п " >  € Re , xRe ,, .* те » » (п9 ,п’ 9 ) £ т) есть jvl<<n>, 
п" > ; njsu', nj'su’'} для антицепи его ^-минимальных элемен
тов (<nj,пу >:j=i,...,г) (конечной в силу леммы 13). Здесь, 
ввиду непрерывности те , е ,,, все nj и пу принадлежат Re , и
Re »» (т.е. *о>), а значит, R* имеет вид ^ C Z ' X Z ’') для регу
лярных Z'sRe ,, z,}dRc,,(J=i....г) - и значит лл е , е ,, =
(<<€’,п*>,<с* ' ,п',>>:<п* ,п'' >€Д*> регулярно. Если же функция 
те » Е ,, возрастает, то вместо Д* следует рассмотреть 

# :те , §е , , Сп’ ,гГ ’ )>т).
2)Аналогично предыдущему, пусть к. Е’ -убывает, и пусть 

S*=(<ne :сеЕ' >е( П fU.-K(4<e,ne.>.-ee.E' ЛеУ,,. ,). Используя
е й ’ 1лемму 13 (которая непосредственно переносится на ( ц Wc))

£€Е»

получаем, что S*=.\JA<n :СеЕ’ ’ >; & 
J" A С€Е’

(njine )> для конечной
антицепи .ееЕ’>;J=i,...,г) - причем, в силу непрерывности,
все nG€Rr (т.е. *о> при ее (ЕЛГ\Е')). Теперь, ввиду монотонности,

J . . . 1 г . . . . г . . .= <'WSVe :CW-=E> ) & С3<п :€€£’> € S*) ( & (<e,ri>cW))) =
€€Е’

U сеЕ  ̂ (neR; WUC<c,n>> е

Д  OV£V_; (Y/==E' )& & C3nG€lL J (n*£nC f <e ,nC>€W)) регулярно,j-i ь ь ееe ' J
Лемма 14 обеспечивает регулярность отношения Ra \ =

= ( и R* с  г* •) и семейства s* *=(_ и S* _/).<r- <е1 ,е» »)=е А»ь »** * к-(Е')=е
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 3 (=»).
ЛЕММА 15. 1)Для Всякого регулярного Psv^, u сеЕг лно-

жества СпеМ; <<с,п>, a>eR и {ru=R: <а,<с,п>>eR) регулярны.
vF

2 )Для Всякого регулярного sq2 l ,
S> регулярно.

СЛЕДСТВИЕ. Если Ё-инвариантные связка о* или квантор к (ло
гики V£) J-определимы, то они непрерывны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО; от противного. Пусть'не является непрерыв
ной Ё-инвариантная связка о*, т.е. некоторая функция т£, с, , - 
скажем, по первому аргументу, и при значении второго равном 
и ” ; положим а=<е,’,п,,>. Тогда, если те , e ,,rw,n,,)=w (т.е. 
нарушено условие 1.1), то не регулярно множество Z=(n'€f\: 
&(<с* ,п* >, ol)sti) при некотором neR, а если те , е , , (и>,п' ' J-neR 
(т.е. нарушено условие 1.2), то не регулярно Z = (п'еR; 
<г(<с* ,гГ >,а)*п) (так как в обоих случаях Z есть бесконечное 
подмножество R) - противоречие с леммой 15, п.1). Аналогично, 
если не является непрерывным квантор к, то для некоторых УУ£У£ 
и е,е'€Е1 множество Cn'eR.-icCWU^e' ,п' >}) е V(G п) или <п• € 
R.-Kfw и (<е‘ ,п' >>) * <с,п>) (для некоторого пеН) не является 
регулярным - в противоречие с леммой 15,п.2).

Залечание. Рассуждения, аналогичные приведенным, позволяют
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распространить теорему 3 на покоординатно-лонотонние связки о- 
- такие Б-инвариантные связки, у которых функции т£, £ ,, могут 
быть не только монотонными, но и "двояко-монотоннымиЛ: возрас
тающими по одному аргументу и убывающими по другому. Опуская 
детали, укажем лишь узловой момент доказательства: для "двоя
ко-монотонной" функции r:RxfW^ и теМ множество <<п',п'’>: 
т(п’ ,п’ ’ )£т) или <<п',п,,>: т(п' ,п' ’ )>п) вместе с парой <и,о>> 
содержит, по непрерывности, целиком множество {<п,,п,,>: п ’̂ п) 
или <<п',п''>:(и' *£т)) для некоторого п^М, что обеспечивает

г
его представление в виде ^ ( Z ^ X Z ” ) для регулярных Zj,Z"£N.

2 .5.Пусть задано отношение частичного упорядочения (ч.у.) s 
на множестве V£ , превращающее его в полную верхнюю полурещет
ку: т.е. для всякого непустого wsvE определена точная верхняя 
грань sup^(w) (наличие sup^(0 ), т.е. £-наименьшего элемента в 
УЕ, не предполагается). Как обычно, положим 
sup^(a1,a2)^6up^(<a1,a2>) .Рассмотрим полурешеточные связку <г< 
с suP<(ai’a2) и квантор с K̂ CYf)=sup̂ (W) для
wsvE, (как известно, операция сг̂  коммутативна, ассоциатив
на и идемпотентна). Отметим, что <r.=ov. (в смысле п.2.3).

* <Теперь, подобно теореме 3, мы установим критерий 
J-определимости полурещеточных связки <г< и квантора для 
случая, когда они Б-инварлантны. Это потребует некоторых вспо
могательных понятий.

Скажем, что ч.у. s (на v£) предынварипнтно, если оно удов
летворяет условию:
(0) (Va,a* ,/3€VEK(0~-asa’ ) =» (3/3 (0*0 ’~-a’ ))
(иначе говоря: если a=<e,n>€Ve , a *=<s •, тГ >*V£, (где е,е’еБ) и 
asa',TO для всякого /3=<е,т>€Уе найдется такой 0 ' =<с • , m' >€Ve , , 
что 0S0 ).

Предынвариантное ч.у. $ задает отношение £- на Б так: 
(es-e' ) <=»' Qa€Ve )(3a'€VG , )(asa* )^(Va€Ve )(3a'€Vc , jfasa* ; (оно 
рефлексивно и транзитивно, но не обязательно антисимметрично).

Предынвариантное ч.у. s (на v£) а-инвариантно, если каждое 
из v£ для сеБ образует направленный интервал в УЕ 
(относительно $), т.е. выполнены два условия:
(1) (Уе«:Б J(Va.a • €Ve ) (У0€ VЕ) ( (as0sa '*(feV£))
(или, что равносильно в 1фисутствии (О): (Ус,е’€Б)((е^-е'-^е) 
=» (е=е\) - отношение антисимметрично);
(2) (Уе«=Б) (Уа, а • € Уе ) (30е Vc) ((а*0,а’$0 J 
(или, что равносильно в присутствии (1):
(УееБ;(Уа,а •€Уе J(sup^(а.а •)€Ve )).
Ясно, что в (1),(2 ) достаточно ограничить квантор до (УсеЕ̂ У. 

Предынвариантное ч.у. s (на v£) .̂-инвариантно, если:
(3) (Уе«=17 (множество V£ содержит s-наибольший элемент е“). 

ЛЕММА 16. I)Пусть ч.у. * (на v£) к-инвариантно. Тогда:
а)ч.у. а or-инвариантно; в) (Уе€Б7(Ует£Ус ,vv̂ 0 Л (sup̂ (w)*vc).

2) а)Если ч.у. s <г-инвариантно, то *Е частично
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упорядочивает E, образуя верхнюю полурешетку (заведоло полную, 
ввиду конечности Ё), причел (Ус^с^Ё) vc ) (4<х>2* Vc )
(вир^(ах,а2) € ve для с = вир̂ _т(е1,с2)). в) Если ч.у. s

Е
к-инвариантно, то (4wsvE)(8up^(w)€Vc для e=8Ups_(wE)).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1а) Пусть s #с-инвариантно. Условие (2 )
Следует из (3); докажем (1). Пусть es-e's-e, т.е. имеем такие 
ас7е , a • eVe , , что e^a'^a. А так как asc^, то
антисимметричность $ влечет a=a', и значит, е=€’.

1в) Немедленно из (1): если оt€Wsve , то a^sup^OvJsc^.
2а) Пусть ч.у. * <г-инвариантно (и значит, в силу (1), z- 

есть ч.у. на Б). Пусть а^У^, , <*2€Ve (где с^е^Ё) и
ос=зир̂ (а1,и2) € Уе , покажем, что е есть точная верхняя грань 
сг и е2 относительно ч.у. Так как a^a и a^a, то е ^ е  и 
с^-с. Пусть теперь дан такой е'€Ё, что с^-с' и т.е.

и a2^a2 Для некоторых а{»а2€Уе ’* ТогДа a*a ' для 
a r=sup^(oq ,а^;, где а'€Уе , ввиду (2 ), и значит, е$-е».

2в) Так как W- и (fnvr j, то sup^tw)=supitr{a :с<~у/~), где eew- е s s е е
CLc=eup̂ (Yfr\Vc )€Ve , И  для е=вир5_(1У-).

£
СЛЕДСТВИЕ. 1)4.у. s (на УЕ) o'-инвариантно <=» связка о*̂

Ё-инвариантна. 2)4.у. s (на vE) к-инвариантно <=» квантор 
Ё-инвариантен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (*) из леммы 16 п.2 ).
(<=). 1)Пусть or Ё-инвариантна. (О): если а,0€Уе , а»€Уе , и

asa’, т.е. sup^Га,а’ )=а'€Уе , , то 0 ’=sup^(0 fa' )€Уе , и Э^Э'.
(1): если а,а'€Уе , 0€Уе , , и a<j0sa', то 8up̂ (oc,P)=feVc, ,
sup^Ta',Э)=а'еУе , и значит, с=с’.(2 ): пусть .а2€Уе * Т0ГДа
8up£ (ai’a2)=ai€Vc влечет вир^(а1,а2)€Уе .

2 )Пусть Ё-инвариантен. Тогда о*̂ =о-к Ё-инвариантна, и
условие (О) обеспечено. А (3) проверяется подобно (2 ): так как 
(Уе )-=((ос))- для произвольного а€Уе , то 8up£((oc))=cceVe влечет 
вир^(Уе )€Уе , и значит, Gs=sup^fyG ; есть $-наибольший элемент
V Для a ,a '€ У е положим: (a4 aj#(a^a)&(a’#aj, (or Zcc)+(a'za)&
8л (3 0 )(oc'<0 <a). Элемент осеУ£ назовем ^-регулярным, если <ВеУЕ: 
0sa> регулярно (иначе говоря, если для всякого ееЕг регулярно 
множество Za e=Cn€R:<G,n>sa>). Элемент ос€Уе s-нормален, если 
s-регулярны сам а и все a'^a. 4.у. s (на УЕ) назовем нормаль
ным,, если s-нормальны все элементы У£ вида <с,п> для сеБ^псБ. 
Элемент а€УЕ назовем s-правильным, если (а'еУ£:<х.' *<а) конечно и
rVe<aK3a4a)(0sa' )и

ЛЕММА 17. Пусть ч.у. s (на УЕ) нормально. Тогда:
1) все элементы У£ вида <с,п> для сеЕ̂ , пеМ s-правильны;
2) ч.у. s а-инвариантно <=» к-инвариантно.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1)Допустим противное: пусть элемент

а*=<с*,п*> (для c*€Elfu*€N) не является *-правильным. Ввиду
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конечности Ё, имеем счетное множество =<€• («М, где
e'cEj, n^N для всех icN, и выполняется f(Vi е W  (<*1 Z a*)] v 
v [(aQ<a1<a2<... <вир̂  ( :  {eN> )=а*) J. Так как множество
{п’сН.че1,n’>sa*> регулярно и бесконечно, то <e’,w>«x*. Поло
жим W1 =(ol'€V£:<c ' ,w>sa' <а*). Это множество не содержит 
^-регулярных элементов (действительно, если <е',и»^а' и 
Za, c, = (n'€fl:<e’ ,п' >&*’ > регулярно, то а^а* для бесконечно 
многих icN - и значит, a*sa’). Но так как все элементы VE , 
кроме конечного числа, s-регулярны (таковы все <е,п> для 
ecE^ucN), то множество W  конечно, и значит, содержит элемент 
<х'£ос*, в противоречив с s-нормальностью а*.

2 )Пусть s сг-инваригнтно, и пусть <с,о» не является 
s-наибольшим в 7е (для некоторого ее^). Возьмем такой nQ€N, 
что n(:€,n0>s<e,w>), и пусть а=<с ,п>=вир̂ (<с ,п0>, <с,ы>). Зна
чит, гм-N и a s-регулярел. Поэтому Za €={n*€W;<e,n* >sa> регу
лярно, и так как a>€Za е , то (R\Za е ) конечно, и
ё^8ир^((ос)и(<е tn* > :n,4Za c)j есть s-наибольший элемент Ve.

Замечание (несколько контрпримеров). 1) а) s-регулярность 
всех элементов VE вида <c,n>,e€E1,n€N, вообще говоря, недоста
точна для нормальности ч.у. s (пример см. на рис. 1а); в) 
s-регулярность элементов вида <е,а>>,е€Б1, для нормального ч.у. 
s , вообще говоря, не гарантируется (пример см. на рис. 1в), 2 ) 
а) без условия нормальности ч.у. s, <г-инвариантность, вообще 
говоря, не влечет к-инвариантность (пример см. на рис.2а); в) 
предынвариантность, вообще говоря, не влечет о*-инвариантность, 
даже для нормального ч.у. s (пример см. на рис. 2в). (Все при
меры - на У£ с %=#> Ег=а,/)).

ТЕОРЕМА 4. Пусть ч.у. s (на v£) <г-инвариантно. Тогда 
следующие условия эквивалентны:

1) связка <г̂ j-определима;
2) квантор j-определим;
3) ч.у. s нормально.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 2 ) =» 1): из следствия леммы 12.
3) => 2). Так как ч.у. s к-инвариантно (по лемме 17,п.2),

т.е.' квантор Ё-иявариантен, то для сеЁ семейство
S* Р=(1У£7_;К _(W)€Vr> = ( V (Yf’ZVp:W==E'>) регулярно. A

E 25 e (»cs)£(E')=e E E
регулярность семейстьа SK <e n>r-{yvsvE;K^(w)=<e ,n>) для
e€£1,n-sN вытекает (ввид$ леммы 17,п.1)) из следующей леммы:

ЛЕММА 18. Если элемент <*0€VE s-нормален и s-правилен, то 
семейство SK a ={wsvE;eup̂ (w)=<*0> регулярно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (oceV£:a<:aQ)=:(oL1,... ,ak> (где kzO), и
пусть нормальные формулы *у(р[0)) определяют множества 
Ytl=(<ieV£:cczoci) для {=0,1....k. Тогда формула Ф(р(1)) =

(1) k if (1)
[(Чх№0(Р (Х))ь j&j-i (Vx)4ri(P (X)) J определяет семейство
s#c aQ (так как (sups (yy)=a0)«=»(wsw0)& ввиду s-npa-
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вильности aQ).
1 И  3 ) :
ЛЕММА 19. Если (бинарная) связка <г (логики М£) J-определила 

и множество угяу£ регулярно, то отношение R = (<alta2>e v|: 
&(clv cl2) € w> регулярно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассмотреть случай w={<e,n>:neZ)
для ecJSj и регулярного zdi Если Z конечно (и sN), то
R=r№z*<ai’а2>:*(*it0C2)=<c'п>*' а если конечно (и sN), то
J?=('̂ <alta2>:o:ralfa2;€ve>\r U ;?(a1#a2J=<e ,п>>)).

n^Z
СЛЕДСТВИЕ. 1)Если связка J-определима и отношение

R0=<<ata, >€V̂ :8ups(a,a• )=aQ) регулярно (где a0eVE), то элемент 
aQ s-нормален. 2)Если связка <r̂  J-onpeделима, то ч.у. s 
нормально.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 2): немедленно из 1).
1)Пусть а^о^; докажем регулярность множеств w^OxcV^.aso^} 

для {=0 ,1. Воспользуемся тем, что если отношение asv| регуляр
но, то регулярны множества (а,€УЕ:<а,а> >eR) для всех а*УЕ 
(сравн. лемму 15). Поэтому, так как Yf^a^y^.^eup^^.a* )=а0)t 
то регулярность отношения RQ=<«*,<*' >€V|;sup^(a,a' )=aQ) влечет 
регулярность множества wQ. Тогда, ввиду леммы 19, регулярны 
отношения R,=(<a,cc' >cV|:вир^(ос, a ' )socQ> и Д=(Я’ХЯ^^ос.ос'>€V|.« 
вup^(0L,a, )<а0), а значит, множество *У£:вир^а.^,*')<olq}.

2 .6 . Теперь приведем более простой критерий J-onpeделимости 
°s и *s для °Дного частного случая.

Ч.у. s (на VE) назовем Ё-монотонным, если для всякого 
отношение s на ve есть линейный порядок, индуцированный s или 
* на R (т.е. если каждое Ус есть или s-возрастающая цепь 
<с,о> < <e,i> < <с,2> <...< <с,и> или s-убывающая цепь <е,о> > 
<е,*> > <е,2> >...> <€,«>). Ё-монотонное ч.у. s заведомо удов
летворяет условию (3) из п.2.5, поэтому для него предынвариан- 
тность влечет к-инвариантность (а значит, и or-инвариантность). 
Если цепь Ус (в Ё-монотонном и предынвариантном ч.у. s) 
s-возрастающая, то вир (̂(<с ,п> :netl))=<с ,и>> (так как вир̂  
((<е,п>: n€N>)€Ve по лемме 16).

ЛЕММА 20. Ё-лонотонное и предынвариантное ч.у. s (на У£) 
нормально <=> выполняется условие:
(*): если <e',w>s<e,n> (где с ,с '€Е19 ncNJ, 

то (3n ,€N)((e',n') s <е,п>).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (*) очевидно: множество (и) не регулярно. 

(«О. Допустим противное: пусть Z=(n' ь1\: <с* ,n#>sa> не регуляр
но, где a=<e,n> или ос?<е,п> для некоторых е,е,€Е1,п€^). Тогда, 
в силу Ё-монотонности, z=H (если цепь ve , s-возрастает) или 
Z=(t*>) (если цепь Ус, s-убывает). Случай Z=W невозможен, так 
как вир ((<с ’ ,п> )=<с*,и». Случай Z=<w> при а=<с,п> невоз
можен в силу (*). Остается рассмотреть случай, когда w=<u>), 
aZ<e,n> и для некоторого е •*€Ё;а=ё*»=<е•• ,п’ •>, где
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£при е ’ ’€£,
при е-*€Б1так как <e',u>sa=e то e ’s^e" и, в силу

ариантности, <x\o>sa’ для некоторого a'€ve ,,. А так 
как -i(<e» ,o>sa), то е* ’€Бг, a=<e'\w> и цепь Vc, , s-убывает. 
Теперь, так как <e,,fw>=o < <е,п>, то, по условию (*), имеем 
n''€N, для которого a=<e*’,w> < < <с,п> - в противо
речие с тем, что a?<е,п>.

СЛЕДСТВИЕ. 1)Если ч.у. s Б-монотонно, то: (связка
Б-инвариантна) «=» (квантор Б-инвариантен) <=» (ч.у. s пред- 
ынвариантно, т.е. удовлетзоряет условию (О)).

2 )Если ч.у. s Б-монотояно и предынвариантно, то: (связка <г̂  
j-определима) «=» (квантор j-определим) <=> (ч.у. s удовлет
воряет условию (*))9.

Залечание: последнее утверждение для связки <г̂  можно изв
лечь также из замечания к теореме 3 (в конце п.2.4), так как 
для Б-монотонного ч.у. s связка от̂  покоординатно-монотонна.

3.Н е к о т о р ы е  п р и м е р ы

В заключение кратко проиллюстрируем связь логик с конечным 
числом типов истинностных значений (вида VE из § 2 ) и формали
зации ДСМ-системы правдоподобных рассуждений. Главная идея 
состоит в порождении гипотез о зависимостях причинно- 
следственного типа, представленном как доопределение частично 
определенных отношений, выражающих, скажем, связи некоторых 
объектов и их свойств и т.п. Для простоты далее будем предпо
лагать, что доопределяется один бинарный предикат Р(2) (на 
конечном множестве Б), значения которого изображает матрица V 
(пример см. на рис.З). В ней содержится как положительная ин
формация о наличии связи ("фактическая истина": +1) или отри
цательная, о том, что связи нет ("фактическая ложь": -1), так 
и случаи отсутствия информации ("недоопределенность": т). На
чальные данные (результаты экспериментов, информация экспертов 
и т.п.) содержит матрица VQ (рис. За). Затем выполняется поша
говый процесс доопределения этой матрицы с использованием спе
циальных правил правдоподобного вывода: на очередном шаге не
которые значения р (а{,а )̂= т заменяются на +1, или -1, если 
выполняется "порождающее условие" (формула) М*(АХ,А̂ ) или 
Ы~(АХ,А̂ ) соответственно Эти формулы содержат предикат Р(2), 
и значения их на первом шаге вычисляются в модели, где значе
ние Р(2) есть PQ. В результате такого вычисления (для всех 
A{,AfD с Рои 1#̂ )=т) получаем матрицу Р1 (см. рис. Зв: ин
дексы О и 1 показывают, на каком шаге "появилось" значение 
±1). На втором шаге доопределяем "оставшиеся" т, вычисляя 
м±(а{,а )̂ в модели, где Р(2) есть (а значит, возможно вы
полнение Ы±{АХ,А̂ ) для новых Aj.Aj) - и т.д. до "стабилизации"

'УЛЛ.

9Сравн. геор.2 в 13].



(которая заведомо наступит при конечном D). Значения ±1, по
рождаемые на шаге п, удобно изображать в виде <±1,п>: значения 
типа е=±1 в смысле § 2 (здесь "индекс" п отвечает "числу пред
шествующих применений" правил и выражает степень правдоподобия 
порождаемой гипотезы: чем п больше, тем степень правдоподобия 
меньше)10. Кроме того, на шаге п>0 возможно одновременное вы
полнение условий М*{АГ А̂ ) и jTUj.jIj) - в этом случае мы по
лагаем Р(2) (ii1,^J)=<o,n> (значения типа О: "фактическое проти
воречие"; см. рис. Зс.)п  
Рис.3: за) зв)

Ч <ч ^3 -
А 1 Л2 Аз Л 1 л 2

1̂ + ,0 -'о т

1 
«-*

1 ̂

+ 'о ~*0 т 1̂ + ,0 -'о °2
Л 2

Т т “*0 А 2 + ч - т ■’о Л 2 ♦ч Т -'осо т + ,0 т
А 3 Т ♦ V -ч А 3 ™12 ♦»0 -ч

Описанную схему ДСМ-рассуждений [9,2] формализует логика VE 
с 6 типами истинностных значений: Ег=<+1,-i,0), EQ=<T,t,f)
(здесь t и / - типы "логической истины" и "логической лжи" из 
§ 2 ; значение т также не нуждается в "расщеплении", т.к. "не- 
доопределенность на шаге п" означает просто отсутствие "опре
деленных" значений <о,т> для msn, т.е. соответствующий
J-оператор J(T п) представим формулой [( v J*e n)P(0)) v

e€Ei
JTP(0) J, где JT задает "предельное" значение т, остающееся 
недоопределенным вплоть до стабилизации). Соответствующие пра
вила порождения гипотез имеют вид (где М* и М~ - внешние фор
мулы логики V£):

J ( T a ) P(X1.X2).U*(Х1.Х2).1Ы~(Х1.Х2)

,x )

Чх, п)PfXj ,X2),-iU* (Xl t X2),U~(X1,X2)

.X )

Чх, п)Pfxt,X2),U*(Хг ,Х2) ,U~(X1,X2)
«

Чо,п.1> ,X2)

Чх, п)Р(Х1 ,X2).iU* ).-\U~(X1.X2)

4x,„.l> ,X2)

10Хотя множество D конечно, но мощность его произвольна, поэтому априорно огра 
ничить величину п (из N) невозможно.
а13начения типа О возможны и на шаге О: скажем, если данные разных экспертов 
противоречат друг другу.
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Ситуация, где могут всзникать иные типы значений из £0, 
указана в [7 ]: если предикат Р(2> выражает возможность хими
ческих реакций, то скажем, для какой-нибудь реакции, состоящей 
в замещении гидроксила, и для соединения, не содержащего гид
роксильной группы, такая реакция заведомо невозможна - однако 
выражать это "расщепляемы*" значением -1 нецелесообразно: бо
лее подходящим кажется значение бессмыслицы 5, которое расщеп
лению не подлежит (доопределять гипотезы тут явно не требует
ся), т.е. 5€Е0.

Иной вариант ДСМ-сисгеыы, требующий менее тривиального из
менения множества типов иотинностных значений, описан в [8 ]. 
Суть дела - в наличии не одной формулы If* 1 2 3, а многих (точнее, 
одной базисной, и ряда различных "добавок"). Пусть задано ко
нечное частично упорядоченное множество Н с наименьшим элемен
том hQ, и пусть F=<GQH:(VheG)(Vh'zh)(h'eG)) (F образует решет
ку по я). Рассмотрим логику VE с 
E1=(o)U<G'h ,G~ :̂ Ĝ€F). Пусть для всех НеН заданы внешние форму
лы (ЛОГИКИ VE) M*(XltX2) И М~(Х1,Х2), причем *=у (м̂ +м̂ ,) при
h’sh, $€ О,-} (если угодно, if̂ =Jf̂  для h*hQ). Для G*F поло-

=:( & iff) (здесь
h€G h

( & if?)=if? для G=<h,eH: (3h*H' )(h'<ih))) И У^=М^& ( &-iiff) (ЯС-h€H' h G • * . G G h«G h
но, что *=|/ ( v f )  и ! о (Ic&Xr:, ) при G*G' ). Здесь F есть

VE G€F c VE c G +
решетка имен порождающих ±-условий, a M~ - сами эти условия. 
Соответствующие правила порождения гипотез можно записать в 
виде:

Jf0=T и для всякого К'ЯК имеем:КИМ

^ 2(Х1’Х2>

JX'P(X1,X2)

где А=<

<Gj,п+1>, если G2cG1 
<G~,n+i>, если G1cG2 ,
<о,п+ i>, если Gj=G2*0 ,
(т,n+i), если С('G12G2 ,G2£G1)v(G1=G2=0 )].

#
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