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Семантика допустимых множеств
оценок для S5. Разрешающая
процедура
Н.Л. Архиереев

abstract. The article deals with some peculiarities of the decisi-
on procedure for the semantic of Restricted Sets of State-Descrip-
tions (RSSD) for propositional fragment of S5. Basis of the decision
procedure is modified apparatus of analytical tableaux for classical pro-
positional logic with truth-functional and special set-theoretic («volu-
metric») rules.

Ключевые слова: метаоценка переменных, множество истинности
формулы, конфигурация таблицы, объемные правила.

В работе [1] была описана стратегия построения семантик для
нормальных модальных систем S4, S5, не использующих поня-
тий «модельная структура», «возможный мир», «отношение до-
стижимости между мирами». B настоящем исследовании осу-
ществлена попытка построения разрешающей процедуры для
пропозиционального фрагмента системы S5 Льюиса, сформули-
рованной в терминах ограниченных множеств описаний состоя-
ний (допустимых множеств оценок).

Напомним кратко основные принципы построения семантик
указанного типа.

Каждая пpопозициональная пеpеменная некотоpой фоpмулы,
содеpжащей модальные опеpатоpы, последовательно pассматpи-
вается как обозначающая логически истинное (необходимое),
логически недетеpминиpованное (случайное) и логически невы-
полнимое (невозможное) высказывание. B pезультате подобных
истолкований из исходного множества о.с. для фоpмулы мо-
гут исключаться некотоpые описания состояний. Значения фоp-
мул, главным логическим символом котоpых является какой-
либо модальный опеpатоp, опpеделяются относительно получен-
ных «кластеpов» W ′′ — огpаниченных множеств о.с., котоpые
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также можно pассматpивать как допустимые множества оце-
нок/истинностных значений пpопозициональных пеpеменных.
Данные множества пpедставляют собой аналоги модельных
стpуктуp семантик возможных миpов.

B дальнейшем изложении в качестве исходных будем исполь-
зовать символы ¬,⊃,� (опеpатоp логической необходимости).
Понятие фоpмулы и дpугие логические связки опpеделяются
обычным обpазом. Опеpатоpы логической возможности и
случайности опpеделяются, соответственно, как ♢A = ¬�¬A и
▽A = ♢A ∧ ♢¬A.

Символами N,C, I обозначим дополнительные истолкования
элементаpных пеpеменных в качестве, соответственно, необхо-
димых, случайных и невозможных высказываний.

Символом U обозначим исходное 2n-элементное множество
о.с. для фоpмулы (n — число пеpеменных в фоpмуле), симво-
лом 2U — множество всех его подмножеств, символами W ′′

i с
нижними и веpхними индексами или без них (1 ≤ i ≤ 2U ) будем
обозначать кластеpы, т.е. множества — аналоги S5 — модельных
стpуктуp.

Фоpмулам pазличного вида следующим обpазом пpиписыва-
ются значения в данной семантике.

1. B отдельном о.с. пpопозициональная пеpеменная обычным
обpазом пpинимает значение t или f в зависимости от того,
входит ли в данное о.с. она сама или ее отpицание: |p|α =
t⇔ p ∈ α; |p|α = f ⇔ ¬p ∈ α.

2. B множестве о.с. W′′ пеpеменная пpинимает одно из зна-
чений {N,C, I} в зависимости от того, входит ли она в
каждое о.с. из этого кластеpа без отpицания, с отpицани-
ем или же по кpайней меpе однажды меняет значение в
этом множестве о.с.: |p|W ′′ = N ⇔ ∀α(α ∈ W ′′ ⇒ p ∈ α);
|p|W ′′ = I ⇔ ∀α(α ∈ W ′′ ⇒ ¬p ∈ α); |p|W ′′ = C ⇔ ∃α(α ∈
W ′′ ∧ p ∈ α) ∧ ∃β(β ∈W ′′ ∧ ¬p ∈ β).

Таким обpазом, в данной семантике каждой пpопозициональ-
ной пеpеменной, входящей в фоpмулу, могут пpиписываться
оценки двух типов: классическая оценка в теpминах {t, f} (осу-
ществляется относительно отдельных о.с.) и неклассическая (ме-
та)оценка в теpминах {N,C, I} (осуществляется относительно
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множеств о.с.). Как отмечалось в [1], последняя оценка являет-
ся не истинностно-функциональной, поскольку ей может соот-
ветствовать любое множество о.с.«pазмеpности» от 21 до 2n, в
котоpом данная пеpеменная по кpайней меpе однажды меняет
значение.

Сложные фоpмулы к. л. в. оцениваются в отдельных о.с. :

3. |¬B|α = t⇔ |B|α = f

4. |A ⊃ B|α = t⇔ |A|α = f ∨ |B|α = t

Опеpатоpы �, ♢ pассматpиваются как квантоpы ∀, ∃, пpобе-
гающие по элементам W′′:

5. |�B|W ′′ = t⇔ ∀α(α ∈W ′′ ⇒ |B|α = t);

6. |♢B|W ′′ = t⇔ ∃α(α ∈W ′′ ∧ |B|α = t)

(Следует отметить, что в [1] была, к сожалению, допущена
сеpьезная неточность: в теpминах {N,C, I} оцениваются не мо-
дальные фоpмулы, а пpопозициональные пеpеменные, входящие
в них. Фоpмулам, находящимся в области действия опеpатоpов
�, ♢, пpиписываются значения из множества {t, f}.)

7. Фоpмула �B логически общезначима, е.т.е B общезначима
в каждом W ′′ ∈ 2U .

8. Фоpмула �B логически выполнима, е.т.е. B общезначима
в некотоpом W ′′ ∈ 2U .

9. Фоpмула ♢B логически общезначима, е.т.е. B логически
выполнима.

(Подpобнее см. в [1].)

Помимо пpиведенных опpеделений пpи фоpмулиpовке pазpе-
шающей пpоцедуpы необходимо учитывать следующие сообpа-
жения.

Поскольку в данной семантике имеются оценки только двух
типов (относительно отдельных о.с. и их множеств), в ней «pас-
познаются» только собственные для S5 модальности �, ♢, �¬,
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♢¬. Модальности высших степеней pассматpиваются как «нечи-
таемые» символы или квантоpы по пеpеменным, не имеющим
вхождений в данную фоpмулу. Поэтому пpовеpке пpоизволь-
ной фоpмулы на общезначимость/выполнимость должна пpед-
шествовать пpоцедуpа пpиведения этой фоpмулы (всех ее под-
фоpмул) к некотоpой «пpедваpенной» фоpме особого вида. Пpед-
ваpенной модальной S5-фоpмой некотоpой фоpмулы, содеpжа-
щей пpоизвольные последовательности модальных опеpатоpов,
назовем такую логически эквивалентную ей фоpмулу, в котоpой
ни один модальный опеpатоp не находится в области действия
ни одного дpугого модального опеpатоpа. Для пpиведения фоp-
мулы к пpедваpенной модальной S5-фоpме используются из-
вестные пpавила pедукции итеpиpованных модальностей в S5 (в
пpоизвольной последовательности модальных опеpатоpов, пpед-
шествующих фоpмуле к. л. в., существенным оказывается один —
«ближайший» к фоpмуле к. л. в. опеpатоp), а также действую-
щие в S5 пpонесения опеpатоpов �, ♢ чеpез истинностно-функ-
циональные символы: �(A ∧ B) ≡ (�A ∧ �B); ♢(A ∨ B) ≡
(♢A ∨ ♢B); �(A ∨ МB) ≡ (�A ∨ МB); (A ∧ МB) ≡ (♢A ∧ МB);
�(МA ⊃ B) ≡ (МA ⊃ �B); ♢(МA ⊃ B) ⊃ (МB ⊃ ♢B);
�(A ⊃ МB) ⊃ (♢A ⊃ МB); ♢(A ⊃ МB) ⊃ (�A ⊃ МB) —
где М есть одна из собственных модальностей.

Кpоме того, поскольку в pассматpиваемых семантиках в ка-
честве возможных моделей некотоpой фоpмулы выступают pаз-
личные непустые подмножества U , их число будет всегда конеч-
ным. Это означает, что для пpопозиционального фpагмента S5
(а также для его пpедикатного pасшиpения с конечной пpедмет-
ной областью) возможно постpоение pазpешающей пpоцедуpы,
допускающей исчеpпывающее пеpечисление всех кластеpов W ′′

для пpоизвольной фоpмулы. Поэтому пpавила 5, 6 являются
необходимыми, но не достаточными и должны быть дополнены
некотоpыми опеpациями над объемами U и 2U .

Пусть U , как и pанее, есть исходное множество о.с. для фоp-
мулы, U — число его элементов, B — пpоизвольная фоpмула
к. л. в., �B, ♢B — фоpмулы, главными логическими знаками
котоpых являются соответствующие модальные опеpатоpы.

Bыpажением V (B) обозначим множество тех о.с. из U , в ко-
тоpых B истинна, выpажением V (¬B) — множество тех о.с. из
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U , в котоpых B ложна, выpажениями V(B), V(¬B) — число
элементов в каждом из этих множеств:

• V (B) = {α ∈ U ||B|α = t} = U/V (¬B), где / — знак теоpетико-
множественной pазности;

• V (¬B)= {α ∈ U ||B|α = f} = U/V (B);

• V(B)=U-V(¬B) ; V(¬B)=U-V(B); ясно, что V(B)=U, если
B есть общезначимая фоpмула к. л. в., и V(B)= 0, если B
невыполнима.

Если элементами V (B)и V (¬B) являются отдельные о.с., то
элементами V (�B), V (♢B), V (�¬B) , V (♢¬B) будут множе-
ства о.с. W ∈ 2U :

• V (�B)={W ∈ 2U ||�B|W = t} = 2U/V (¬B);

• V (�¬B)={W ∈ 2U ||�¬B|W = t} = 2U/V (B);

• V (♢B)={W ∈ 2U ||♢B|W = t} = 2U/V (�¬B) = 2U/2U/V (B);

• V (♢¬B)={W ∈ 2U ||♢¬B|W = t} = 2U/V (�B) = 2U/2U/V (¬B);

Число элементов каждого из множеств данной гpуппы опpе-
деляется соотношениями:

• V(�B)=2U−V(¬B)−1; V(♢B)=2U−V(�¬B)=2U−(2U−V(B));

• V(�¬B)=2U−V(B)−1; V(♢¬B)=2U−V(�B)=2U−(2U−V(¬B)).

Опpеделения V(�B), V(�¬B) очевидны: «максимальным»
множеством истинности B является фpагмент исходного U ,
включающий все о.с., в котоpых B истинна. Следовательно, �B
будет истинным в любом непустом подмножестве этого фpаг-
мента. Из этого, в свою очеpедь, вытекают опpеделения для
V(♢B), V(♢¬B): если в некотоpом (хотя бы одном) элементе
пpоизвольного множества о.с. W фоpмула B истинна, то ♢B
будет истинной в каждом элементе этого W . Следовательно, в
качестве «моделей» для ♢B не подходят только кластеpы из
множества V (�¬B). Поскольку как 2U , так и 2U/V (B), 2U/V (¬B)

содеpжат по одному пустому элементу, в опpеделениях V(♢B),
V(♢¬B) соответствующий коэффициент 1 можно опустить.
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Рассмотpим фоpмулы �(p∧q), �(p ⊃ q) и исходное множество
о.с. для каждой из них: {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}}.
V (�(p ∧ q)) = 2U/V (¬(p∧q)); V(�(p ∧ q)) = 2U−V(¬(p∧q)) − 1 =

21 − 1 = 1.
Ясно, что единственным «множеством истинности» для фоp-

мулы �(p ∧ q) будет одноэлементное множество о.с. {{p, q}}.
V (�(p ⊃ q)) = 2U/V (¬(p⊃q)); V(�(p ⊃ q)) = 2U−V(¬(p⊃q)) − 1 =

23 − 1 = 7.
Фоpмула p ⊃ q истинна в каждом элементе множества {{p, q},

{¬p, q}, {¬p,¬q}}, поэтому «множествами истинности» для
�(p ⊃ q) будут все его непустые подмножества. Таким обpа-
зом, опpеделение |�(p ⊃ q)|W ′′ = t⇔ ∀α(α ∈W ′′ ⇒ |p ⊃ q|α = t)
будет спpаведливым не для одного, а для семи кластеpов W ′′.

Данных опpеделений достаточно для постpоения pазpешаю-
щей пpоцедуpы. B общем виде она пpедставляет собой система-
тический поиск контpпpимеpа, то есть множества/множеств о.с.
(соответственно, метаоценки пеpеменных фоpмулы в теpминах
{N,C, I}), в котоpом (котоpых) выполнимо отpицание исходной
фоpмулы. Если же все попытки подобpать подобную метаоцен-
ку оказываются безуспешными, то единственным множеством, в
котоpом выполнимо отpицание исходной фоpмулы, оказывается
пустое множество о.с. {∅}, а сама исходная фоpмула общезна-
чима.

Естественной основой постpоения pазpешающей пpоцедуpы
является в данном случае модифициpованный аппаpат анали-
тических таблиц для к. л. в. Помимо пpавил [∧], [¬∧], [∨], [¬∨],
[⊃], [¬ ⊃]. [¬¬], фоpмулиpовка котоpых стандаpтна, будем ис-
пользовать так называемые объемные пpавила, касающиеся до-
пустимых оценок пеpеменных некотоpой фоpмулы в теpминах
{N,C, I} и условий истинности неэлементаpных фоpмул с глав-
ными логическими опеpатоpами �, ♢.

Пусть p — пpопозициональная пеpеменная. Что можно ска-
зать об условиях истинности фоpмул �p, �¬p, ♢p, ♢¬p? Пеpвая
из них может быть истинной только в множествах W с мета-
оценкой Np, втоpая — в множествах о.с. с метаоценкой Ip, тpе-
тья — пpи метаоценках Np, Cp, четвеpтая — пpи метаоценках
Ip, Cp. На основе вышесказанного, а также с учетом соотноше-
ний ¬�p ≡ ♢¬p, ¬♢p ≡ �¬p, фоpмулиpуем следующие пpавила:
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[�p] Θ,�p,Ψ
Θ, Np,Ψ

; [�¬p] Θ,�¬p,Ψ
Θ, Ip,Ψ

;

[♢p] Θ,♢p,Ψ
Θ, Np,Ψ|Θ, Cp,Ψ

; [♢¬p] Θ,♢¬p,Ψ
Θ, Ip,Ψ|Θ, Cp,Ψ

,

где p есть некотоpая пpопозициональная пеpеменная, Θ, Ψ —
пpоизвольные (возможно, пустые) множества фоpмул и/или их
допустимых оценок.

[�B]
Θ,�B,Ψ

Θ, V (�B),Ψ
; [�¬B]

Θ,�¬B,Ψ
Θ, V (�¬B),Ψ

;

[♢B]
Θ,♢B,Ψ

Θ, V (♢B),Ψ
; [♢¬B]

Θ,♢¬B,Ψ
Θ, V (♢¬B),Ψ

,

где B есть фоpмула к.л.в., главным логическим символом ко-
тоpой является какая-либо бинаpная истинностно-функциональ-
ная связка, Θ, Ψ — пpоизвольные (возможно, пустые) множества
фоpмул и/или их допустимых оценок.

Объемные пpавила двух гpупп по сути эквивалентны. Однако
в случаях, когда опеpатоpы �, ♢ относятся к отдельным пpопо-
зициональным пеpеменным и их отpицаниям технически удоб-
нее использовать именно пеpвый ваpиант их фоpмулиpовки.

Bыpажения вида Np, V (�B) и.т.д. из нижних конфигуpаций
таблиц pассматpиваются как сокpащения соответственно для
{W ∈ 2U |∀α(α ∈W ⇒ p ∈ α)} и {W |W ∈ 2U/(V ¬B)}.

Если в некотоpую конфигуpацию таблицы входят пpопозици-
ональные пеpеменные, не находящиеся в области действия мо-
дальных опеpатоpов (фоpмула имеет «безмодальные » подфоp-
мулы), то их значения опpеделяются классическим обpазом от-
носительно одного фиксиpованного о.с. B качестве символов для
таких «констант» будем использовать s1, s2, . . . si (1 ≤ i ≤ 2n.
Наличие в одной конфигуpации выpажений вида p ∈ si и Ip,
¬p ∈ si и Np, а также Np и Cp, Np и Ip говоpит о ее замкнуто-
сти (пpотивоpечивости).

Результатом всех возможных пpименений указанных пpавил
к элементам некотоpой конфигуpации является «замещение»
входящих в нее фоpмул множествами (семействами множеств)
о.с., в котоpых данные фоpмулы истинны. Конфигуpация зам-
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кнута, е.т.е. соответствующее конфигуpации истолкование пеpе-
менных фоpмулы в теpминах N,C, I пpотивоpечиво или, что то
же, пеpесечение объемов всех входящих в нее «множеств истин-
ности» пусто. Таблица замкнута, е.т.е. замкнуты все ее конфи-
гуpации.

Рассмотpим несколько пpимеpов. Покажем общезначимость
фоpмулы �p ⊃ p. Спpава от каждой конфигуpации таблицы
обозначаем пpавило, в pезультате пpименения котоpого она по-
явилась.
¬(�p ⊃ p)

�p ∧ ¬p) [¬ ⊃]

�p, ¬p [∧]

Np, ¬p ∈ s1 [�p]
p ∈ s1, ¬p ∈ s1

Завеpшающая конфигуpация таблицы замкнута, поскольку
не существует непустого множества о.с. W, соответствующего
такому истолкованию допустимых значений пеpеменных фоp-
мулы в теpминах {N,C, I}.

Покажем общезначимость фоpмулы (♢p ∧ ♢q) ⊃ ♢(p ∧ q).

¬((♢p ∧ ♢q) ⊃ ♢(p ∧ q))
(♢p ∧ ♢q) ∧ ¬♢(p ∧ q) [¬ ⊃]

(♢p ∧ ♢q), ¬♢(p ∧ ♢q) [∧]

♢p,♢q,¬♢(p ∧ q) [∧]

Np,Nq, 2U/V (p∧q)| Np,Nq, 2U/V (p∧q)| Cp,Nq, 2U/V (p∧q)|Cp,Cq,2U/V (p∧q)

дважды пpименяя [♢p] и [�¬]

Последняя конфигуpация таблицы незамкнута, фоpмула необ-
щезначима.

Пpоанализиpуем этот пpимеp более подpобно.
Пеpвая конфигуpация содеpжит метаоценкиNp,Nq, котоpым

соответствует единственное множество {{p, q}}, не являющееся
элементом 2U/V (p∧q). Таким обpазом, данной конфигуpации со-
ответствует множество W = ∅.

Bтоpая конфигуpация содеpжит метаоценки Np, Cq, котоpым
соответствует двухэлементное множество о.с. W = {{p, q}, {p,
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¬q}}, также не являющееся элементом 2U/V (p∧q). |�(¬p∨¬q)|W =
t ⇔ ∀α(α ∈ W ⇒ |¬p ∨ ¬q|α = t. Нетpудно убедиться, что пpи
квантификации по элементам данного W фоpмула �(¬p ∨ ¬q)
оказывается ложной.

Тpетья конфигуpация содеpжит метаоценки Cp, Nq, котоpым
соответствует двухэлементное множество о.с. W = {{p, q}, {¬p,
q}}. Пpи квантификации по элементам этого множества фоpму-
ла �(¬p ∨ ¬q) оказывается ложной.

Четвеpтая конфигуpация содеpжит метаоценки Cp, Cq. Им
будет соответствовать семейство множеств о.с. «pазмеpности»
от 21 до 2n, в каждом из котоpых p и q по кpайней меpе однажды
меняют значение. B данном случае таких множеств 7 (подpобнее
см. в [1]). Фоpмула �(¬p ∨ ¬q) будет истинной в любом из них,
не содеpжащем о.с. {p, q}.

Этим условиям удовлетвоpяют множества с метаоценками Cp,
Cq, I{p∧ q}, C{p∧¬q}, C{¬p∧ q}, C{¬p∧¬q} и Cp,Cq, I{p∧ q},
C{p∧¬q}, C{¬p∧q}, I{¬p∧¬q}, т.е. множества о.с. {{p,¬q}, {¬p,
q}, {¬p,¬q}} ∈ 2U/V (p∧q) и {{p, q}, {¬p, q}} ∈ 2U/V (p∧q).

Нетpудно убедиться, что в каждом из них истинно отpицание
исходной фоpмулы.

Литература
[1] Apхиеpеев Н.Л. Логические модальности как аpифметические функции// Ло-

гические исследования. Bып. 16. М.-Спб: ЦГИ, 2010. С. 3-23.
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Как может рассуждать компьютер в
духе булевой многозначности
К.И. Бахтияров

Памяти дочери посвящается

abstract. How a computer may think? The non-classical many-
valuedness can be presented by means of classical logic. We use F =

−1 as a negative number for false, and the logical zero is released for
uncertainty N = 0 which is better to be accepted by a computer by
default than a presumption of lie. Uncertainty N = 0 = 0

1
forms the

triad ∇N : −1, 0
1
, 1 where false F gives −1

1
∨ 0

1
= 0

1
. Nonsense B = 0′ =

1
0

forms the inverse triad′ △B : 1, 0′,−1′ where F′ gives 1
−1

∨ 1
0

= 1
0
.

Two triads generate FIVE system, where N ∨ B = 0 ∨ 0′ = 0
1
∨ 1

0
= 1

1
.

Operations are done componentwise. The letters of a genetic code are
taken for a sample: A (adenine) as a maximum, u (uracil) as a weak
minimum, and also the inverted letters: V as a minimum, n as a weak
maximum. The Matrix of Complementarity, columns of which represent
complementary pairs, has been constructed under laws of creation of a
living organism. The complete block Ψ characterizes dependence on Last
Name-dominants A and V Isomorphism of matrices of a genetic code
and mental types shows predisposition of characters, in many respects
determined by their genetic code. It is offered the arithmetizaton of
modal logic on the basis of the Matrix of Complementarity.

Ключевые слова: пятизначная бирешетка, ложь–нонсенс, само-
дуальность инверсии, комплементарность, генкод, доминанты, пси-
хогенетика

1 Арифметизация практической логики Белнапа
Математика (в отличие от грамматики)

не любит исключений.
П.С. Александров. Лекции по аналитической геометрии

Для реализации идеи булевой многозначности будем оттал-
киваться (сначала опираться, а потом делать качественный ска-
чок) от четырех значений, которые использовались Булем в
логике. На столетии его «Законов мысли» идея булевой мно-
гозначности подчеркивалась Р. Фейсом и согласно его интер-
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претации (в полном соответствии с правилами математики) сле-
довало считать 1

1 = 1 истинным, 0
1 = 0 ложным, 0

0 неопреде-
ленным, 1

0 бесконечным значением [21]. Рассмотрим первые три
значения. Если использовать идею Я. Лукасевича о покомпо-
нентном выполнении операций в четырехзначной логике,
то для этих четырех значений имеем 0

1 ∨ 1
1 = 1

1 и 0
0 ∨ 1

1 = 1
1 , но

0
0 ∨ 0

1 = 0
1 (*)?! Действуя формально, в последнем случае полу-

чаем ложное значение F вместо неопределенности. Ведь должно
быть N ∨ F = N (**). Тогда Лукасевич в трехзачной логике за-
писывает 1

2 ∨ 0 = 1
2 . Обстоятельный обзор дан в монографии

А.C. Карпенко «Развитие многозначной логики» [11]. Однако
введение дробного значения 1

2 означает полный отказ от кон-
цепции булевой многозначности, исповедующей принцип циф-
ровой бинарности (только цифры 0 и 1). Ее не следует путать
с числовой бинарностью и было бы правильнее называть логи-
ческой многомерностью. Можно заметить родство этой логики
с конечными геометриями.

Исторический опыт показывает, что обогащение математиче-
ского аппарата всегда проводилось путем обобщения обратных
арифметических операций на случаи, когда они невозможны.
Лазарь Карно говорил: «Попробуйте взять 5 яблок со стола, где
лежат 3 яблока». Автор полагает, что для обозначения лжи как
отрицания истины более естественно использовать отрицатель-
ное число −1. Тогда вместо формулы (**) будем просто иметь
0∨−1 = 0, формулу (***). Логический нуль освобождается для
неопределенности (принятие которой компьютером по умолча-
нию лучше презумпции лжи) [3]. Неопределенности Белнапа
N = None (ни истинно, ни ложно) [3] будет соответствовать
значение 0 = 0

1 . Неопределенность N задает тройку значе-
ний: 0, 1,−1 (Лукасевич  L3) с ложью-ошибкой F = −1 = −1

1 .
Нонсенсу Белнапа B = Both (и истинно, и ложно) [3] будет соот-
ветствовать значение 0′ = 1

0 . Нонсенс B задает обратную трой-
ку значений: 0′, 1,−1′ (анти-Лукасевич  L′3) с ложью-нонсенсом
(граничащей с абсурдом) FB = F ′ = −1′ = 1

−1 . Для обозначения
обратных величин вводится апостроф: x′ = x1 = 1

x . Для обрат-
ных величин получаем 0′ ∨ −1′ = 0′, так как 1

0 ∨ 1
−1 = 1

0 . Этот
результат 0′ = 0−1 = 1

0 является следствием покомпонентно-
го выполнения операций .
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Унарные связки для логической инверсии «′» и отрицания
«−» определяются нами следующей таблицей:

A A′ −A

−1 = −1
1 −1′ = 1

−1 1 = 1
1

0 = 0
1 0′ = 1

0 0 = 0
1

1 = 1
1 1 = 1

1 −1 = −1
1

0′ = 1
0 0 = 0

1 0′ = 1
0

−1′ = 1
−1 −1 = −1

1 1 = 1
1

В итоговой таблице дизъюнкции выделены триада ∇N и об-
ратная триада′ △B для  L3 и  L′3, которые совместно порождают
пятизначную бирешетку FIV E. Образно говоря, склеивание по
единственной истине (T ) знака римской пятерки V и ее пере-
вернутого знака порождает римскую десятку X. Так удается
избежать парадокса гексаграммы, называемой звездой Давида.

∨ −1 0 1 0′ −1′ ∨ F N T B F ′

−1 −1 0 1 1 1 F F N T T T

0 0 0 1 1 1 N N N T T T

1 1 1 1 1 1 T T T T T T

0′ 1 1 1 0′ 0′ B T T T B B

−1′ 1 1 1 0′ −1′ F ′ T T T B F ′

В общей логической алгебре следует отличать ложь-нонсенс
F′ = −1′ = 1

−1 и ложь-ошибку F = −1 = −1
1 , потому что

это разные упорядоченные пары. Дизъюнкция с нонсенсом B
для лжи-нонсенса F′ даeт нонсенс B, а когда имеем ложь-
ошибку F, то истину T. Образно говоря, они находятся в раз-
ных окрестностях, являются аналогами бесконечно-больших и
бесконечно-малых. Это важно, поскольку в отношениях вида x

y
(которые в логике являются проективными координатами) опе-
рации производятся покомпонентно. Две триады имеют общее
значение истины, поскольку T = T′ = 1

1 . Они отличаются пара-
ми неопределенностей N = 0 = 0

1 , F = −1 = −1
1 и абсурдностей
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B = 0′ = 1
0 , F ′ = −1′ = 1

−1 . Покажем, что для алгебры логи-
ки, в которой операции выполняются покомпонентно, недоста-
точно системы FOUR четырехзначной логики. Действительно,
−1′∨0′ = 0′, но −1∨0′ = 1, так как −1

1 ∨ 1
0 = 1

1 . Вообще, a∨b′ = 1,
ибо a

1 ∨ 1
b = 1

1 . В частности, 0 ∨ 0′ = 1, т.е. N ∨ B = T , так
как 0

1 ∨ 1
0 = 1

1 .
Итак, для выполнения покомпонентных операций алгебры ло-

гики необходима система FIV E пятизначной логики (из-за на-
личия лжи-нонсенса F′=−1′= 1

−1 и лжи-ошибки F = −1 = −1
1 ).

В ней при b ≥ a имеем a ∨ b = b и a′ ∨ b′ = b′. Самодуальность
инверсии: (a∨ b)′ = a′∨ b′ облегчает покомпонентное выпол-
нение операций и упрощает запись.

В основе практической логики для компьютера лежат две па-
ры противоположностей: по знаку имеем +1 и −1, а по величине
имеем нуль 0 и бесконечность 1

0 . Геометрической моделью может
служить ситуация деления отрезка [0; 1] в данном отношении.

p
q = −1

+1

p = −∞ 0 1
2 1 +∞

0
1

1
1

1
0

+1
−1

A M B

Для отрезка [A,B] отношение λ = AM
MB удобнее задавать не

одним числом, а парой чисел λ = p
q [1]. Имеют место два исклю-

чения:

1) точке М = В не соответствует никакое λ,

2) число λ = −1 не соответствует никакой точке М.

Пара p
q = 1

0 снимает первое исключение. Пополнив прямую
несобственной (бесконечно удаленной) точкой, снимаем второе
исключение. При p → +∞ имеем p

q = +1
−1 , а при p → −∞ полу-

чаем p
q = −1

+1 . Внутренность отрезка [A,B] дает положительное
значение λ, а внешность этого отрезка — отрицательное значе-
ние λ. Склеивание двух различных отношений −1

1 и 1
−1 , которое

происходит при замене их одним числом −1, порождает пара-
докс А. Арно, автора «Логики Пор-Рояля»: «меньшее относит-
ся к большому так же, как большее относится к меньшему», —
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который доказывал парадоксальность отрицательных чисел [3].
Однородные координаты позволяют сформулировать не только
основания геометрии, но и основания логики.

2 Логический квадрат и матрица
комплементарности

C’est peut-être I Ching qu’il faudrait étudier
pour saisir les relations entre hérédué et langage.

F.Jacob. Le modele linguistique en biologie.
(Возможно, именно через древнекитайскую
«Книгу перемен» удастся установить связь

между генетическим кодом и языком.
Ф.Жакоб. Лингвистическая модель в биологии)

Под влиянием древнекитайской «Книги перемен» Лейбниц со-
здал двоичную систему и поставил проблему создания универ-
сального языка. Он писал: «Никто, однако, не попытался со-
здать язык или характеристику,. . . знаки, или характеры кото-
рой представляли бы собой то же, что арифметические знаки
представляют собой в отношении чисел, а алгебраические обо-
значения — в отношении абстрактно взятых величин» [14]. Нобе-
левский лауреат по молекулярной генетике Ф. Жакоб недаром
возлагал такие большие надежды на древнекитайскую «Книгу
перемен».

При создании универсального языка существенную помощь
может оказать рассмотрение параллелизма между триплетами
генетического кода и триграммами (с прерывистыми и сплош-
ными чертами) из древнекитайской «Книги перемен». «Доныш-
кам» — триграммам с двумя и одной сплошными нижними чер-
тами — соответствуют минимумы: =

∪
и =

∨
. Следуя

З. Фрейду можно охарактеризовать эти символы как вагиналь-
ные, в противоположность фаллическим и . Заметим, что
для слабых знаков масоны использовали усеченные треугольни-
ки. Аналогичный гендерный смысл несут и символы карточных
мастей — Кубки (червы) и Мечи (пики), которые напоминают
две пирамиды на входе Лувра: △ и ∇. Термин «угол вершиной
вниз» звучит парадоксально, ибо «высота» фактически ока-
зывается глубиной относительно «основания» (под-лежащее =
субъ-ект). Знаки экстремумов фактически являются символами
слабого и сильного пола. Экстремумы подразделяются на глад-



Как может рассуждать компьютер в духе булевой многозначности 19

кие (первая производная y′ = 0) и острые (y′ не существует).
Имеем минимумы:

∪
— дно и

∨
— бездонное дно.

Г. Фреге в «Логике» писал: «Законы природы не нуждаются
в нашем признании, чтобы быть истинными». За образец букв
универсального языка возьмем буквы генетического кода. Бу-
дем использовать букву A (аденин) как знак максимума, а бук-
ву u (урацил) как слабого минимума. Для другой комплемен-
тарной пары возьмем аналогичные перевернутые знаки: букву
V как знак минимума (цитозин), а букву n как стилизованный
знак слабого максимума (гуанин) [4]. Максимум = A и ми-
нимум = V хорошо прорисовываются триграммами.

Теперь получаем Генетическую Матрицу Комплементарности
(слева), которая заменила Логический Квадрат Противополож-
ностей (справа).

ЮВ Ю ЮЗ

В
n A
V u

З

СВ С СЗ

ТВ Т ТС

В
n A
u V

С

ХВ Х ХС

Согласно восточной классификации элементы образуют две
пары. Имеем по вертикали: теплое (Т) — холодное (Х), а по
горизонтали: сухое (С) — влажное (В). Соединяясь попарно, эти
свойства порождают четыре стихии: воздух (ТВ), огонь (ТС),
вода (ХВ), земля (ХС).

Логический Квадрат (справа) является искусственной логи-
ческой конструкцией, порождающей возникновение точки раз-
рыва (второго рода). Достаточно сделать транспозицию элемен-
тов в нижней строке, своеобразную «рокировку», и полученная
Матрица Комплементарности (слева) свободна от этого недо-
статка. В Квадрате Противоположностей по вертикальной оси
имеем истину (t), а по горизонтальной — железную необходи-
мость (L), которой по древнекитайской классификации элемен-
тов соответствует 5-й элемент — металл. В этой классификации
противопоставляются дерево и металл, которым соответствуют
в Логическом Квадрате возможность и необходимость. В его
правом столбце имеем необходимую истину Lt и необходимую
ложь Lf.
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Mt t Lt
None Both

Mf f Lf

Поиск в языке априорных структур призван объяснить воз-
можность математического знания. Одно слово «indefinite» во
французском и английском языках имеет два значения: «неопре-
деленно» и «безгранично». Им соответствуют None — логиче-
ский нуль 0 и обратное значение Both — логическая бесконеч-
ность 1

0 , нонсенс. Это — противоположности по величине, а дру-
гая пара противоположностей: по знаку +1 и −1.

Две указанные пары противоположностей лежат в основе
Квадрата Противоположностей (Square of Opposition),
обычно называемого Логическим Квадратом. Напротив,
Матрица Комплементарности плавно вписывается в природные
круговороты: годовой Солнечный цикл времен года (весна — ле-
то — осень — зима) и месячный цикл фаз Луны: от первой чет-
верти :) до последней четверти. Заметим, что символы лунных
фаз могут быть прочитаны как смайлики. Итак, имеем модель,
в которой сезоны перемежаются с деми-сезонами. Природа дей-
ствительно движется по кругу, что соответствует матрице ком-
плементарности. Круговая планировка Москвы (напоминающая
кольца на спиле дерева) живая в отличие от прямолинейной пла-
нировки Санкт-Петербурга.

Логика кладется в основу искусственного интеллекта (ИИ),
присущего компьютеру. Недаром девиз Лейбница был: Calcule-
mus!, что означало Вычислим, чтобы не спорить. Ведь, логика —
это просто. Гораздо сложнее постигнуть природу естественного
интеллекта (ЕИ). Живые системы требуют генетического под-
хода. Генетический код позволяет заглянуть в Кухню Природы,
познавая принципы становления нового. Это — генеральная ли-
ния в преодолении пропасти между ИИ и ЕИ. Мы опираемся на
идею структурирования по типу Матрицы Комплементар-
ности (Matrix of Complementary), имеющей естественное
расположение элементов комплементарных пар.

Целостный блок Ψ характеризует зависимость от фамилий-
доминант «либералов» A и «консерваторов» V; а расщепленный
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блок (↓↑) — зависимость от имен-доминант столбцов комплемен-
тарных пар ↓ и ↑:

↓= n — моногамные согласные,
V

↑= A — полигамные гласные.
u

Некронекеров (левый) тензорный квадрат матрицы Ψ дает

nn An nA AA gly STOP, arg/ser glu/asp lys/asn

(↑↓)n ΨA Vn un VA uA arg STOP, trp/cys gln/his STOP/tyr

= nV AV nu Au ala thr val ile, met/ile

ΨV (↑↓)u VV uV Vu uu pro ser leu leu/phe

Комплементарные пары образуют сочетания твердого харак-
тера с мягким. Рассматривая пары вида (x1, x2) = (First Name,
Second Name), будем исходить из приоритета фамилии, второго
имени (second name). Имеем две доминантные фамилии: гласная
∗A (вершина либерализма «полигамна», открыта) и согласная
∗V (воронка консерватизма «моногамна», закрыта). Не-доми-
нантные фамилии n, u: с гласными именами A∗, u∗ — аура золо-
той пары — примыкают к блоку гласных, а с согласными име-
нами V∗, n∗ — волей-неволей к блоку согласных [5]. Так реали-
зуется своеобразная петля гистерезиса (которая в Генетической
таблице хорошо видна по блокам, напечатанным жирным и
тонким шрифтом).

Перехлесты в петле гистерезиса описывают особенность
порогового подхода. Это — аналог закона инерции в психофизи-
ке, где его сравнивают с работой реле. При решении практиче-
ских задач в радиолокации для различения ситуаций «перехле-
ста» используется очень наглядная терминология: No/signal =
пропуск сигнала (ОИ = отвергнутая истина) и Yes/noise =
ложная тревога (ПЛ = принятая ложь). В математике их на-
зывают ошибками первого и второго рода. Психологам хорошо
известно, что в развлечениях быстрее вскрываются плюсы, а в
проблемах — минусы.

Первым почти универсальным языком явилась математика,
которая проявила тенденцию к захвату различных областей
знания. «Усвоив с детства позиционный способ нумерации, мы
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склонны недооценивать это замечательное культурное достиже-
ние человечества. История, однако, учит нас, что такие высо-
кокультурные народы древности, как египтяне и даже греки с
их изумительно тонкой и глубокой математической культурой,
не создали позиционной нумерации». В средние века специаль-
ным декретом венецианской республики запрещались арабские
цифры и вменялись к употреблению римские цифры. Умевшим
делить в столбик числа, записанные римскими цифрами, даже
присваивалась ученая степень — доктор деления.

Символическая информация непозиционна. Трудно составить
звуковые слова из знаков арифметических действий, используя
позиционный принцип. Нео-пифагорейская парадигма новой ме-
тафизики стала особенно популярна после открытия генкода,
кода Живого. Геном выступает как образец текста, записан-
ного четырьмя буквами универсального кода. Генетический код
позволил нам заглянуть в кухню Природы и познать принципы
становления нового. Не надо новых букв при позиционной запи-
си операторных слов на высших уровнях, где достаточно всего
четырех букв. При этом сначала идет крупноблочное строитель-
ство логической матрицы, а потом обустройство отдельных яче-
ек, которые заполняются по принципу подобия.

Нечисловой позиционный принцип в гуманитарной облас-
ти дает не меньшие преимущества, чем позиционная числовая
арифметика. В универсальном языке операторные слова состав-
лены из однобуквенных операторов («букв»). Это реализует меч-
ту Лейбница — сделать математику действительно универсаль-
ным языком. В инициалах (First Name, Second Name) фамиль-
ное сходство («типаж») играет роль ключевого аспекта, кото-
рый стоит всех остальных вместе взятых. Кстати заметим, что
при позиционной записи чисел арабскими цифрами старшин-
ство разрядов возрастает справа налево, соответствуя записи
арабских, а не европейских слов. И чтобы разобраться в логике
генетического кода, надо все переставить с головы на ноги, ибо
как говорят англичане: Last but not least (Последний по очеред-
ности, но не по значимости).

Д. Хофштадтером убедительно показана необходимость ос-
мысления макроуровня генетического кода и подчеркивается
необходимость перехода от молекулярного уровня к антропо-
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морфному — от молекул к характерам. Центральные строитель-
ные блоки личности — характер и темперамент — имеют ре-
шающее значение во взаимопонимании. Это очень важно, ибо
главное не технология и не финансы, а битва за умы, по-
зиционирование сознания [22]. Высший уровень позволяет вы-
являть смыслы макроскопических сущностей-единств, напеча-
танных тонким шрифтом как консервативные, а жирным
шрифтом как мутационные, «полигамные» ячейки (таблица
слева), порождающие кодоны более богатые аминокислотами
(таблица справа) [7, 8, 20]. Феноменология дает понимание кода
психотипа.

Противоположность между консерватизмом V и авантюриз-
мом A наглядно проявляется в хромосоме 19, где замена двух
цистинов на два аргинина (в позициях 472 и 334 в тексте ге-
на ApoEε4 длиной в 897 «букв») приводит к увеличению риска
заболевания болезнью Альцгеймера в 2 раза, а в сочетании с
травмой головы в 10 раз [2].

Изоморфизм матриц генетического кода и психических ти-
пов показывает предрасположенность характеров, во многом
определяющихся их генетическим кодом. Однако матрица, ле-
жащая в основе классификации в книге О. Крегера и Дж. Тью-
сона [12], меня не удовлетворила. Не было изоморфизма с моей
таблицей генетического кода. Систематизация такого известно-
го специалиста, как В.В. Гуленко, с 4-я блоками (профклубы),
использовавшаяся Е.С. Филатовой и Н.Ф. Тельновым, оказалась
наиболее удачной [17, 6].

Вопрос о структурном изоморфизме психических, физиоло-
гических и природных феноменов рассматривался еще в антич-
ности. Начиная с Гиппократа выделяли четыре темперамента,
аналогичные агрегатным состояниям вещества. Пути решения
проблемы «Двух культур» Ч. Сноу намечает в романе «Поис-
ки»: «Нам всем хочется чего-то такого, чего наука не может дать
нам. . . те образы, в которых греки воплощали природу: земля,
воздух, огонь и вода».

В основу классификации психологических типов положено
дихотомическое деление. Таблица основана на двух парах про-
тивоположных факторов: S-N (Sensation-Intuition) и T-F (Think-
ing-Feeling).
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F
Этика

T
Логика

n
SF.Социалы

A
NF.Гуманитарии

V
ST.Практики

u
NТ.Иследователи

S
Сенсорика

N
Интуиция

В таблице легко распознается Матрица Комплементарности с
четырьмя первоэлементами-мастями: черви, бубны, трефы, пи-
ки — ♡♢♣♠.

n A , Медиа Артисты , ♢ пар пиара ♡ Огонь страсти , :) весна ◦ Лето
V u Власть Ученые ♠ Лёд власти ♣ вода науки • Зима :( осень

Освежающий вдох свежего дыхания, обжигающий огонь стра-
сти, живительная вода мудрости и, наконец, леденящий холод
могильных памятников — таковы фазы жизненного цикла.

Матрица состоит из четырех блоков психотипов, каждый из
которых является ею в миниатюре, действуя как фрактальный
умножитель. Добавляя третью пару противоположных факто-
ров на E-I (Extravertion–Introvertion) получаем психологические
типы К. Юнга. Он считал основным деление на экстраверсию и
интроверсию (E-I) и рассматривал его в сочетании с вышеозна-
ченными S-N и F-T . Юнг вводит и четвертую дихотомию —
«рационализм–иррационализм», а Майерс и Майерс–Бригс за-
меняют ее на производную J-P (Judging–Perceiving) — комбина-
цию «рационализма–иррационализма» с экстраверсией–интро-
версией (под предлогом ее якобы большей внешней проявлен-
ности). Научный руководитель журнала «Соционика и психо-
логия» Р.А. Степанов, анализируя четвертую дихотомию, по-
казал необходимость ее замены на пару противоположностей
O-А (Mobile–Stabile) Динамик–Статик [16], обосновывая пер-
вичность этой дихотомии и вторичность дихотомии «рациональ-
ность–иррациональность». Он выделяет 4 первичных дихото-
мии: E-I, S-N, F-T, O-A. Динамик делает встречные шаги (в
прямом и переносном смысле), а для статика характерна со-
гнутость фигуры и угловатость движений [13]. Доминанты A,V
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образуют блок аристократов, которые четко делят всех на «сво-
их» и «чужих». Для противостоящего им блока демократов n,
u отсутствуют авторитеты, особенно у иррационалов.

Каждый блок может быть подразделен на психовиды, что по-
рождает таблицу с шахматным порядком для ИНТРОВЕР-
ТОВ (Б) и экстравертов (м). Итак, получаем Основную Мат-
рицу:

Статик Динамик Статик Динамик
ирр Наполеон ДЮМА Гексли ЕСЕНИН

рац ДРАЙЗЕР Гюго ДОСТОЕВСКИЙ Гамлет

ирр Жуков ГАБЕН Дон Кихот БАЛЬЗАК

рац МАКСИМ Штирлиц РОБЕСПЬЕР Джек

Для рационалов характерно совпадение: ИНТРОВЕРТ =
статик, а экстраверт = динамик. Рациональные экстраверты
динамики (Гюго, Гамлет , Джек , Штирлиц) страдают из-
лишним консерватизмом. Рационалы тяготеют к стандартиза-
ции, интроверты замкнуты. Рациональные интроверты статики
(ДРАЙЗЕР, МАКСИМ, ДОСТОЕВСКИЙ, РОБЕСПЬЕР)
имеют склонность к формализму. Если рационал все планирует,
то иррационал действует спонтанно. Согнутость и угловатость
движений — характерные внешние признаки статика Дон Ки-
хота — смягчаются для иррационала встречной открытостью
экстраверта. Это — творческий тип искателя. Его полная про-
тивоположность из блока ученых — БАЛЬЗАК. У него как
иррационала плавность движений динамика ожесточается за-
мкнутостью интроверта. Он менее инициативен и является ско-
рее критиком.

Приведенные персонажи — это своего рода фотороботы, ко-
торые носят характер псевдонимов, принятых в сленге социони-
ков. Они были предложены Аушрой Аугустинавичюте, которая
открыла отношения социальной ревизии и заказа как базовых
интертипных отношений и показала асимметрию этих отноше-
ний.

А. Аугустинавичюте выявила в популяции, состоящей из 16
психотипов, группу из 14 так называемых «интертипных отно-
шений», определенным образом структурирующих взаимодей-
ствие членов популяции. Причем, 2 из 14 отношений в этой груп-
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пе являются асимметричными, и образуют в популяции цикли-
ческие структуры одностороннего движения информации, на-
званные «кольцами социального заказа». и «кольцами социаль-
ной ревизии».

Социальная ревизия является отношением контроля, где в
качестве опорного признака Г.Р. Рейнина рассматривается па-
ра позитивность(+)–негативность(−). Позитивисту в данный
момент времени бросаются в глаза положительные, а негативи-
сту — отрицательные аспекты ситуации. Ревизные отношения
всегда очень тяжелые, причем нажим происходит от ревизора к
подревизному. Обычно ревизор недооценивает способности сво-
его подконтрольного, который со своей стороны недостаточно
ценит проявляемую заботу.

Социальный заказ как отношение передачи информации (от
передатчика к приемнику) является более благоприятным, чем
ревизия. В качестве опорного признака для него рассматривает-
ся пара квестимность(?)–деклатимность(!). Коллектив заказ-
ного типа склонен к традиционному долгу, дискуссии в нем ма-
ло эффективны. Например, консервативный рационал Штирлиц
является заказчиком для творческого иррационала Дон Кихо-
та. Оба они экстраверты-квестимы, что более благоприятно для
совместной работы. Для квестима спор не самоцель, а является
способом получения информации, он не склонен к декларатив-
ности. Дополнительные спирали будут кольцами деклатимно-
го(!) заказа. Наиболее комфортными являются отношения дуа-
лов — недаром говорят: крайности сходятся. Таковы например,
два иррационала: экстраверт статик Дон Кихот и интроверт ди-
намик ДЮМА. Это, например, я и моя внучка.

Открытие Аугустинавичюте феномена «интертипных отно-
шений» имеет регистрацию от 1 октября 1980 г. по дате депони-
рования ее рукописи «Теория интертипных отношений» в отделе
рукописей Библиотеки АН Литовской ССР. Сущность откры-
тия: «Установлено неизвестное ранее явление самоорганизации
динамических структур межличностного взаимодействия в че-
ловеческом обществе, заключающееся в том, что в группе инди-
видуумов устанавливается определенная динамическая структу-
ра взаимодействия (пространственное расположение партнеров,
интенсивность, темп и другие параметры речевого обмена, со-
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ответствующая продуктивность совместной деятельности, субъ-
ективные переживания и др.), обусловленная дифференциацией
человеческого общества на кооперирующие психологические ти-
пы личности».

Учет базовых интертипных отношений позволил построить с
помощью периодического сдвига в Основной Матрице Периоди-
ческую таблицу, которая открывает «царский путь» в изучение
отношений социальной ревизии и социального заказа. В пред-
лагаемой ПСИ-таблице прослеживается четкая классификация
в терминах Рационалов-Иррационалов и Статиков-Динамиков.
Это — шахматная доска с клетками экстравертов-ИНТРОВЕР-
ТОВ (черные клетки, большие буквы).

В таблице клетки заказа прочитываются по всем линиям
вверх:

Статик Статик СтатикДинамик Динамик Динамик

МАКС
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Блоки по любым линиям (по сплошным или по пунктир-
ным) вниз дают пары параллельных линий ревизии :

+МАКС!

−Штир?JJ]

−РОБЕС?

+Джек !


�

+Напол?

−ДЮМ !

�
−Гексл!

+ЕСЕН ?JJ]

+ДОСТ!

−Гамл?JJ]

−ДРАЙЗ?

+Гюго!


�

+Дон?

−БАЛЬЗ !

�
−Жуков!

+ГАБ?JJ]

1-ая линия позитивной S-ревизии,

2-ая линия негативной S-ревизии,

3-ья линия негативной Z-ревизии,

4-ая линия позитивной Z-ревизии.

Кольца социальной ревизии пронизывают все четыре блока.
Два кольца идут в одном направлении, два других — навстречу.
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S-ревизия образует кольцо с вращением по часовой стрелке, что
соответствует известному знаку свастики [19]. Примером может
служить кольцо негативистов: БАЛЬЗАК давит на Штирлица,
Штирлиц на ДЮМА, ДЮМА на Гамлета, Гамлет на БАЛЬЗА-
КА. Z-ревизия характеризует кольцо с вращением против часо-
вой стрелки. Чередование ИНТРОВЕРТ (Б, черная клетка)
экстраверт (м, белая клетка) характерно для циклов ревизии.
Приведем паззлы S-ревизии (рис. 1а) и Z-ревизии (рис. 1б).

Рис. 1а Рис. 1б

Коллектив с ревизуемостью дисциплинирован, его участни-
ки избегают генерировать идеи. Данный тип хорош для армей-
ских коллективов. Например, рациональный экстраверт Штир-
лиц давит на иррационального интроверта ДЮМА (случай нега-
тивной S-ревизии). Кольца социального квестимного (?) зака-
за образуют спирали, которые показаны стрелками. Например,
Штирлиц передает заказ Дон Кихоту, Дон Кихот — Гамлету,
Гамлет — Наполеону, Наполеон — Штирлицу.

Наглядно просматривается асимметрия социальной ревизии и
заказа как базовых интертипных отношений. Мой опыт неволь-
ного участия в асимметричных отношениях позволяет заклю-
чить, что знание психотипов дает возможность понять тех, кто
является подзаказным (я, например, по отношению к своему
зятю), а также тех, кто находится в положении подревизного
(внучка ДЮМА по отношению к своему отцу Штирлицу).

Люди подчас понятия не имеют о том генетическом «наслед-
стве», которое они получили. Осознание того, что типажи ха-
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рактера являются врожденными, позволяет разуму найти реше-
ние проблемы. Моя многолетняя педагогическая практика по-
казывает, как важно учитывать психотип каждого учащегося.
Эти знания следовало бы преподавать уже в школе. В жизни
они важнее биологии. Без учета человеческого фактора трудно
представить себе подбор профессионального коллектива. Мно-
гие межличностные конфликты в служебной и семейной жизни
находят свое разрешение. Приведу девиз Франка Милтнера и
Вернера Сифеза: «Понимание самого себя и умение общаться с
окружающими — залог жизненного успеха», который был взят
в качестве эпиграфа к последней книге профессора Н.Ф. Тель-
нова [6].

Матрица генкода и матрица психотипов обе построены на ос-
нове Матрицы Комплементарности. Ей противостоит Логиче-
ский Квадрат, который является искусственной логической кон-
струкцией. Г. Харди в «Курсе чистой математики» подчеркива-
ет недоказательный характер геометрических интерпретаций и
старается избегать чертежей. Напротив, автор известного учеб-
ника Г.М. Фихтенгольц утверждает: «Курс математического ана-
лиза не должен представляться учащемуся лишь длинной цепью
“определений” и “теорем”, но должен служить руководством к
действию» [18]. Компьютерам пока недоступно творческое мыш-
ление, привлекающее внимание своей поразительной эффектив-
ностью благодаря парадоксальным метафорам. Мы приложим
все усилия для решения этой задачи, превратим одномерного
человекоподобного робота (single-minded, one-dimentional man),
который, перебирая кирпичи, не дает никакого указания о спо-
собе кладки — в личность, обладающую метафорическим язы-
ком. Логические диаграммы Л. Кэрролла явились существен-
ным прорывом и его популярная книга «Логическая игра» от-
крывается посвящением «Моему другу маленькой девочке», на-
поминая детям и взрослым о жизнерадостной и находчивой Али-
се. Ю.И. Манин считает, что Логический Квадрат заковывает
милую девочку в тяжелые латы Белого Рыцаря и призывает
«увидеть в математике воспитателя образного мышления» [15].
Абсолютизация памятника замораживает движение, так как пье-
дестал мешает двигаться. «Не надо заводить архива, над руко-
писями трястись» (Б. Пастернак).
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3 Арифметизация модальной логики
Nature moves in circles; art in straight lines.

The natural is rounded; artifical is made up of angles.
O. Henry. Squaring the circle.

(Природа движется по кругу. Искусство —
по прямой линии. Все натуральное округлено.

Все искусственное угловато.
О. Генри. Квадратура круга)

Генетическая Матрица Комплементарности (слева) хорошо
описывает круговую упорядоченность элементов, поскольку она
не имеет точки бесконечного разрыва ±∞ = ±1

0 = ±0′, которая
характерна для Логического Квадрата (справа). Окрестность
бесконечности является антиподом окрестности нуля ±0.

+0
1 +1

0

n A
V u

−1
0 −0

1

±1
0

+1

n A
u V
−1

±1
0

Логический Квадрат является искусственной логической кон-
струкцией, демонстрирующей зияющие высоты классической ло-
гики. Достаточно сделать «рокировку», и в полученной Матрице
Комплементарности удается устранить соседство необходимой
истины Lt = +1

0 = +0′ и необходимой лжи Lf = −1
0 = −0′. Мож-

но наглядно усмотреть сходство и отличие от четырехзначной
логики Белнапа. Будем отталкиваться от матричного метода,
примененного для четырехзначной логики Лукасевичем [11]. В
его четырехзначной модальной логике, первоначально опирав-
шейся на числовую бинарность, в отличие от Буля принимается:
ИСТИНА = (1, 1) = 1, ЛОЖЬ = (0, 0) = 0. Кроме того, имеют-
ся дополнительные значения истинности (1, 0) = 2 и ложности
(0, 1) = 3, которые не получают более конкретной интерпрета-
ции. Принятая сплошная нумерация носит формальный харак-
тер и не позволяет усмотреть естественную упорядоченность.
Поэтому в дальнейшем различными авторами им, как промежу-
точным значениям, приписывались дробные значения 1

3 и 2
3 , что

означало полный отказ от концепции булевой многозначности,
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исповедующей принцип цифровой бинарности (только цифры 0
и 1).

Автор по-прежнему предлагает для обозначения ложности ис-
пользовать отрицательные числа. Геометрической моделью сно-
ва будет служить ситуация деления отрезка [0; 1] в данном от-
ношении λ = p

q .

p
q =

p = −∞ 0 1
2 1 +∞

−0
1 ,+0

1

Mf,Mt

1
+0 , 1

−0

Lt,Lf

A M B

В модальной логике не будут использоваться оба исключения,
ведь точке М = В не соответствует никакое λ, а числу λ = −1
не соответствует никакая точка М. Внутренность отрезка [A, B]
дает положительные значения λ, а внешность этого отрезка —
отрицательные значения λ. При стремлении слева к точке В,
p→ 1− ε (где ε→ 0) имеем необходимую истину Lt = 1

+0 = +0′,
а при стремлении справа, p → 1 + ε имеем необходимую ложь
Lf = 1

−0 = −0′. При стремлении слева к точке А, p→ −0 имеем
возможную ложь Мf = −0

1 , а при стремлении справа, p → +0
имеем возможную истину Мt = +0

1 .
Унарные связки для логической инверсии «′» и отрицания

«−» определяются следующей таблицей:

A A′ −A

+0 = +0
1 +0′ = 1

+0 −0 = −0
1

−0 = −0
1 −0′ = 1

−0 +0 = +0
1

+0′ = 1
+0 +0 = +0

1 −0′ = 1
−0

0′ = 1
−0 −0 = −0

1 +0′ = 1
+0

Приведем для дизъюнкции нашу итоговую таблицу (слева) и
таблицу для модальной логики Ю.В. Ивлева [10], которая для
удобства сравнения дана в наших обозначениях (справа):



32 К.И. Бахтияров

Mf Mt Lt Lf Mf Mt Lt Lf
∨ −0 +0 +0′ −0′ ∨ −0 +0 +0′ −0′

Mf, −0 −0 +0 1 1 −0 −0 +0 +0′ −0

Mt, +0 +0 +0 1 1 +0 +0 +0 +0′ +0

Lt, +0′ 1 1 +0′ +0′ +0′ +0′ +0′ +0′ +0′

Lf, −0′ 1 1 +0′ −0′ −0′ −0 +0′ +0′ −0′

Например, равенство +0 ∨ +0′ = 1 вполне соответствует из-
вестному соотношению N ∨ B = T логики Белнапа. Очевидно
a∨ b′ = 1, ибо a

1 ∨ 1
b = 1

1 . Ложное значение −0∨−0′ = −0 в пра-
вой таблице не вписывается в это правило. В этом случае пра-
вая таблица оказывается «неправой», ибо нарушается принцип
покомпонентного выполнения операций. Ведь только его
выполнение позволило завязать все в единый логический узел,
реализовав универсальный подход к арифметизации практиче-
ской логики Белнапа и модальной логики.

Автор выражает скромную надежду, что ГЕНЕТИЧЕСКИЙ
ПОДХОД В ЛОГИКЕ позволит воочию увидеть замысел При-
роды и окажется в первую очередь полезным для тех прило-
жений, которые привели к мысли о необходимости перехода от
Логического Квадрата к Генетическому Кругу.
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Александр Иванович Введенский
как логик. Часть I
Б.В. Бирюков, Л. Г. Бирюкова

abstract. The paper is devoted to the logical ideas and the biography
of the promonent Russian thinker Alexander Ivanovich Vvedenskiy (1856–
1925).

Ключевые слова: А.И. Введенский, история логики, философская
логика

Александр Иванович Введенский (1856–1925) — выдающийся
русский философ и религиовед, занимавшийся также логикой и
психологией. А.И. учился на математических факультетах уни-
верситетов Москвы и Петербурга, окончил историко-филологи-
ческий факультет Петербургского университета, где был
учеником М.И. Владиславлева; именно под его руководством он
прошел специализацию по философии.

Здесь необходимо сказать несколько слов о Михаиле Ивано-
виче Владиславлеве. Это был выдающийся русский мыслитель
и деятельный участник развития высшего образования в Рос-
сии (в конце 80-х годов он занимал пост ректора Санкт-Петер-
бургского университета). Владиславлев был хорошо знаком с
зарубежной философией, так как три года находился в научной
командировке за границей, где слушал таких мыслителей, как
Куно Фишер и Лотце. В Петербурге Владиславлев читал лекции
по логике, психологии и истории философии, вел, как сказали
бы мы теперь, спецсеминар по изучению Аристотеля, в частно-
сти его «Метафизики» (по греческому оригиналу), и Канта (его
«Критики чистого разума») и другим историко-философским
темам. Введенскому было у кого учиться!

Владиславлев скончался в 1890 году, и А.И. Введенский по-
святил своему учителю проникновенную статью [11].
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В 1881 году А.И. Введенский окончил университет и был остав-
лен там «для приготовления к профессорскому званию». После
магистерского экзамена был на два года командирован загра-
ницу, в Германию, где в Гейдельберге слушал лекции Куно Фи-
шера. Магистерскую диссертацию А.И. Введенский защитил в
1888 году. Она носила название «Опыт построения теории мате-
рии на принципах критической философии». В ней он проявил
себя как сторонник философии Канта «критического» периода.
И на протяжении всей своей научно-философской деятельности
оставался верным кантианцем, разработавшим, однако, ориги-
нальную концепцию «философского критицизма», которую он
в конце своей научно-философской деятельности назвал «логи-
цизмом».

Профессор философии столичного университета с 1890 года,
где Введенский сменил скончавшегося М.И. Владиславлева, он
читал лекции по логике, по философской мысли Античности и
по истории философии в Новое время, а также по психологии.
Читал он не только в университете, но и на Высших женских
курсах и в Военно-юридической академии1.

Распространенная в России с конца ХIX века в образованном
обществе юношеская революционность не обошла и Введенско-
го. Он принял участие в студенческих волнениях, и в 1879 г.
полгода провел в заключении в Петропавловской крепости. Од-
нако заступничество К. Бестужева-Рюмина2 (одного из учите-
лей Введенского) и М. Владиславлева уберегло его от высылки
из столицы. Но Александр Введенский быстро образумился, и в
бурном 1905 г., будучи профессором столичного университета,
уже выступал против политизации университетской жизни —
участия студентов в митингах и демонстрациях3.

В конце 40 – начале 50-х годов Б.В. Бирюкову довелось быть
преподавателем логики и истории в 1-м Московском городском

1О Введенском см.: [20, c. 226–236], [1, c. 171–172], [26].
2Константин Николаевич Бестужев-Рюмин (1829–1897) — историк, дей-

ствительный член Петербургской Академии наук. Когда в столице в 1878 г.
под его руководством были созданы Высшие женские курсы (так называ-
емые Бестужевские), А.В. Введенский был привлечен для чтения на них
лекций по логике.

3Этими сведениями я обязан письменным сообщениям В.И.Кобзаря, в
частности его письму от 8.09.2004 г.
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педагогическом училище. В нем моим коллегой был Николай
Васильевич Румянцев, в прошлом член «Союза воинствующих
безбожников» и автор большого труда о возникновении христи-
анства, где пытался доказать неисторичность Христа как лично-
сти. Он рассказывал (считая, что логику это интересно) о том,
что, будучи студентом Петербургского (или тогда уже Петро-
градского?) университета, слушал логические лекции Введен-
ского.

Имя Введенского было широко известно в научных и культур-
ных кругах столицы. Читал Александр Иванович замечательно,
его лекции были очень яркими, аудитория всегда переполнена,
послушать Введенского приходили студенты других факульте-
тов. Этот рассказ находит подтверждение у В.В. Зеньковского,
писавшего, что А.И. был «человеком острого ума, очень четкой
и ясной мысли, большого литературного дарования»; он был «на
редкость интересным мыслителем» [20, c. 226-227], и у Н.О. Лос-
ского, отмечавшего, что А.И. обладал исключительным талан-
том педагога.

Введенский был автором гимназического учебника логики,
удостоенного «полной большой премии Императора Петра
Великого» [7]4. В отчете Ученого Комитета о присуждении пре-
мий в 1910 году об этом учебнике, в частности, сказано, что в
изложении профессора Введенского «логика получает характер
удивительной связности, последовательности и принудительно-
сти», что у него даются «превосходные разъяснения логических
явлений, которых мы не встречаем в других учебниках»5.

Любопытно было узнать от Румянцева некоторые чисто че-
ловеческие черты этой замечательной личности.

А.И. Введенский имел обыкновение опаздывать на лекции и
экзамены, засиживался в ресторане, всегда у одного и того же
столика близ окна, и это было известно студентам. Чтобы напом-
нить ему о себе, они водружали на трость форменную студен-
ческую фуражку и поднимали ее на уровень окна, давая знать,
что ждут своего профессора. Александр Иванович был непрочь

4Мне было доступно второе издание (СПб, 1913), на титульном листе
которого значилось, что она удостоена указанной премии.

5Эти слова можно найти на последней — рекламной — странице «Логи-
ки, как части теории познания» 1917 года издания.



Александр Иванович Введенский как логик. Часть I 37

ударить за молодыми девицами, и однажды случился конфуз,
когда предметом его ухаживаний — по словам Румянцева, до-
вольно невинных — оказалась его слушательница на Высших
женских курсах, где он читал лекции.

***

С книгой А.И. Введенского я познакомился в 50-х годах про-
шлого века, и из всех книг по философской логике, которых
тогда было уже немало, книга А.И. Введенского о логике как
составной части гносеологии, оставляла сильное не только ин-
теллектуальное, но и эмоциональное впечатление. Конечно, это
была книга по традиционной логике, а не по логике математи-
ческой, с которой я тогда был незнаком. Теперь я понимаю, что
учиться логике по ней невозможно. Но целый ряд заключен-
ных в ней идей не устарел. А сам труд без всякого сомнения
принадлежит истории русской культуры.

Мы начнем с рассказа о том, как создавалось главное
философско-логическое сочинение А.И. Введенского — его труд
«Логика, как часть теории познания».

Первое издание «Логики» Введенского вышло в 1909 году.
Как пишет автор в Предисловии к этой книге, чтение лекций
по логике убедило его в том, что соответствующий лекцион-
ный курс приобретает единство и заинтересовывает слушателей
лишь тогда, когда в нем присутствуют философские вопросы.
Поэтому автор не только обогатил свой текст рассмотрением
узловых проблем «критической» гносеологии, но и ввел термин
«теория познания» в название своей книги.

В Предисловии ко 2-му изданию [8, c. V], вышедшему в 1912
году, А.И. сообщал, что издание 1909 года представляло собой
исправленные лектором записи его лекций, составленных кур-
систками и студентами. Во втором же издании, пишет Введен-
ский, «почти все написано мной самим».

Третье издание вышло через пять лет, в 1917 году. В Преди-
словии к нему автор писал, что это «почти новая книга». Глав-
ное изменение, по словам А.И., состояло в разработке «логициз-
ма, как особого гносеологического направления» [9, c. III]. И,
действительно, в третьем издании усилена теоретико-познава-
тельная компонента книги. Это проявлялось уже в компоновке
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обеих книг. Книга 1912 года завершалась главой ХХ «Важней-
шие частности в учении о категорических силлогизмах»; книга
1917-го — тремя чисто философскими главами, где излагался
«логицизм А.И. Введенского», подвергался критике позитивизм,
эмпиризм и рационализм и характеризовалось «цельное научно-
переработанное мировоззрение»; изложение теолого-философ-
ских вопросов было расширено.

В начале 20-х годов «Логика» Введенского вышла четвертым
изданием [10].

Логический труд Введенского6 показывал, какие выводы для
логики следуют из философии Канта «критического» перио-
да, но больше — какие выводы для обоснования философского
«критицизма» можно сделать на основании логики. В.В. Зень-
ковский считал, что, как неокантианец, Введенский по своим
воззрениям близок Г. Когену. Однако он был вполне самостоя-
тельным мыслителем. Следуя, в общем, учению Канта, он внес в
«критическую» философию много оригинального, вытекавшего
из его логического учения7.

Из «Логики» Введенского явствовало, что логика совершенно
независима от других наук, в частности от психологии; что меж-
ду «логикой открытия» новых истин и «логикой проверки» ис-
тин, уже установленных, следует проводить четкую грань. Ана-
лизируя познание, различая в нем априорную и апостериорную
стороны, А.И. вместе с тем рассматривал метафизику как гипо-
тетическое дополнение к знанию. Сопоставляя знание и веру, он
с исключительной ясностью раскрывал сущность христианства.

Ниже мы выделим то, что представляется нам главным в
логико-гносеологических и философско-теологических воззре-
ниях Введенского.

6А.И. Введенскому принадлежит также книга «Психология без всякой
метафизики» (я пользовался третьим, исправленным и дополненным изда-
нием [17]).

7Страницы книги В.В. Зеньковского, отведенные философским взгля-
дам Введенского, удивляют. Зарубежный русский историограф русской фи-
лософии полностью игнорирует логическую основу трактовки Введенским
кантовского «критицизма», что делает путаными многословные рассужде-
ния Василия Васильевича о «критицизме» и метафизике, привязанные к
воззрениям Александра Ивановича.
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***

Первое, на что следует обратить внимание, это то, как Введен-
ский понимал логику.

Логикою называется наука о правильности и ошибоч-
ности мышления. Правильным же называется
мышление, пригодное для расширения знания, а оши-
бочным или неправильным — непригодное для этой
цели. Задачи логики состоят в том, чтобы: 1) отыс-
кать те правила или условия, при исполнении кото-
рых (будет ли оно преднамеренным или ненамерен-
ным, это все равно) мышление выходит пригодным
для расширения знания; 2) объяснить их законами
мышления; 3) с помощью найденных ею правил вы-
следить все те ошибки мышления (т.е. нарушения
этих правил), которые встречаются в нем на деле, и
описать их состав, т.е. указать, в чем состоит каждая
из них [9, с. 1].

Это — понимание логики, близкое к современному. Правда, в
наше время, объясняя суть логики, обычно говорят не о мышле-
нии, а о рассуждении — именно для того, чтобы предотвратить
психологизацию логики, т.е. то, против чего восставал Введен-
ский и о чем будет сказано далее. Представленное у Введенского
разъяснение сущности логики — с точностью до одного акцента,
о котором мы вскоре скажем, — достаточно близко к взгляду,
который выработан в математической логике. Для нее обрисо-
ванная Введенским область знания составляет философскую ло-
гику. Чтобы не быть голословным, приведем воззрения на этот
счет такого выдающегося современного математического логика
и философа, как Хаскелл Б. Карри.

Карри присоединился к распространенному взгляду, что «ло-
гика есть анализ и критика мышления». Далее читаем:

Рассуждая, мы из некоторых исходных данных выво-
дим заключения. Мы замечаем, что эти заключения
иногда верны, а иногда нет, и что иногда (но не все-
гда) ошибочность заключений объясняется ошибоч-
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ностью некоторых из наших исходных данных. По-
степенно мы убеждаемся, что на рассуждения, про-
водимые в согласии с определенными нормами, мож-
но полагаться, если данные были правильными. Изу-
чение такого рода норм, т.е. принципов правильного
рассуждения, всегда считалась одной из задач
философии [21, с. 17].

Так понимаемую логику Карри назвал философской логикой
и отметил, что при ее изучении «оказалось полезным применять
математические методы, т.е. строить математические системы,
определенным образом связанные с логикой». Исследование та-
ких систем составляет математическую логику. Философская
и математическая логика тесно связаны между собой. Термином
«логика» называют также конкретные системы или теории, яв-
ляющиеся «предметом изучения математической или философ-
ской логики». Так, говорят о классической логике, модальной
логике, аристотелевской логике, кантовской логике и пр. [21,
с. 17–19].

Взгляды Введенского на логику в своем существе отвечают
дефиниции, данной в статье «Логика» в Большой Советской
Энциклопедии. Там логика определена как наука о приемлемых
способах рассуждения [22]. Под этой, начальной, частью статьи
стоит подпись М.М. Новоселова, но данная дефиниция «логики»
возникла в ходе обсуждений и была принята А.А. Марковым8.

Стоит привести следующее затем разъяснение этого опреде-
ления, которое дал М.М. Новоселов:

Слово «логика» в его современном употреблении мно-
гозначно, хотя и не столь богато смысловыми оттен-

8Этот факт известен мне, так как я состоял научным консультантом по
логике издательства «Советская Энциклопедия», выпускавшего БСЭ (этот
факт отмечен в конце первого тома данного издания, где приведен спи-
сок научных консультантов). Статья «Логика» состоит из ряда разделов.
Первый из них — «История логики» подписан М.М. Новоселовым, З.А. Ку-
зичевой и Б.В. Бирюковым, второй, главный — «Предмет и методы совре-
менной логики» принадлежит Маркову; раздел «Научные учреждения и
издания» — Кузичевой и Новоселову. В томе имеется серия статей о раз-
ных «логиках» — «Логика высказываний», «Логика предикатов» и др., в
числе авторов которых были А.Г. Драгалин и Ю.А. Гастев.
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ками, как древнегреческое logos, от которого оно про-
исходит. В духе традиции с понятием логики связы-
ваются три основных аспекта: онтологический — ло-
гика вещей, т.е. необходимая связь явлений объектив-
ного мира (Демокрит); гносеологический — «логи-
ка знания», т.е. необходимая связь понятий, посред-
ством которых познается сущность и истина (Пла-
тон), и демонстративный (доказательный) или соб-
ственно логический — «логика доказательств и опро-
вержений», т.е. необходимая связь суждений (выска-
зываний) в рассуждениях (умозаключениях), прину-
дительная убедительность («общезначимость») кото-
рых вытекает только из формы этой связи безотно-
сительно к тому, выражают ли эти суждения «сущ-
ность и истину», или нет (Аристотель). Первые два
аспекта относятся к философии и диалектической
логике, последний же аспект составляет собственно
логику или современную логику (которую вслед за
Кантом иногда называют формальной логикой) [22].

Это разъяснение несомненно принял бы и Введенский. Для
него термин «логика» соответствовал третьему из приведенных
выше его значений9.

Правда, определяя логику, А.И. (см. приведенную цитату из
книги 1917 года издания) упоминает ошибочность мышления и
вообще слишком большое внимание уделяет способности нашей
мысли сбиваться с логически правильных — и потому приемле-
мых — рассуждений. В издании 1912 года в объяснении того,
что такое логика, упоминание «ошибочности» отсутствует.

Второе положение заключалось в четком разграничении нор-
мативного и описательного подхода к мышлению. Норма-
тивная сторона изучается логикой, а именно «логикой про-
верки», описательная сторона составляет предмет психологии.
Последняя изучает мышление безоценочным образом, «логи-
ка же рассматривает мышление, только оценивая годность каж-

9Забегая вперед, замечу, что оппонент Введенского — Н.О. Лосский объ-
единял в своем учении — интуитивизме — все три приведенных выше зна-
чений.
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дого способа мышления для расширения знания»10 [8, c. 6].
При этом логика не обязана объяснять, «что такое мышление,
какова его природа, и каковы его отличия от деятельности па-
мяти и воображения. Это — задача психологии, а не логики.
При изучении же логики достаточно помнить, что переживания
суждений и умозаключений всеми принято называть мышлени-
ем» [9, c. 7].

Как нормативная дисциплина — наука о правильности мыш-
ления, — логика служит расширению знания; для этого в ней
формулируются нормы правильного хода мысли, позволяющие
отделять его от ошибочного рассуждения. Выявляя те правила,
при которых заключение находится в логической связи с посыл-
ками, логика вместе с тем описывает умозаключения, которые
ошибочны, «но имеют свойство казаться правильными» [8, c. 9];
именно в этом пункте психология особенно зависит от логики,
основывается на предварительном ее изучении.

Будучи совершенно не зависимой от психологии, изучаю-
щей мышление безоценочно, как факт, логика рассматривает
его только с той точки зрения, годен или нет для приращения
знания тот или иной способ мышления. Этот взгляд был чет-
ким выражением логического антипсихологизма. Заметим, что
Введенский ссылался здесь на Э. Гуссерля, который, по сло-
вам А.И., опроверг «разнообразные ухищрения, которыми хотят
оправдать психологизм в логике»11 [8, c. 15]. Правда, сам А.И.
признавал, что логика и психология «соприкасаются между со-
бою», причем, как сказано выше, особенно тесно при рассмотре-
нии ошибочных умозаключений.

Эти представления Введенского о логике отвечают сути де-
ла — за одним исключением: то внимание, которое он уделяет
ошибочному мышлению, не свойственно современной логике.

Взгляд на отношение логики к гносеологии составляет тре-
тье положение. Как следует из названия книги, логика, соглас-

10Приведенные слова набраны в книге курсивом. Вообще все издания
«Логики» Введенского пестрят курсивом; им набраны целые фразы, а ино-
гда и большие куски текста. Я не стану воспроизводить эту манеру выде-
ления авторской мысли.

11Подстрочное примечание. Введенский имеет в виду русский перевод
книги Гуссерля «Логические исследования» (ч. 1; СПб., 1909), выполнен-
ный С.Л. Франком.
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но Введенскому, составляет часть теории познания, причем та-
кую часть, которая предшествует основному содержанию этой
теории. Логика «оказывается независимой от гносеологии и не
имеет права основываться на ней» [9, c. 5]. Здесь — как и во
многом другом — Введенский полемизировал с Н.О. Лосским;
он решительно отвергал его мнение, будто логика основывается
на теории познания12.

Это совершенно верное понимание сути дела. Ни философ-
ская, ни математическая логика не предполагают никаких пред-
варительных гносеологических установок. Введенский, следуя
идеям Канта, подчеркивал, что логика «должна вести все свои
исследования без всяких произвольных предпосылок», к кото-
рым он относил метафизические представления об «истинном
бытии». Он разворачивал это положение в виде противопостав-
ления трансцендентных и имманентных предметов. Первые —
это такие предметы, которые «никогда и нигде и ни при каком
изощрении наших способностей» не могут стать объектом зна-
ния — находятся за пределами всякого возможного опыта. Вто-
рые — имманентные предметы — воспринимаются (или могли
бы восприниматься) нами в опыте. Изучение — точнее попыт-
ка изучения — трансцендентных предметов «относится к так
называемой метафизике», или учению об «истинном бытии» [9,
c. 28–30]. Ее главные задачи сводятся к трем следующим вопро-
сам:

• «Составляет ли истинное бытие, т.е. вещи в себе,
то же самое, что и данные опыта, или же оно
отличается от них?»

• «Если оно не то же самое, что данные опыта, то
каково же оно: в чем сходство и разница меж-
ду вещами в себе и данными опыта, т.е. между
истинным (ноуменальным) и кажущимся (фено-
менальным) бытием?»

• А в этих двух вопросах, очевидно, заключает-
ся еще и такой: «входят ли в состав истинного

12Этот взгляд был высказан Лосским в его брошюре «Логика проф.
А.И. Введенского» (СПб., 1912), перед этим напечатанной в виде статьи
в журнале «Вопросы философии и психологии». О полемике Введенского
с Лосским у нас еще будет речь.
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бытия, иначе — вещей в себе, также и трансцен-
дентные предметы; или же нет никаких транс-
цендентных предметов, а всякое бытие имманент-
но, хотя бы и воспринималось нами не вполне в
том самом виде, как оно существует в действи-
тельности, а в кажущемся (феноменальном)?»
[9, c. 32].

Метафизика должна быть наукой об «истинном бытии», о ве-
щах в себе, и именно потому ей приходится быть и наукой о
трансцендентных предметах, к которым, в частности, принад-
лежат душа и Бог. Все трансцендентное оказывается метафизи-
ческим; «но метафизическое, может быть, еще не все окажет-
ся трансцендентным»; поэтому вопрос о возможности знания
трансцендентных предметов — трансцендентного знания приво-
дит к вопросу о возможности метафизики вообще.

Для логики как первоначальной части гносеологии безразли-
чен вопрос о возможности знания об истинном бытии.

Четвертое положение состоит в утверждении необходимости
четкого разграничения веры и знания.

Как пишет Введенский, разделение мыслей, сопровождаемых
уверенностью в их истинности, на знание и веру, возникло еще
до появления логики. Но коль скоро она возникла, ее обязан-
ностью стало указание, «каким требованиям должны удовле-
творять мысли, в истинности которых мы уверены, чтобы они
имели право считаться знанием» [9, c. 14]. Изучение же зна-
ния как такового составляет задачу философии. На ней лежит
обязанность выяснить те условия, благодаря которым существу-
ет бесспорно признаваемое знание и до каких границ оно мо-
жет простираться, так что, перейдя их, мы попадаем в область,
«в которой возможны лишь одинаково доказуемые и одинаково
неопровержимые мнения, т.е. вера, а не знание» [9, c. 25]. Знани-
ем являются математика и естественные науки, но также психо-
логия, история, лингвистика и пр., «словом — всякое изучение
данных опыта, производимое независимо от того, считается ли
оно истинным или кажущимся бытием» [9, c. 36].

Нам представляется, что мы должны присоединиться к этому
взгляду в его общем виде, когда к области веры относят все, ка-
сающееся религиозных представлений, в России — православия.
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Вместе с тем мы должны оставить за наукой право проверять
явления, относительно реальности которых у ученых существу-
ют разные мнения; такими, например, являются те, которые из-
вестны под названием телепатии и ясновидения.

Пятое положение касается противопоставления, говоря язы-
ком Введенского, «логики проверки» и «логики открытия». Со-
гласно его взгляду, «логики открытий» не существует, имеется
только логика, позволяющая проверять правильность уже со-
стоявшихся рассуждений. Логика, указывающая как открывать
новое, — это еще не реализованный замысел. Правда, резуль-
таты логики имеют определенное эвристическое значение: они
предохраняют от того, чтобы принимать «за годные» такие умо-
заключения и доказательства, которые неправильны. Но этим
их эвристичность и ограничивается. Логических правил, соблю-
дение которых приводило бы к новым истинам, нет, хотя начи-
ная с IV века многие мыслители пытались их обнаружить, —
здесь Введенский называет имена Раймунда Луллия, Джордано
Бруно, Френсиса Бэкона, — но настоящего успеха их усилия не
принесли. Поэтому А.И. и утверждает, что в наличии имеется
только логика проверки уже открытых истин, пусть они при-
сутствуют лишь в форме догадок, научных гипотез (которые,
согласно Введенскому, еще нельзя относить к знанию); «логи-
ка всегда предполагает, что догадка уже возникла, и ведет речь
только о том, как ее проверить» [9, с. 3]. Вместе с тем: «Хотя
логика совершенно бесполезна в смысле руководства к усвоению
искусства правильно мыслить, она <. . . > служит руководством
в критике проявлений этого искусства» [5, с. 22].

Этот взгляд Введенского согласовался с установками матема-
тической логики, но лишь в докибернетический период ее раз-
вития. С началом работ по алгоритмизации и компьютеризации
поиска логического вывода ситуация стала меняться13. Ныне ло-
гическая эвристика представлена в активно ведущихся работах
по «искусственному интеллекту»14.

В философской логике времен Введенского преобладала тра-
диция излагать ее по схеме «понятие — суждение — умозаключе-
ние — доказательство». Именно так представлена логика в учеб-

13См. хотя бы: [3].
14См, например, [28].



46 Б. В. Бирюков, Л. Г. Бирюкова

нике Г.И.Челпанова15 [29], по которому после 1946 года учились
поколения советских философов. Введенский не следует этой
схеме. Он начинает изложение логики — и в этом заключает-
ся шестое выделяемое нами положение — с суждений. Он по-
ступает так потому, что знание состоит из суждений; «другие
мысли — понятия, представления и т.п. — входят в состав зна-
ния лишь постольку, поскольку они служат составными частя-
ми суждений» [9, c. 7]; только суждения могут быть носителями
истины и из соединения суждений возникают умозаключения.
Поэтому разбор суждений предшествует у Введенского рассмот-
рению понятий.

Это совершенно верный взгляд. Развертывание систем совре-
менной философской или математической логики начинается
всегда с рассмотрения суждений, или высказываний, которое в
случае математизации логики приобретает форму индуктивного
определения понятия формулы как выражения, которое может
быть истинным либо ложным. Кроме того изложение логики
высказываний предшествует изложению логики предикатов, т.е.
понятий.

Фундаментальной категорией логики является понятие ло-
гического следования заключения из посылок. В «Логике как
части теории познания» присутствует совершенно четкое пред-
ставление о логическом следовании (это седьмое положение, вы-
деляемое нами у Введенского). В этой книге оно выступает как
свойство (правильных) умозаключений принуждать, принимая
посылки, принимать и заключение («вывод», как чаще говорил
А.И.):

Про вывод правильных умозаключений в логике
принято говорить, что вывод в них вытекает, или
следует, или получается из посылок. Про вывод же
неправильных принято говорить, что вывод в них
не вытекает, не следует, не получается из посылок
[9, c. 9].

15Этот учебник неоднократно переиздавался, в 1918 г. вышло его 10-е
издание; в 1946 г. он был издан в сокращенном виде (вызванном идеоло-
гическими соображениями); переиздан в своем подлинном виде в 1994 г.
В настоящее время готовится его новое издание, предваряемое статьей о
Челпанове, написанном автором этих строк.
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В первом случае связь вывода с посылками называется ло-
гической, потому что она определяется «логическими законами
мышления» [9, c. 9].

Это был бы совершенно верный взгляд, если бы понимание
Введенским «логических законов», а также того, какую роль
они играют в логическом следовании, не ограничивалось че-
тырьмя известными в традиционной логике законами — проти-
воречия, исключенного третьего, тождества и достаточного ос-
нования. В современной логике последний из названных законов
вообще всерьез не рассматривается (он неявно входит в поня-
тие доказательства), а понятие закона логики распространяется
на любые тождественно-истинные высказывания, или высказы-
вания, доказуемые из пустого множества посылок. Что касает-
ся законов противоречия, исключенного третьего и тождества,
то они действительно занимают в современной логике — как
математической, так и философской — особое место. Это объ-
ясняется тем, что решение проблемы сохранения, ограничения,
ослабления или даже отказа от того или другого из них влечет
серию «неклассических» направлений в исследовании дискур-
сивного знания и потому приобретает фундаментальную значи-
мость в математико-логических и философско-математических
рассмотрениях.

Высокая оценка познавательной роли обобщений, точнее,
общих суждений, составляет восьмое положение. В знании, счи-
тал Введенский, наибольшее значение следует придавать имен-
но им, так как констатация общего позволяет предсказывать
ход изучаемых явлений. Все математические теоремы, писал
он, представляют собой общие суждения. Они — «подлинно об-
щие», как утверждал А.И., отличая от подлинно общих суж-
дения, только кажущиеся общими. Под последними он имел в
виду суждения, относящиеся к строго определенному, хотя бы
и очень большому числу предметов (в традиционной логике та-
кие суждения называют регистрирующими). Таково приводимое
Введенским суждение «Все апостолы родом из Галилеи» — его
можно заменить двенадцатью следующими единичными сужде-
ниями: «Апостол Андрей родом из Галилеи», «Апостол Петр —
тоже», «Апостол Фома — тоже» и т.д. Таким образом, сужде-
ние о том, что все апостолы были родом из Галилеи, является
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«всего лишь суммирующим соединением нескольких единичных
суждений. Что касается подлинно общих суждений, то каждое
из них относится к бесконечно большому числу предметов» [9,
c. 111]; следует заметить, что «бесконечное» А.И. понимал здесь
не только в математическом смысле, но и как неограниченно
большое.

Примечательно, что тезис о наибольшей познавательной зна-
чимости общих суждений А.И. распространял и на историче-
скую науку, отвергая отстаивавшееся немецкими неокантианца-
ми В. Виндельбандом и Г. Риккертом противопоставление но-
мотетических («законоустанавливающих») наук, коими явля-
ются науки естественные, наукам идеографическим («единич-
ноописывающим»), к которым принадлежит история. Согласно
Введенскому, историческая наука должна иметь смысл, «а не
быть всего только

”
интересной“» [8, c. 90], как считали немецкие

неокантианцы. И нет сомнения в том, что в этом с ним следует
согласиться.

Введенский, безусловно, прав, подчеркивая высокую позна-
вательную роль обобщений. Однако его противопоставление об-
щих суждений частным требует коррективов. Дело в том, что
обобщающее знание может передаваться и частными суждения-
ми, если надлежащим образом использовать операцию отрица-
ния. Ведь для передачи мысли, выраженной в общем (утверди-
тельном) суждении (суждении вида a, как его принято обозна-
чать в категорической силлогистике), мы можем воспользовать-
ся известным «логическим квадратом» — подвергнуть отрица-
нию суждение типа o — частно-отрицательное: «Некоторые S
не суть P» и тем самым выразить ту же мысль, что и суждение
«Все S суть P» (оговорив при этом, что квантор некоторые по-
нимается в смысле «некоторые, а может быть и все»). Эта взаи-
мосвязь общего и частного четко видна и из взаимовыразимости
кванторов общности и существования в математической логике.
Суждение вида ∀xP (x) — «Для всех предметов х (рассматривае-
мой предметной области) верно, что они имеют свойство P» рав-
носильно суждению вида ¬∃x(¬P (x)) — «Не существует такого
предмета x, который не имел бы свойства P». Здесь суждения
существования соответствуют частным суждениям.

Вполне современна и мысль А.И. относительно необходимо-
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сти рассмотрения аналитических суждений (девятое положе-
ние). Правда, их рассмотрение у него основывается на «крити-
ческом» взгляде на познание. Здесь он следует не Лейбницу (что
сделало бы его взгляды более убедительными), а Канту. Исходя
из субъектно-предикатной структуры суждений традиционной
логики и следуя создателю «Критики чистого разума», Введен-
ский соответствующим образом истолковывает различие меж-
ду аналитическими и синтетическими суждениями. В случае
первых «расчленение», или анализ, содержания подлежащего
(субъекта) позволяет обнаружить в нем все признаки сказуе-
мого (предиката), в то время как для синтетических суждений
подобный анализ обнаруживает в последнем признаки, которых
нет в субъекте. В силу этого «относительно каждого синтетиче-
ского суждения мы имеем полное право сомневаться, следует ли
допускать в знании именно это суждение или же одно из про-
тивоположных с ним. Поэтому не может быть никакой явной
нелепости сомневаться в любой математической <. . . > аксио-
ме» [8, c. 143]. И Александр Иванович приводит в связи с этим
выдвинутое Н.И. Лобачевским суждение, являющееся противо-
положным по отношению к «одиннадцатой аксиоме Эвклида»
(ныне обычно называемой пятым постулатом Евклида), кото-
рое позволило русскому математику «построить полную систе-
му геометрии, которая нигде не запутывается в противоречиях,
т.е. оказывается не менее возможной и мыслимой, а потому и не
менее допустимой, чем геометрия Эвклида» [8, c. 144].

Знание расширяется только с помощью синтетических суж-
дений — аналитические служат лишь разъяснению содержания
своих субъектов. При этом науки, «не соединенные с установкой
данных опыта», как говорил А.И., — математика прежде всего —
требуют, чтобы в их «высших основаниях» имелись такие суж-
дения, которые были бы и синтетическими, и внеопытыми, или
априорными (априорность при этом, как подчеркивал А.И., не
следует понимать как врожденность).

Математическая логика, а также развитие связанных с ней
философских идей, привели к выводу, что аналитичность суж-
дений можно — и нужно — понимать более общо, чем это было у
Канта (и Введенского): относить к аналитическим любые суж-
дения, истинность которых устанавливается путем анализа ча-
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стей, их составляющих, без обращения к каким-либо внелогиче-
ским данным. Тогда у истоков теории аналитических суждений
оказывается Лейбниц.

Следующее, десятое, положение заключалось в том мотиве,
который двигал Введенским, когда он решительно отстаивал
силлогистику как то главное в логике, что позволяет отличать
в мышлении его правильный ход и отвергать неправильный.
Мотив этот заключался для А.И. в способности выражать про-
цесс движения мысли, приводящий к расширению знания, а эту
способность он представлял себе в виде силлогистического про-
цесса. Правда, «силлогизм» для него был не только ассертори-
ческим, а любым умозаключением дедуктивной логики, лишь
бы оно из истинных посылок приводило к верному заключению
(выводу).

Здесь стоит сказать, что Введенский был способен вникать
в тонкие вопросы логики. Об этом свидетельствует его рабо-
та, в которой обосновывался взгляд, что все четыре фигуры
ассерторической силлогистики самостоятельны [12]. Ассертори-
ческая силлогистика рассматривалась им с разных точек зре-
ния — практической, абстрактно-логической, абстрактно-
психологической и гносеологической. Он показывал, что с
абстрактно-логической точки зрения вопрос о числе самосто-
ятельных фигур «упраздняется; они все сводимы друг на дру-
га». Здесь у читателя, знакомого с логикой, может возникнуть
вопрос, как это возможно, если, например, по третьей фигуре
заключения всех ее модусов должны быть частными. Вопрос ре-
шается просто: при сведении модусов одной фигуры к модусам
другой используются непосредственные умозаключения — пре-
вращение суждений, их обращение и пр. Что касается очевидно-
сти силлогистических умозаключений, то Введенский рассуж-
дал следующим образом:

Рассматривая силлогизмы с логической стороны, мы
можем иметь в виду не их самих, но оценку убе-
дительности [их как] доказательств. Поэтому и во-
прос о самостоятельности фигур, при такой точке
зрения, мы должны поставить в следующей форме:
какие из фигур окажутся самостоятельными, если
под словом «самостоятельность» подразумевать, что
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вывод вытекает из посылок вполне очевидным обра-
зом? Или — другими словами: во всех ли фигурах вы-
вод отличается одинаково полной очевидностью? Та-
кой вопрос и имел в виду Аристотель, когда характе-
ризовал первую фигуру как совершенную, а вторую
и третью как несовершенные. Четвертой же фигуры,
как известно, он не рассматривал. При помощи са-
мого простого самонаблюдения легко убедиться, что
первые три фигуры отличаются вполне одинаковой
очевидностью [12, с. 124–125 (с. 6–7 оттиска)].

Аристотелевские фигуры (с первой по третью), указывал Вве-
денский, имеют явное и одинаковое преимущество перед четвер-
той как более естественные и дающие более очевидные выводы.
Завершаются же рассуждения А.И. о силлогизмах следующими
проницательными словами: «факт сводимости фигур показыва-
ет, что если рассматривать силлогизмы как чисто умственные
процессы, без всякого отношения к речи, то в них нет никаких
фигур» [12, с. 130 (с. 12 оттиска)] (!).

Теперь о математизации логики. С ней А.И. был в извест-
ной мере знаком, но считал, что для представления логического
мышления она ничего дать не может. Здесь он, в целом, оши-
бался. Достаточно вдуматься в историю логики, включая мате-
матическую, которая составляет исходный пункт развиваемой
в рамках «искусственного интеллекта» логической эвристики,
чтобы понять, что взгляды автора труда «Логика как часть тео-
рии познания» в этом пункте несостоятельны.

Но «анти-математическая» убежденность Введенского в из-
вестном смысле была оправданна. Подавляющая часть логиче-
ских исчислений — потенциально бесконечных по своему «коли-
честву» (которое может быть мощности континуум!) — действи-
тельно бесполезна для обогащения знания и тем более для уяс-
нения мыслительной деятельности, к этому приращению приво-
дящей.

***

А.И. Введенский считал, что им дано «Новое и легкое дока-
зательство философского критицизма». Доказательство это бы-
ло изложено в докладе, представленном Санкт-Петербургскому
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Философскому обществу на заседании 7 ноября 1908 года, и сра-
зу же опубликовано в виде статьи под тем же названием [13,
с. 122–144]; в 1909 году эта статья была выпущена в виде от-
дельного оттиска16 [14].

Доказательство «критицизма» в смысле Канта было у Вве-
денского основано на описанной выше его концепции логики и
потому получило — в книгах 1917 и 1922 годов — название «логи-
цизма». Так как этот термин в настоящее время «занят» за дру-
гим смыслом (им обозначают восходящую к Готтлобу Фреге, но
в полной мере представленную у Бертрана Рассела концепцию
сведения математики к логике), мы будем называть концепцию
А.И. — «логицизмом Введенского» (это тем более уместно, что
сам автор так ее и именовал).

«Логицизм Введенского» подробно изложен в его книге 1917
года. По убеждению А.И., его логицизм покоился прежде всего
на законе противоречия (а вместе с ним и на законах тождества
и исключенного третьего). Для прояснения смысла соответству-
ющих рассуждений, представленных в книге «Логика как часть
теории познания» 1917 года, мы воспользуемся упомянутым от-
тиском его статьи 1909 года, а также изложением его взглядов,
которое было дано В.В. Зеньковским [20, c. 229–232].

Введенский ставит вопрос: каковы логические законы мыш-
ления: естественные или нормативные? На этот вопрос обык-
новенно отвечают, сразу имея в виду все четыре закона: «либо
их все вместе считают естественными, либо все вместе норма-
тивными <. . . > В действительности же они отчасти естествен-
ные, а отчасти нормативные». В законе исключенного третье-
го А.И. усматривал «все признаки естественного закона», так
как он «высказывает чисто естественную неспособность наше-
го мышления придумать, или создать и мыслить такое третье
отношение, которое не было бы ни утвердительным, ни отрица-
тельным» [14, c. 6–10].

Мы знаем, что такое «третье отношение» возможно — в виде
соединения утверждения и отрицания (как и поступил современ-
ник Введенского — Н.А. Васильев), но оно для А.И. запрещает-
ся законом противоречия. Для Введенского это — самый

16На обороте титульного листа оттиска указывалось: извлечено из Жур-
нала Министерства Народного просвещения за 1909 год.
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важный закон, и А.И. утверждает, что он «мог бы даже ог-
раничиться лишь рассмотрением этого закона, не говоря ни сло-
ва о трех остальных» — в нем «центральный пункт» всех его
соображений.

Закон противоречия, который, говорил Введенский, было бы
лучше называть законом непротиворечия или даже законом не-
возможности противоречия, носит двойственный характер. С
одной стороны, он кажется чисто естественным законом, «пото-
му что мы не в силах представить себе противоречие осуществ-
ленным. <. . . > Но с другой стороны, он кажется и чисто норма-
тивным. Ведь известно, что нам приходится стараться избегать
противоречия в своих мыслях» [14, c. 10]. Эту двойственность
Введенский объяснял различием, существующим между пред-
ставлениями и мышлением: закон противоречия «естественен»
для наших представлений и «нормативен» для нашего мышле-
ния. Противоречие непредставимо, но мыслимо [14, c. 11–13].

Чисто естественным, по Введенскому, является закон тожде-
ства. Это объясняется тем, что мышление невозможно, если не
производить отождествления каждой мысли с ней самой. Что
касается закона достаточного основания, то, по Введенскому, он
только нормативен. «Как закон мышления, т.е. в своей логиче-
ской форме, когда его не смешивают <. . . > с законом причин-
ности, он предписывает, чтобы мы не соглашались ни с одной
мыслью, для которой у нас нет основания, достаточного для то-
го, чтобы принудить нас согласиться с ней» [14, c. 8].

Согласно Введенскому, логические умозаключения, которые
основаны прежде всего на законе противоречия, неуместны в
отношении того, что находится за пределами логики, то есть
для «вещей в себе». Но, комментирует В.В. Зеньковский воз-
зрения А.И., быть заключенным в мире явлений невыносимо, и
апостериорное знание и философское мышление стремятся вы-
вести нас за его пределы, в трансцендентный мир.

В одном из последних разделов своего доклада (статьи) «Но-
вое и легкое доказательство философского критицизма», оза-
главленного «Единственное средство для спасения метафизики
в виде знания», Введенский ставит вопрос: а нельзя ли спасти
метафизику как знание о трансцендентном мире посредством
учения, допускающего, что к нему возможен непосредственный
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доступ? Его ответ гласит: с помощью допущения, что мы об-
ладаем «способностью прямо, непосредственно, т.е. без всякой
помощи умозаключений, усматривать вещи в себе, вроде того,
как это говорят мистицизм и интуитивизм, мы не спасем ме-
тафизики в виде знания. Подлинное постижение такого рода
трансцендентного мира дается только верой».

Неудивительно, поэтому, что возникают требования изгнать
из науки понятие о вещи в себе как противоречивого понятия.
А.И. пишет:

В понятии вещи в себе подразумевается задача мыс-
лить бытие, независимое от нас, от переживаний на-
шего сознания, а потому и независимое от логических
законов мышления, между тем мы можем мыслить
что бы то ни было не иначе, как в подчинении есте-
ственным законам мышления [14, с. 24].

Но тогда возникает проблема, «какая польза для науки из по-
нятия вещей в себе, коль скоро о них нельзя знать ровно ниче-
го, даже и того, существуют они или нет, а если существуют, то
подчиняются ли логическим законам мышления или не подчи-
няются». Решение этой проблемы, говорит Введенский, указал
уже Кант: это понятие указывает на границу логически поз-
волительного применения причинности и других категорий. К
этому кантовскому положению Введенский добавляет, что бла-
годаря этому понятию обнаруживается граница «логически поз-
волительного» использования умозаключений — оно ограничи-
вается лишь явлениями. При такой позиции понятно, что Вве-
денский отвергал и диалектику Гегеля, и метафизику Фихте и
Шеллинга.

Таков был развивавшийся Введенским взгляд на пробле-
му применимости к трансцендентному миру — «истинному бы-
тию» — законов логики. Заметим, что это была проблема, ко-
торую рассматривали многие русские мыслители конца
XIX – начала ХХ века, в частности ученик и современник А.И. —
И.И. Лапшин. А Н.А. Васильева, как мы уже говорили, пробле-
ма эта привела к мысли о неаристотелевой логике. Сам Введен-
ский считал, что мы можем ясно мыслить «то, что не можем
представить, хотя бы и смутным образом» [8, с. 250]. По его
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мнению, апостол Павел «уже чувствовал, что сама же логика
требует считать неизвестным, все ли подчинено закону проти-
воречия, и в частности — подчинен ли ему Бог» [10, с. 349].
Эта ситуация означает, что пользоваться умозаключениями и
доказательствами «уместно и логически позволительно только в
применении к таким предметам, относительно которых мы уже
знаем, что они подчиняются закону противоречия» [8, с. 262].
Что касается «истинного бытия», то есть вещей в себе, то у нас
нет никаких средств удостовериться, подчиняются они или не
подчиняются этому закону.

Когда Введенский оставлял открытым данный вопрос, ка-
жется, будто он допускал построение «логики противоречия».
Однако это не так. А.И. писал, что если о предметах не из-
вестно, подчиняются ли они закону противоречия, то для них
«ни из каких посылок не вытекает ровно никаких выводов» [8,
с. 262]. Но уже тогда Н.А. Васильев построил свою «вообража-
емую логику», в которой допускаются суждения, содержащие
в себе противоречия. Заметим, что в нашей домашней библио-
теке имелся экземпляр журнала, в котором была напечатана
одна из главных статей Н.А. Васильева, в которой не только
излагались положения его «логики противоречия», но и обсуж-
дались те логико-онтологические проблемы, которые поднимал
Введенский [4]. Но, читая эту статью в 50-х годах прошлого ве-
ка, не просто было усмотреть связь между идеями Васильева и
Введенского и оценить логическое новаторство казанского уче-
ного17.

К этому можно добавить, что тогда же, в первые десятилетия
прошлого века, воззрение о противоречивости — антиномично-
сти богословской Истины отстаивал о. Павел Флоренский.

***

Для понимания того, как «критицизм» Введенского прелом-
лялся при решении конкретных философских вопросов, расска-
жем о двух из них. Первый представлен работой о пределах и
признаках одушевления, т.е. говоря современным языком — пси-

17Спустя примерно десять лет на концепцию Н.А. Васильева обратил вни-
мание В.А. Смирнов [27].
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хики [16]18, второй — публичной лекцией на тему «Спор о сво-
боде воли перед судом критической философии», которую А.И.
прочитал в актовом зале Санкт-Петербургских Высших жен-
ских курсов 25 марта 1900 года [18].

В работе «О пределах и признаках одушевления» Введенский
сформулировал «новый психо-физический закон», ставя его в
связь с вопросом о возможности метафизики. В работе обосно-
вывался взгляд, согласно которому вопрос о пределах одушев-
ления принадлежит к числу эмпирически неразрешимых.

Нужно сказать, что эта работа Введенского особенно привлек-
ла наше внимание в связи с вопросом о сущности психики. Про-
думывая вопрос о предмете этой науки, мы обнаружили, что
центральное ее понятие — понятие о психике ускользает от опре-
деления, и ученым-психологам не остается ничего другого, как
ссылаться на то, что психические явления знакомы каждому
человеку по его собственному опыту. Если бы тогда нам бы-
ла известна работа Введенского, стало бы понятно, что это не
случайно — объективных признаков, позволяющих определить,
обладает ли данное живое существо психикой или нет, не суще-
ствует.

Но вернемся к Введенскому. Он начал свою работу так:

Настоящее исследование относится к области крити-
ческой философии. Поэтому оно ведется в предполо-
жении неразрешимости одними теоретическими пу-
тями таких вопросов, как, например, о смысле миро-
здания, одна ли материя порождает душевную жизнь,
или же, наоборот, первая сама является существую-
щей только благодаря существованию сознания, а без
него ее не было бы, и т.п., словом, в предположении
неразрешимости всех вопросов, выходящих за преде-
лы возможного опыта [16, c. 3].

Далее Введенский отверг взгляд, согласно которому вопрос
об объективных признаках одушевления (и убеждение в су-
ществовании чужой душевной жизни) решается путем просто-

18На обороте титульного листа значится: Извлечено из Журнала Мини-
стерства Народного Просвещения за 1892 г.



Александр Иванович Введенский как логик. Часть I 57

го умозаключения по аналогии (будто бы мы от внешнего сход-
ства переходим к внутреннему). Окончательный вывод, выте-
кающий из проведенного им исследования, он видел в следую-
щем:

. . . если признать убеждение в существовании чужой
душевной жизни за достоверную истину, и притом
такую истину, которая не просто принята на веру, а
проверена нами, то надо допустить, что, сверх внеш-
них чувств и обсуждающего их показания ума, у нас
есть еще особый орган, доставляющий нам сведения
о том, что находится вне нас (мы его называем мета-
физическим чувством); в противном случае придется
или считать убеждение в существовании чужой ду-
шевной жизни недостоверным и недоказуемым, или
же возвратиться к какой-либо столь же недостовер-
ной и недоказуемой системе старинной метафизики
(к материализму или спиритуализму, это будет зави-
сеть от личного вкуса) [16, c. 3–4].

Введенский указывал на тот факт, что среди ученых нет со-
гласия относительно того, какие организмы (в том числе и жи-
вотные) одушевлены, а какие остаются «бездушной физиоло-
гической машиной». Здесь А.И. в подстрочном примечании со-
слался на мнение Фехнера, что «особым сознанием» обладает
каждый орган, организм, каждая планета и т.д.; упомянул он
и фехнеровское противопоставление: die Tagesansicht gegenüber
der Nachtansicht [16, c. 7].

Понятно, что имел в виду Введенский. Где-то в 70-х годах
прошлого века одному из авторов этой статьи довелось бли-
же познакомиться с фигурой Густава Теодора Фехнера (1801–
1887). Это был замечательный мыслитель — физик, философ,
психолог, труды которого положили начало экспериментальной
психологии (достаточно вспомнить закон Вебера – Фехнера о
логарифмической связи между величиной раздражителя и си-
лой вызываемого им ощущения). Ординарный профессор физи-
ки Лейпцигского университета, он переутомился, проводя свои
исследования, и психика его пошатнулась. Он почти ослеп, часа-
ми пребывал в затемненном помещении. Но однажды, во время
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прогулки по саду, произошло исцеление, и он стал не просто ви-
деть окружающие его вещи, но и приобрел дар восприятия душ
растений. Дальнейшее развитие его «визионерской» способно-
сти привело его к убеждению, что вся природа, весь мир одухо-
творен. Тогда-то он и стал противопоставлять господствовавше-
му в его время взгляду на мир, который он уподоблял ночной
мгле (die Nachtansich), — развивавшийся им светлый взгляд на
мир (die Tagesansicht)19.

Рассматривая поднятый вопрос совершенно независимо от ме-
тафизических предположений и ограничиваясь в своих рассуж-
дениях только тем, что может быть проверено «внутренним и
внешним опытом», и ничего не принимая без такой «фактиче-
ской проверки», Введенский следующим образом передает свой
«психо-физический закон». Мы читаем:

Телесная жизнь, насколько она доступна эмпириче-
скому познанию, всегда бывает такой, что все равно,
сопровождается ли она душевной жизнью или нет
<. . . > Из этого закона с необходимостью вытекает,
что нет ни одного телесного явления, которое могло
бы служить признаком одушевления. <. . . > А поэто-
му этот закон может быть назван законом отсут-
ствия объективных признаков одушевления. Ему-то
и подчиняется всякая душевная жизнь. Такова про-
водимая нами мысль [16, c. 30]20.

А.И. Введенский отстаивал взгляд, что для того, чтобы основ-
ные законы связи душевных явлений с телесными можно было
распространить на любую психическую («душевную») жизнь, в
ком бы она ни проявлялась, нет никакой надобности в поисках
объективных признаков одушевления. Он утверждал, что, не

19Психологи XIX–ХХ веков, разумеется, не приняли его взглядов, и в
статье немецкого психолога Вильгельма Вундта, опубликованной к столе-
тию со дня рождения Фехнера, говорится только о его экспериментально-
психологических работах, но его «панпсихическое» учение замалчива-
ется [30].

20Здесь стоит сказать, что Н.О. Лосский, оппонент Введенского (о дис-
куссии между Лосским и Введенским у нас еще пойдет речь) в своем труде
«Чувственная, интеллектуальная и мистическая интуиция» [23] назвал это
исследование А.И. Введенского замечательным.
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опасаясь ни противоречия с данными опыта, ни теоретического
опровержения, можно как утверждать всеобщее одухотворение,
так и отвергать любые формы психики — вопрос о пределах оду-
шевления принадлежит к числу теоретически неразрешимых.
Он рассуждал так.

Пусть признано, что психическое явление a всегда сопровож-
дается физиологическим явлением a1, психическое явление b —
физиологическим явлением b1, психическое явление c — физио-
логическим явлением c1, и т.д.; словом, каждое психическое яв-
ление сопровождается каким-нибудь физиологическим. Но ведь
между «душевным» явлением a и сопутствующим ему физио-
логическим явлением a1 нет никакой логически обосновывае-
мой связи, так как мы не вправе говорить, что a1 есть причи-
на, порождающая существование a, или наоборот a есть при-
чина, порождающая a1, или же, наконец, что a и a1 возникают
одновременно, как порождение какой-то третьей причины (на-
пример, Бога, установившего между ними предустановленную
гармонию, или же единой субстанции, которая и духовна, и ма-
териальна).

Далее, не выходя за пределы опыта, мы не можем ответить на
вопрос, когда у носителя психических явлений возникает душев-
ная жизнь. Вопрос о времени возникновения психики у живого
существа неразрешим. Это трансцендентно-метафизическая за-
дача; «с чисто эмпирической же точки зрения первый момент
душевной жизни можно поместить куда угодно; и даже можно
считать ее безначальной и предсуществующей телесному воз-
никновению человека» [16, c. 67].

Нам, конечно, странно и как-то неловко признавать теорети-
ческую неразрешимость вопроса о времени возникновения ду-
шевной жизни, писал А.И., но такого рода вывод напрашива-
ется сам собой, если принять закон отсутствия объективных
признаков одушевления. Поскольку же мы свыклись с положе-
нием о зависимости психики от нервной системы, мы склонны
допускать некоторый предел времени, раньше которого не мо-
жет возникать душевная жизнь. Тут, однако, обнаруживается
та трудность, что у простейших организмов, например амеб,
нет нервной системы, и тем не менее у них наблюдаются явле-
ния (например, целесообразные движения), однородные с теми,
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которые мы находим у животных, считающихся обладающими
психикой. Но между простейшими и высшими животными нет
резкой границы, нет разделяющего их скачка.

До сих пор против рассуждений А.И. нечего возразить; более
того, можно указать на ученых, высказывающих сходные мыс-
ли, и на факты, говорящие в пользу отстаиваемого Введенским
«закона».

Среди ученых, пришедших к взглядам, сходных с теми, ко-
торые развивал Введенский, особенно выделяется Джон фон
Нейман. В книге Б.В. Бирюкова о методологии науки, как она
видится в свете кибернетики, обращено внимание на его воззре-
ния относительно процесса субъективного восприятия. Рассмат-
ривая измерение физических величин, Нейман утверждал, что
возникающий при этом процесс субъективного восприятия «вы-
водит нас из внешнего физического мира или, точнее, вводит
нас во внутреннюю жизнь индивидуума» [2]. Он указывал на

фундаментальное для всего естественнонаучного ми-
ровоззрения требование, так называемый принцип
психофизического параллелизма, согласно которому
должно быть возможно так описать в действительно-
сти внефизический процесс субъективного восприя-
тия, как если бы он имел место в физическом мире, —
это значит сопоставить его последовательным этапам
физические процессы в объективном внешнем мире,
в обычном пространстве (естественно, что при этом
процессе сопоставления <Zuordnungsprozess> возни-
кает еще необходимость локализовать эти физиче-
ские процессы в таких точках, которые лежат в за-
нимаемой нашим телом части пространства [25]21.

Нейман привел пример. Пусть измеряется температура. Мы
можем ограничиться визуальными показаниями термометра, но
можем пойти дальше и определить длину его ртутного столба,
сказав: вот длина, которую видит наблюдатель. Идя дальше,
можно было учесть рассеяние световых квантов на непрозрач-
ном столбике ртути вплоть до возникновения изображения на

21Вместо «Джона» его имя тогда читалось как «Иоганн», отсюда и соот-
ветствующий инициал.
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сетчатке глаза и только тогда сказать: это изображение реги-
стрируется наблюдателем; наконец, если позволяют наши зна-
ния, мы могли бы пойти еще дальше и указать химические реак-
ции, вызываемые этим изображением на сетчатке глаза, в нерве
и в мозгу, и только тогда сказать: эти химические изменения
воспринимаются наблюдателем. Это значит, утверждал Нейман,
что мы всегда должны делить мир на две части — наблюдае-
мую систему и наблюдателя, причем положение границы между
ними в высокой степени произвольно. «То, что такую границу
можно переместить сколь угодно далеко внутрь организма дей-
ствительного наблюдателя, и составляет содержание принципа
психофизического параллелизма» [25, c. 308].

Из этих слов явствует, что содержание того, что восприни-
мается наблюдателем, все время остается от него скрыто; здесь
происходит как бы «обращение» рассуждений Введенского об
отсутствии объективных признаков психики, или душевных яв-
лений. Только в отличие от русского философа фон Нейман на-
чинает не с переживаний субъекта, а с физических процессов,
которые для него не были «вещами в себе».

Теперь о фактах, подтверждающих позицию Введенского. Их
можно извлечь из ведущихся ныне обсуждений вопроса, с како-
го момента можно считать, что возник организм, обладающий
психикой. С момента рождения? Или во чреве матери? Или с
момента слияния женской и мужской половых клеток? Эти во-
просы актуальны в свете споров относительно того, с какого мо-
мента этически непозволительно смотреть на плод матери как
на возможный источник стволовых клеток. Напомню, что пра-
вославная Церковь считает: личность возникает в момент зача-
тия.

В завершение этой темы — недоступности чужой душевной
жизни — отметим, что в отечественном умозрении она была с
полной ясностью выражена гениальным Тютчевым. Как сказал
он в стихотворении «Silentium»:

Как сердцу высказать себя?
Другому как понять тебя?
Поймет ли он, чем ты живешь?
Мысль изреченная есть ложь.
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Вернемся, однако, к Введенскому и укажем на один пункт в
его рассуждениях, с которым трудно согласиться. По его мне-
нию, для всякого, кто признал закон отсутствия объективных
признаков психики и в то же время считает неоспоримой исти-
ной одушевление других людей, логически неизбежен вывод о
существовании особого (кроме эмпирических чувств и ума) ор-
гана метафизического познания; орган этот, будто бы, выводит
нашу мысль за пределы всякого возможного опыта [16, c. 83].
Излишне, пожалуй, говорить, что такого органа до сих пор ни-
кто не обнаружил. . .

***

Перейдем теперь к работе Введенского о свободе воли. Ав-
тор начал с того, что уточнил смысл используемых им понятий
детерминизма, индетерминизма и фатализма.

Учение, отрицающее существование хотя бы самой
ограниченной свободы, называется детерминизмом.
Учение же, допускающее хотя бы самую ограничен-
ную свободу, лишь бы в смысле независимости от вся-
ких причин, называется индетерминизмом <. . .>
Фатализм учит <. . . > о независимости хода (важ-
нейших — по крайней мере) событий от человеческой
воли [18, c. 323].

Спор о свободе воли Введенский рассматривал в свете аль-
тернативы «детерминизм — индетерминизм». Детерминизм не
отрицает зависимости хода событий от нашей воли, «но уве-
рен, что сами-то наши решения всегда сполна зависят от каких-
нибудь причин» [18, c. 324]. Поэтому не следует думать, что если
мы опровергнем фатализм, то этим докажем свободу воли.

Можно было бы думать, что вопрос о свободе воли носит пси-
хологический характер. Но это не так: согласно Введенскому он
относится к гносеологии. «Что касается психологии, то взятая
сама по себе, без теории познания, она совершенно не в силах
решить вопрос о свободе воли» [18, c. 326]. Но если доказать сво-
боду воли психологическим путем невозможно, не следует ли из
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этого ее отсутствие? Нет, отвечает Введенский. Следует только
то, что нам неизвестно, свободна воля или нет.

Но может быть решение вопроса дает ссылка на закон при-
чинности? Привлекая его, кажется, что спор решается в пользу
детерминизма. Если нет ни одного явления без причины, то вся-
кое решение воли должно «сполна зависеть от обстоятельств,
которые ему предшествуют и сопутствуют» [18, c. 331–332]. Од-
нако имеет ли закон причинности всеобщее значение? Утверди-
тельный ответ на этот вопрос подлежит доказательству, простая
ссылка на него как на общепризнанную истину голословна.

Далее Введенский обратился к истории философии. Он кон-
статировал, что и Аристотель, и Декарт, и Кант «защищают
свободу воли, т.е. ее неполное подчинение закону причинности»
[18, c. 331–332]; первый, кто поставил под сомнение вопрос, до-
казана ли всеобщность закона причинности, был Юм, который
поэтому справедливо считается «предтечей критической теории
познания» [18, c. 333].

После этого Введенский изложил свою позицию по данному
вопросу. Он утверждал, что критическая теория познания не до-
казывает свободы воли, — она лишь дает возможность «с одина-
ковым правом и допускать, и отрицать ее, лишь оговариваясь,
что и то, и другое предположение составит отнюдь не доказан-
ное знание, а всего только неопровержимую при помощи знания
и недоказуемую веру» [18, c. 338].

И далее его рассуждения перешли в моральную плоскость.
Он связал свободу воли с нравственным долгом, считая, что тот,
кто в него верит, верит и в свободу воли; для него эта свобода
проявляется «именно в том, что он признает безусловную обяза-
тельность нравственного долга и притом признает не на словах,
а всем своим существом» [18, c. 359].

И заключительный аккорд:

существует ли свобода воли, этого мы не знаем и не
можем знать <. . . > Но за то, благодаря критической
философии, мы вот что знаем: 1) <. . . > всякое до-
казательство существования или отсутствия свободы
воли составляет такое же мнимое, облыжное знание,
как и решение квадратуры круга при помощи линей-
ки и циркуля. 2) Если существует свобода воли (я
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говорю если), то ей не в чем состоять, как только в
искреннем (не на словах, а всем существом) призна-
нии безусловно обязательного нравственного долга22

[18, c. 360].

***

Кантовско-критическая позиция Введенского, когда метафи-
зика рассматривается как морально обоснованная вера, не мог-
ла не приводить его к конфронтации с атеистами и скептика-
ми. Что касается философов-материалистов, то он не вступал
с ними в споры, так как считал, что материализм как миро-
созерцание неопровержим. В связи с этим стоит сказать о его
отношении к философским воззрениям Бенедикта Спинозы. Ха-
рактерно уже название посвященной ему статьи — «Об атеизме
в философии Спинозы» [15]23.

Введенский рассматривает вопрос: «. . . нужно ли для Спино-
зы слово Бог, выражает ли оно у него какое-нибудь особое по-
нятие, которое без этого термина осталось бы невыраженным»
[15, c. 12] — и отвечает на него так: назвав субстанцию Богом,
Спиноза не высказал о ней ровно ничего такого, чего он не вы-
сказал и что не могло бы быть им высказано о ней раньше [15,
c. 15].

Рассматривая развитие философии Спинозы, Введенский
утверждал, что в нем фигурирует только название Бог, а не по-
нятие о нем, что название это используется им просто для обо-
значения субстанции. Без Бога он мог бы смело обойтись, и ко-

22Стоит сказать, что оппонент Введенского Н.О. Лосский занимал по дан-
ному вопросу совершенно другую позицию. Согласно его взгляду, пишет
П.Гайденко, свобода воли означает, что все ее проявления могут опреде-
ляться только ею самою. В этом смысле она есть causa sui — причина
самой себя. Свобода воли есть как бы тот непробиваемый щит, которым
человек надежно защищен от всяких причинных воздействий извне — от
влияний чувственного мира, от воздействий других людей и даже от Бога,
который не посягает на свободу воли человека. В соответствии с философ-
ской системой Лосского здесь следует говорить не только о человеке, но
о «субстанциональном деятеле» вообще, ибо таковыми являются как ра-
зумные существа, так и бесчисленное множество не наделенных сознанием
существ, расположенных в иерархическом порядке (см. [19, c. 359]).

23На титульной странице сказано: Оттиск из 37-й кн. «Вопросов филосо-
фии и психологии».
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гда Спиноза называл субстанцию Богом, он, по словам
А.И., «замаскировал пред самим собой атеизм своей филосо-
фии» [15, c. 21].

Почему же Спиноза, не будучи в душе атеистом, пришел к
атеистическому учению о мировой субстанции, ставит вопрос
Введенский. И отвечает: в этом проявилось влияние философии
Декарта, который стремился к тому, чтобы все реальные связи и
взаимоотношения мыслились как логические. И Декарт, и Спи-
ноза отождествляли причинную связь со связью логической —
со связью между основанием и следствием; оба они реальную
независимость считали независимостью логической. Подобное
отождествление реальных отношений с отношениями логиче-
скими, считал Введенский, вытекало из их механистического
миросозерцания. Разница межу ними состояла только в том, что
у Спинозы это миросозерцание было выражено гораздо сильней
и более отчетливо, более осознанно, чем у Декарта.

Эта оценка философских взглядов Декарта и Спинозы, бес-
спорно, верна. Характеристика их воззрений как механистиче-
ских («механических», как говорил А.И.) общепринята в со-
временной философской историографии. Однако используемое
Введенским понятие логического требует уточнения. «Логиче-
ское» и у Спинозы, и у Декарта не было таковым по существу.
Это особенно видно в случае Декарта, который противопостав-
лял свои «правила для руководства ума» логической традиции,
восходившей к философии эпохи схоластики. Это негативное от-
ношение к логике в собственном смысле разделял и Спиноза,
хотя он и строил свое главное сочинение «Этика» по образцу
евклидовых «Начал».

Атеистичность философии Спинозы Введенский видел в том,
что он не воспринимал события и процессы мира в понятиях
целесообразности и целеполагания, т.е. не владел теми катего-
риями, которые вывели бы его на понятие Бога. Вместо это-
го, писал А.И., у него наблюдается «уничтожение во вселенной
действий по целям и объяснение всех фактов как неизбежных
следствий из природы порождающих их субстанций» [15, c. 23].

Этот взгляд Введенского стоит сопоставить с трактовкой фи-
лософии Спинозы главным советским «спинозоведом» Я. Миль-
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нером–Ирининым24. В отличие от Введенского у Мильнера ак-
цент сделан не на атеизме Спинозы, а на его материализме. Но
в остальном он солидарен с Введенским. Мильнер писал, что
Спиноза «рассматривает бога, природу, субстанцию — все три
слова едино суть — как существо, к сущности которого при-
надлежит существование, иными словами, как

”
causa sui“», т.е.

причину самой себя. И хотя Спиноза начинает свою «Этику» с
учения «О боге», речь в ней идет (определение 1 части I) о том,
сущность чего заключает в себе существование, иными слова-
ми о том, чья природа может быть представляема не иначе, как
существующая [24, c. 62, 65–66].

Согласно Мильнеру, отход Спинозы от воззрений Декарта вы-
разился в том, что картезианскому дуализму Спиноза проти-
вопоставил «материалистический монизм» и, следует добавить,
атеизм. Но Введенский по-иному смотрел на философию той
эпохи. Поставив вопрос, почему другие философские системы,
возникшие под влиянием Декарта, — системы Гейлинкса, Маль-
бранша и Лейбница, не приняли атеистического характера, он
дает на него следующий ответ. Ни одна из них не была чи-
стым механицизмом. В окказионализме Гейлинкса и Мальбран-
ша Бог «приноравливает свою деятельность к нашим хотениям,
ибо действует по поводу них»; и действия эти рассматриваются
как логически неизбежные [6].

Кроме того, у Мальбранша Бог творит мир, руково-
дясь идеями, т.е. целями. У Лейбница же все миро-
здание в конце концов объясняется телеологически.

24Яков Абрамович Мильнер–Иринин (1911–1989) в 1933–1935 гг. в каче-
стве научного сотрудника Ин-та философии Коммунистической академии
работал над темой «Философия Спинозы». Перед войной с Германией вы-
шла книга: Я. Мильнер «Бенедикт Спиноза» [24]. По этой книге Мильнер–
Иринин в 1943 г. защитил на философском факультете МГУ кандидатскую
диссертацию. Будучи в 40-х годах старшим научным сотрудником Ин-та
философии АН СССР, он подготовил докторскую диссертацию — «Понятие
субстанции у Спинозы». Я.А. имел несчастье попасть в 1948 г. в кампанию
против «безродных космополитов». Сохранились рукописи, в которых он
продолжал анализировать учение Спинозы, и одна из них была напечатана
уже после кончины автора, в 1999 г. См. статью о нем в кн. [1], написанную
Н.Я. Ковановой (Мильнер), хранительницей архива Якова Абрамовича и,
по-видимому, его дочерью.
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Таким образом, в их системах не было чистого ме-
ханизма25, т.е. не было причин, породивших атеизм
в системе Спинозы, а потому не было и атеизма [15,
c. 27–28].

***

Заключительная часть статьи будет опубликована в следую-
щем выпуске.
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Паранепротиворечивые категории
для паранепротиворечивой логики
В.Л. Васюков

abstract. It is well known that the concept of da Costa algebra [4]
reflects most of the logical properties of paraconsistent propositional
calculi Cn (1 ≤ n ≤ ω) introduced by N.C.A. da Costa. In [8] the
construction of topos of functors from a small category to the category
of sets was proposed which allows to yield the categorical semantics for
da Costa’s paraconsistent logic. Another categorical semantics for Cn

would be obtained by introducing the concept of potos — the categorical
counterpart of da Costa algebra (the name “potos” is borrowed from
W.Carnielli’s story of the idea of such kind of categories). In the paper
the potos completeness of da Costa logics (i.e. in respect to the potoses)
is proved.

Ключевые слова: алгебра да Косты, паранепротиворечивые катего-
рии, потосы, общезначимость, основания теории категорий, компле-
ментарно замкнутые категории

1 Введение
Как известно, концепция алгебры да Косты [4] отражает боль-
шинство логических свойств паранепротиворечивого пропози-
ционального исчисления Cn, 1 ≤ n ≤ ω, введенного впервые
Н.К.А. да Костой. В работе [8] автор предложил конструкцию
топоса функторов из малой категории в категорию множеств,
которая позволяет получить категорную семантику для паране-
противоречивой логики да Косты. Другая категорная семантика
для Cn могла бы быть получена путем рассмотрения концепции
потоса или топоса да Косты — категорного эквивалента алгеб-
ры да Косты.

Потос представляет собой паранепротиворечивый универсум,
в котором можно было бы развивать паранепротиворечивую ма-
тематику, подобно тому как это делается в топосах для интуи-
ционистской математики. Но если в [8] все случаи паранепроти-
воречивости возникают лишь как частные конструкции в интуи-
ционистском универсуме, как некоторые локальные артефакты,
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то в потосе эта паранепротиворечивость абсолютно органична
и, более того, она лежит в основе всех конструкций, она гло-
бальна и фундаментальна. Здесь уже классическая математика
возникает как артефакт в паранепротиворечивом универсуме,
как некоторое локальное отклонение от паранепротиворечивых
закономерностей. Так, например, при интерпретации систем Cn

можно использовать неистинностно-функциональную оценку, в
то время как истинностно-функциональная оценка становится
характерной только для случая булевых топосов, которые явля-
ются теперь всего лишь частным случаем потосов.

В работе [1] автором уже была предложена конструкция пото-
са как декартово замкнутой категории (с начальным объектом 0
и терминальным объектом 1), содержащей выделенный объект
Ω, который имплицитно является алгеброй да Косты, т.е. име-
ются стрелки true : 1 → Ω, false : 1 → Ω, ⌉̄ : Ω → Ω,∩ : Ω × Ω →
Ω,∪ : Ω × Ω → Ω,⊃: Ω × Ω → Ω, выполняющие условия алгеб-
ры да Косты из работы [4, p. 81]. Однако подобное определение
потоса страдает тем недостатком, что истинностная стрелка от-
рицания, в отличие от других стрелок, вводится «локально» и
не связана с какими-либо категорными конструкциями.

В данной работе преодолевается этот недостаток путем вве-
дения так называемой комплементарной замкнутости декарто-
во замкнутой категории. Это позволяет строить истинностную
стрелку отрицания «глобально», по образцу введения остальных
истинностных стрелок.

Следствием новой конструкции топоса является рассмотрение
новой категории паранепротиворечивых множеств PSet, когда
в качестве объектов используются множества системы ZF1 —
паранепротиворечивой теории множеств, которая соотносится с
теорией множеств Цермело–Френкеля ZF0 так же, как паране-
противоречивая первопорядковая логика с равенством соотно-
сится с классической первопорядковой логикой с равенством.
При этом категория PSet оказывается не топосом, а потосом
множеств.

Основание подобного рассмотрения можно найти у Ж. Бена-
бу, который в [3] предлагал в качестве минимальных теоретико-
множественных оснований теории категорий рассматривать тео-
рию множеств как любую теорию, использующую язык ZF0, и
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использующую всего лишь аксиому экстенсиональности и акси-
ому выделения. Для любой модели подобной теории ее элементы
будут представлять собой множества, в то время как «метамно-
жества» универсума дискурса, откуда выбирается модель, будут
представлять собой классы. Следуя Бенабу, мы можем опре-
делить требуемую нам теорию множеств как любую теорию,
использующую язык паранепротиворечивой теории множеств
ZF1, и выбрать любую модель подобной теории в универсуме
дискурса (фактически расширяя наш универсум до универсума
всех неклассических «метамножеств»). Тогда так называемое
отображение Йонеды будет сопоставлять каждому множеству
некоторый его класс-представитель относительно нашей «пара-
непротиворечивой» модели, а наши множества будут в точности
теми множествами, которые нужны нам для рассмотрения ка-
тегории PSet.

Во втором параграфе приводятся минимальные сведения из
теории алгебр да Косты, которые требуются для дальнейше-
го изложения, поскольку последние существенным образом ис-
пользуются и в значительной степени детерминируют саму кон-
струкцию потоса.

В третьем параграфе вводится понятие потоса, анализируют-
ся его свойства и требуемые теоретико-множественные основа-
ния и рассматривается потос PSet. Вводятся также конструк-
ции истинностных стрелок в произвольном потосе.

В четвертом параграфе дается алгебраическая интерпретация
системы логики да Косты C1 в алгебрах да Косты и теоретико-
потосная интерпретация этой системы, существенно основанная
на этих алгебрах. Доказывается полнота этой логической си-
стемы относительно данных интерпретаций. Наряду с этим рас-
сматривается неистинностно-функциональная оценка для систе-
мы C1 и полнота данной системы доказывается также с исполь-
зованием этой оценки.

2 Алгебры да Косты

В 1984 г. В.А. Карниелли и Л.П. Алькантара [4] сформулиро-
вали понятие алгебры да Косты, отражающей большинство ло-
гических свойств паранепротиворечивой логики Cn. Было по-
казано, что алгебра да Косты изоморфна паранепротиворечи-
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вой алгебре множеств, что можно было бы рассматривать как
аналог стоуновского представления для булевой алгебры. Од-
нако подобная аналогия правомочна только с неклассической
точки зрения: некоторые из операций в паранепротиворечивой
алгебре множеств не сформулированы в обычных теоретико-
множественных терминах.

Поскольку наши теоретико-категорные конструкции в даль-
нейшем будут существенно основаны на алгебрах да Косты, то
для дальнейших построений приведем требуемые нам полные
определения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. [4, p. 81] Под алгеброй да Косты будем по-
нимать структуру A = ⟨S, 0, 1,≤,∧,∨,⊃,′ ⟩ такую, что для каж-
дого a, b, c из S выполняются следующие условия:

1. ≤ есть предпорядок;
2. a ∧ b ≤ a, a ∧ b ≤ b;

3. если c ≤ a и c ≤ b, то c ≤ a ∧ b;
4. a ∧ a = a, a ∨ a = a;
5. a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c);
6. a ≤ a ∨ b, b ≤ a ∨ b;
7. если a ≤ c и b ≤ c, то a ∨ b ≤ c;
8. a ∧ (a ⊃ b) ≤ b;
9. если a ∧ c ≤ b, то c ≤ (a ⊃ b);
10. 0 ≤ a, a ≤ 1;
11. xo ≤ (x′)o, где xo = (x ∧ x′)′;
12. x ∨ x′ ≡ 1, где a ≡ b тогда и только тогда, когда a ≤ b и

b ≤ a;
13. x′′ ≤ x, где x′′ означает (x′)′;
14. ao ≤ (b ⊃ a) ⊃ ((b ⊃ a′) ⊃ b′);
15. xo ∧ (xo)′ ≡ 0.

Если существует x ∈ S, такой, что неверно, что x ∧ x′ ≡ 0, то
про алгебру A говорят, что она является собственной алгеброй
да Косты.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. [1, p. 82] Если A =< S, 0, 1,≤,∧,∨,⊃,′>
есть алгебра да Косты, то справедливы следующие утвержде-
ния:

(C1) y ≤ x тогда и только тогда, когда x ∧ y ≡ y;
(C2) x ∧ 0 ≡ 0, x ∨ 1 ≡ 1;
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(C3) x ∨ 0 ≡ x, x ∧ 1 ≡ x;
(C4) x ∨ y ≡ y ∨ x, x ∧ y ≡ y ∧ x;
(C5) если x = y, то x ≡ y;

(C6) если a ≡ b и x ≡ y, то x ∧ a ≡ y ∧ b;
(C7) если a ≡ b и x ≡ y, то x ∨ a ≡ y ∨ b;
(C8) y ≤ x тогда и только тогда, когда y ∨ x ≡ x;
(C9) если x ∨ y ≡ 0, то x ≡ 0 и y ≡ 0;
(C10) если x ≤ yo и x ≤ (yo)′, то x ≡ 0;
(C11) p ∨ (p′ ∧ po) ≡ 1, p′ ∨ (p′ ∧ po) ≡ 1;
(C12) x ∧ y ≡ 0 тогда и только тогда, когда x ≤ y′ ∧ yo;
(C13) x ∧ (y ∧ yo) ≡ 0 тогда и только тогда, когда x ≤ y′;
(C14) x ∧ x′ ∧ xo ≡ 0;
(C15) если x ∧ (x′)o ≡ 0, то x ≡ x′′;
(C16) если x′ ∧ (x′)o ≡ 0, то x ≡ x′′;
(C17) если x ∧ y ≡ 0, то x ≤ y′;
(C18) если y ≡ yo, то x ∧ y ≡ 0 тогда и только тогда, когда

x ≤ y′;
(C19) x ∧ y′ ∧ yo ≡ 0 тогда и только тогда, когда x ≤ y.

Доказательство. Очевидно. q.e.d.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. [1, p. 83] Каждая алгебра да Косты име-
ет по крайней мере три элемента.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. [1, p. 83] Паранепротиворечивая алгебра
множеств представляет собой структуруA=⟨S,∅, I,≤,∩,∪,⇒,′ ⟩,
где

1. ∩ и ∪ являются операциями пересечения и объединения;
2. ≤ есть предпорядок;
3. S ⊆ ℘(I);
4. S замкнуто относительно бинарных операций ∩, ∪ и унар-

ной операции ′;
5. a ∩ b ≤ a, a ∩ b ≤ b;
6. если c ≤ a и c ≤ b, то c ≤ a ∩ b;
7. a ≤ a ∪ b, b ≤ a ∪ b;
8. a ∩ (a⇒ b) ≤ b;
9. если a ∩ c ≤ b, то c ≤ (a⇒ b);
10. ∅ ≤ a, a ≤ I;



74 В. Л. Васюков

11. x ∪ x′ ⇔ I, где a ⇔ b тогда и только тогда, когда a ≤ b и
b ≤ a;

12. x′′ ≤ x;
13. xo ≤ (y ⇒ x) ⇒ ((y ⇒ x′) ⇒ y′), где xo = (x ∩ x′)′;
14. xo ∩ (xo)′ ⇔ ∅.
15. xo ≤ (x′)o.
Пусть S0 = {x : x ∈ S и x ∩ x′ < ∅}. Если S0 ̸= ∅, то мы

имеем собственную паранепротиворечивую алгебру да Косты.
Каждая паранепротиворечивая алгебра множеств является соб-
ственной алгеброй да Косты, в то время как каждая булева ал-
гебра множеств является несобственной алгеброй множеств.

Для данного отношения эквивалентности ∼ про две алгебры
да Косты A и B говорится, что они будут ∼-изоморфными, если
имеется функция f из A на B, сохраняющая операции и являю-
щаяся ∼-инъективной, т. е., когда если x � y, то f(x) ̸= f(y).

ТЕОРЕМА 1. [4, p. 84] Каждая собственная алгебра да Косты
≡-изоморфна собственной паранепротиворечивой алгебре мно-
жеств.

В [8, p. 273] доказана следующая теорема:

ТЕОРЕМА 2. Множество максимальных фильтров алгебры да
Косты ≡-изоморфно алгебре да Косты.

3 Потосы
Потос фактически представляет собой топос, наделенный неко-
торой дополнительной структурой. По сути дела мы могли бы
говорить не о потосах, а о «паранепротиворечивых топосах» или
«топосах да Косты». Термин «потос» был навеян рассказом В.
Карниелли об идее подобной разновидности категорий, выска-
занной одним из бразильских математиков, который именно так
называл эти гипотетические категории.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Потос C является декартово замкнутой ка-
тегорией, которая комплементарно замкнута и имеет классифи-
катор подобъектов.

Комплементарная замкнутость C означает, что

(i) для любого объекта a в C имеется объект a′, такой, что в C
существуют стрелки a′′ → a и ao → (a′)o, где ao = ⟨a, a′⟩′,



Паранепротиворечивые категории для паранепротиворечивой логики 75

(ii) 1 ∼= [a, a′], 0 ∼= ⟨ao, ao′⟩,

(iii) для любых двух объектов в C имеется стрелка ao → (b ⇒
a) ⇒ ((b⇒ a′) ⇒ b′), где b⇒ a есть экспоненциал.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. В потосе C совокупность Sub(d) всех мо-
номорфных C-стрелок с концом d является алгеброй да Косты.

Доказательство. Поскольку любой потос C является декарто-
во замкнутой категорией, то для любого объекта d в C совокуп-
ность Sub(d) всех мономорфных C-стрелок с концом d образу-
ет предупорядоченную дистрибутивную решетку. Это означает,
что условия 1-7 и 10 из определения алгебры да Косты выпол-
няются в Sub(d). Условия 8-9 являются следствиями диаграммы
экспоненцирования. Условия (i)-(iii) определения потоса гаран-
тируют нам выполнение условий 11-15. q.e.d.

Нетрудно видеть, что в потосе мы имеем Sub(d) ∼= Hom(d,Ω)
и таким образом Hom(d,Ω) будет представлять собой алгебру
да Косты. Но в этом случае возникает проблема категории мно-
жеств Set. Дело в том, что в Set мы имеем Sub(D) ∼= ℘(D),
где ℘(D) = {x : x является подмножеством множества D}. По-
скольку ℘(D) есть булева алгебра подмножеств, а не паранепро-
тиворечивая алгебра множеств, как можно было бы ожидать по
теореме 1, то приходим к заключению, что Set не может быть
потосом. Но согласно определению паранепротиворечивой ал-
гебры множеств существуют множества, образующие подобную
алгебру. Таким образом, либо подобные множества порождают
подкатегоррию PSet категории Set, либо Set в каком-то смысле
является подкатегорией PSet.

Известно (см. [7]), что существует система ZF1 паранепро-
тиворечивой теории множеств, которая соотносится с теорией
множеств Цермело–Френкеля ZF0 так же, как паранепротиво-
речивая первопорядковая логика с равенством C=

1 соотносится
с классической первопорядковой логикой с равенством C=

0 . В
сущности «ZF1 должна быть ‘частично’ включенной в ZF0, хотя
последняя также содержится в некотором смысле в первой» [7,
p. 170]. Базисные теоретико-множественные понятия ZF1 анало-
гичны соответствующим понятиям ZF0, хотя понятия, исполь-
зующие отрицание, порождают два вида понятий: одни со сла-
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бым отрицанием (¬), а другие с сильным отрицанием (¬∗, по-
лагая ¬∗A =def ¬A ∧ Ao). Как следствие, мы имеем, например,
два пустых множества: ∅ = {x : x ̸= x} и ∅∗ = {x : ¬∗(x = x)}.

Совокупность всех множеств плюс ∅, V,∩,∪,C (где V = {x :
x = x} и xC = {y : y /∈ x}) образует в ZF0 полную булеву
алгебру. Для ZF1 мы получаем следующий результат:

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. В ZF1 совокупность всех множеств плюс
∅, V,∩,∪,C образует паранепротиворечивую алгебру множеств.

Доказательство. Непосредственной проверкой (полагая x ⇒
y = {z : z ∈ x→ z ∈ y}). q.e.d.

Каждая схема аксиом ZF0 порождает соответствующие две
схемы аксиом ZF1, одну с сильным отрицанием, а другую со
слабым. Таким образом, мы можем сказать, что ZF1 включа-
ет в себя ZF0 и, следовательно, Set действительно в некотором
смысле является подкатегорией PSet. Но что означает суще-
ствование категории множеств, отличной от Set?

Ж. Бенабу в [3, p. 18], пытаясь выявить минимальные теоре-
тико-множественные основания теории категорий, определяет
теорию множеств как любую теорию T , использующую язык
ZF0, и использующую, по меньшей мере, аксиому экстенсио-
нальности E и аксиому выделения CS. Пусть для любой мо-
дели M подобной теории элементы M будут называться множе-
ствами и обозначаться как S, T, . . . , а формальные отношения
принадлежности и равенства множеств будут обозначаться как
S ∈∗ T и S $ T . Тогда «метамножества» универсума дискурса
U, откуда выбирается модель M , будут называться классами и
обозначаться как S,C,. . . , в то время как отношения прнадлеж-
ности и равенства в U будут обозначаться обычными символа-
ми ∈ и =. Подкласс S из M будет представимым, если име-
ется множество S, называемое представителем S, такое, что
для всех T ∈ M мы имеем T ∈ S тогда и только тогда, когда
T ∈∗ S. Отображение Йонеды сопоставляет каждому множе-
ству S класс-представитель Ŝ = {T ∈M : T ∈∗ S}.

Аксиома экстенсиональности будет, например, в этом случае
читаться следующим образом:

(E) Для всех множеств S и T , Ŝ = T̂ тогда и только тогда,
когда S $ T .
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Следуя Бенабу, мы можем определить теорию множеств как
любую теорию T , использующую язык ZF1, и выбрать любую
модель M подобной теории в универсуме дискурса U (факти-
чески расширяя наш универсум до универсума всех неклассиче-
ских «метамножеств».). Тогда отображение Йонеды будет сопо-
ставлять каждому множеству S класс-представитель Ŝ = {T ∈
M : T ∈∗ S} относительно нашей «паранепротиворечивой» мо-
дели M , а наши множества будут в точности теми множествами,
которые нужны нам для рассмотрения категории PSet.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. PSet является потосом.

Доказательство. Согласно предложению 4 для любого мно-
жества I мы всегда имеем (см. [4, p. 84]) паранепротиворечи-
вую алгебру множеств ⟨S,∅, I,≤,∩,∪,⇒,′ ⟩, где ∩ и ∪ являются
теоретико-множественными операциями пересечения и объеди-
нения, ≤ есть предпорядок, S ⊆ ℘(I), S замкнуто относительно
операций ∩, ∪ и унарной операции ′. Если мы будем рассмат-
ривать функции включения как стрелки, то мы можем опре-
делить x ≤ y тогда и только тогда, когда x ↪→ y ∪ {b}, где
b ∈ S. Определим теперь x′ = xc если x /∈ S0 и x′ = xc ∪ τ ес-
ли x ∈ S0, беря S0 = {x ∈ S: существует τ = {a, b}, такое, что
x ∩ τ ̸= ∅, xc ∩ τ ̸= ∅ и ¬(x ⊂ {a, b})} ̸= ∅, xc будет теоретико-
множественным дополнением x. Наконец, определяем x⇒ y как
x′ ∪ y.

Нетрудно видеть, что в нашей алгебре xo = I, если x /∈ S0, и
xo = I −{b}, если x ∈ S0 для b ∈ x∩ τ . Наряду с этим ≤ являет-
ся собственным предупорядочением, так как если b ∈ x, то мы
имеем x ∪ {b} ≤ x и x ≤ x ∪ {b}, но x ∪ {b} ̸= x. Следовательно,
определяя x⇔ y тогда и только тогда, когда x ≤ y и y ≤ x, мы
получаем отношение эквивалентности, отличное от равенства.
Более того, если x ⊆ y (и таким образом cуществует стрелка
включения x ↪→ y), то x ≤ y и x = y влечет x ⇔ y. Наше отно-
шение эквивалентности ⇔ несовместимо с ′, поскольку, если мы
возьмем x, такой, что ¬(τ ⊂ x) , то x∪τ ⇔ x∪{a}, где τ = {a, b}.
Но (x∪τ)′ = (x∪τ)c = xc−τ и (x∪{a})′ = (x∪{a})c∪τ = xc = τ .
Таким образом, xc − τ < xc ∪ τ .

Итак, можно заключить, что в PSet мы имеем Sub(d) ∼= ℘(d)
и Sub(d) будет паранепротиворечивой алгеброй множеств, что



78 В. Л. Васюков

справедливо и для ℘(d). Но в этом случае мы не можем взять 2 в
качестве классифицирующего объекта, используя тот факт, что
℘(d) ∼= 2d, поскольку это приводит к булевой алгебре характе-
ристических стрелок в Set. Действительно, если мы попытаемся
определить

χA(x) =

{
1, если x ∈ A
0, если x /∈ A

,

то нам следует принять во внимание, что в PSet у нас имеются
два отрицания, и, следовательно, правильное определение будет
выглядеть следующим образом:

χA(x) =


1, если x ∈ A
2, если x /∈ A
0, если ¬ ∗ (x ∈ A).

Это означает, что в роли классифицирующего объекта в PSet
следует принять не двухэлементную булеву алгебру, но трехэле-
ментную алгебру да Косты (согласно предложению 2 каждая
собственная алгебра да Косты имеет по меньшей мере три эла-
манта). Пример подобной алгебры дается в [4, p. 83], где опера-
ции задаются следующими таблицами:

∧ 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 2

∨ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 1 1
2 2 1 2

⊃ 0 1 2

0 1 1 1
1 0 1 0
2 0 1 1

0′ = 1, 1′ = 0, 2′ = 1; 0 ≤ 2 ≤ 1.

Итак, у нас ℘(d) ∼= 3d и множество 3 = {∅, {∅}, {∅, 1}} вместе
с функцией true : 1 → 3 (такой, что true(∅) = 1) играет роль
классификатора подобъектов в PSet. Наряду с этим имеются
три стрелки из 1 = {∅} в Ω = {∅, 1, 2} : true, false∗ : 1 → 3
(такая, что false∗(∅)=∅) и false :1→3(такая, что false(∅)=2).

q.e.d.

Определим теперь истинностные стрелки в потосе в общем
случае. Пусть C будет потосом с классификатором подобъектов
true : 1 → Ω. Тогда
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(1) Отрицание ¬ : Ω → Ω будет единственной стрелкой, для
которой квадрат

false1> - Ω

¬
?
1 - Ω

?

true

будет декартов в C. Таким образом ¬ = χ
false

. Отрицание ¬∗ :
Ω → Ω будет единственной стрелкой, для которой квадрат

false∗1> - Ω

¬∗
?
1 - Ω

?

true

будет декартов в C. В этом случае ¬∗ = χ
false∗

(2) Поскольку потос является декартово замкнутой категори-
ей, то истинностные стрелки определяются стандартным
образом:

∩ : Ω×Ω → Ω есть характер произведения стрелок ⟨true, true⟩ :
1 → Ω × Ω в потосе C;

∪ : Ω×Ω → Ω есть по определению характер образа C−стрелки
[⟨trueΩ, 1Ω⟩, ⟨1Ω, trueΩ⟩] : Ω + Ω → Ω × Ω ;

⇒: Ω × Ω → Ω есть характер монострелки c : ~ � Ω × Ω,
которая является уравнителем пары

Ω × Ω
∩
⇒
pr1

Ω,

где pr1 есть проекция на первый сомножитель произведения Ω×
Ω.
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4 Интерпретация паранепротиворечивой логики в
потосах

Дадим интерпретацию в терминах потоса следующего списка
аксиом и правил вывода [5, p. 3790]:
A1. α ⊃ (β ⊃ α)

A2. (α ⊃ β) ⊃ ((α ⊃ (β ⊃ γ)) ⊃ (α ⊃ γ))

A3. α ∧ β ⊃ α

A4. α ∧ β ⊃ β

A5. α ⊃ (β ⊃ α ∧ β)

A6. α ⊃ α ∨ β
A7. β ⊃ α ∨ β
A8. (α ⊃ γ) ⊃ ((β ⊃ γ) ⊃ (α ∨ β ⊃ γ))

A9. α ∨ ¬α
A10. ¬¬α ⊃ α

A11. βo ⊃ ((α ⊃ β) ⊃ ((α ⊃ ¬β) ⊃ ¬α))

A12. αo ∧ βo ⊃ (α ∧ β)o

A13. αo ∧ βo ⊃ (α ∨ β)o

A14. αo ∧ βo ⊃ (α ⊃ β)o

A15. αo ⊃ (¬α)o

R1.
α α ⊃ β

β
Здесь αo является сокращением для ¬(α∨¬α). Данная аксио-

матика фактически описывает систему C1 паранепротиворечи-
вой логики да Косты.

Мы получим исчисление Cn (1 ≤ n ≤ ω), если вместо аксиом
A11 −A15 используем следующие аксиомы:
A11′. β(n) ⊃ ((α ⊃ β) ⊃ ((α ⊃ ¬β) ⊃ ¬α))

A12′. α(n) ∧ β(n) ⊃ (α ∧ β)(n)

A13′. α(n) ∧ β(n) ⊃ (α ∨ β)(n)

A14′. α(n) ∧ β(n) ⊃ (α ⊃ β)(n)

A15′. α(n) ⊃ (¬α)(n)

где α(n)(1 ≤ n ≤ ω) означает α1∧ α2 ∧ ... ∧ αn, а αn, в свою
очередь, означает αoo...o, где символ o повторяется n раз.

Можно определить оценку v : Φ0 → A системы C1 в алгебре да
Косты A, ставящую в соответствие каждой пропозициональной
переменной πi некоторое истинностное значение V (πi) ∈ A. Она
однозначно продолжается по следующим правилам:

(1) v(¬α) = v(α)′;
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(2) v(α ∧ β) = v(α) ∧ v(β);

(3) V (α ∨ β) = v(α) ∨ v(β);

(4) V (α ⊃ β) = v(α) ⊃ v(β),

до функции v : Φ → A. Предложение α, такое, что v(α) = 1 для
каждой A-оценки v называется A-общезначимым и обозначают
это через A |= α.

ТЕОРЕМА 3. Для любой алгебры да Косты A имеет место
⊢C1 A тогда и только тогда, когда A |= α.

Доказательство. Слева направо проверяется C1-общезначи-
мость всех C1-аксиом и правила отделимости. Чтобы получить
доказательство утверждения справа налево, воспользуемся тео-
ремой 2. Сопоставим каждому элементу x алгебры A главный
фильтр [x) = {q : x ≤ q}, где q ∈ A Алгебра A+ главных
фильтров будет алгеброй да Косты. Определим A+-оценку как
функцию vc : Φ0 → A+ с помощью формулы vс(πi) = [v(πi)).
Остальное очевидно. q.e.d.

Определим теперь интерпретацию рассматриваемой системы
в произвольном потосе С. Истинностным значением в потосе на-
зывается стрелка вида 1 → Ω, а совокупность всех таких С -
стрелок будет представлять собой множество стрелок С (1,Ω).

С -оценкой будем называть функцию V : Φ0 → С (1,Ω), ста-
вящую в соответствие каждой пропозицииональной переменной
πi некоторуое истинностное значение V (πi) : 1 → Ω. Эта функ-
ция продолжается на множество всех формул Φ по следующим
правилам:

(a) V (¬α) = ¬ ◦ V (α);

(b) V (α ∧ β) = ∩ ◦ ⟨V (α), V (β)⟩;
(c) V (α ∨ β) = ∪ ◦ ⟨V (α), V (β)⟩;
(d) V (α ⊃ β) =⇒ ◦⟨V (α), V (β)⟩.
Таким образом мы продолжаем оценку V так, что каждому

предложению α ставится в соответствие некоторая С -стрелка
V (α):1 → Ω. С -общезначимость предложения α (что обознача-
ется как С |= α) означает, что V (α) = true : 1 → Ω для всех
оценок V .

Поскольку в потосе мы имеем Sub(d) ∼= Hom(d,Ω), то отсю-
да Sub(d) ∼= С (d,Ω), т.е. ставя подобъекту f его характер χf ,
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мы получаем перенос структуры алгебры да Косты с Sub(d) на
С (d,Ω). Связь между семантикой потосов и рассматриваемой
теорией, как и в случае алгебры Гейтинга [2, с. 199], заключает-
ся в том, что для любого потоса

С |= α тогда и только тогда, когда С (1,Ω) |= α

тогда и только тогда, когда Sub(1) |= α.
Таким образом, общезначимость в потосе С равносильна об-
щезначимости в алгебрах да Косты С (1,Ω) и Sub(1). Отсюда
получаем следующую теорему:

ТЕОРЕМА 4. Если ⊢C1 α, то в любом потосе С имеем С |= α.

Доказательство. Пусть α — некоторая C1-теорема. Тогда α
общезначима в алгебре да Косты по теореме 3. В частности,
С (1,Ω) |= α, откуда С |= α согласно предыдущему утвержде-
нию.

Существует еще один способ доказательства предыдущей тео-
ремы, если воспользоваться неистинностно-функциональной
оценкой для системы C1. Согласно [6] мы можем ввести оцен-
ку V ′ : Φ0 → {0, 1}, где Φ0 есть множество пропозициональных
переменных, и расширить ее на множество Φ всех формул сле-
дующим образом:

(1) V ′(α) = 0 ⇒ V ′(¬α) = 1;

(2) V ′(¬¬α) = 1 ⇒ V ′(α) = 1;

(3) V ′(α◦) = V ′(α ⊃ β) = V ′(α ⊃ ¬β) = 1 ⇒ V ′(α) = 0;

(4) V ′(α ⊃ β) = 1 ⇔ V ′(α) = 0 or V ′(β) = 1;

(5) V ′(α ∧ β) = 1 ⇔ V ′(α) = V ′(β) = 1;

(6) V ′(α ∨ β) = 1 ⇔ V ′(α) = 1 or V ′(β) = 1;

(7) V ′(α◦) = V ′(β◦) = 1 ⇒ V ′((α ⊃ β)◦) = V ′((α ∧ β)◦) =
V ′((α ∨ β)◦) = 1.

Мы можем сопоставить V оценку V ′, полагая V (πi) = true,
если V ′(πi) = 1, и V (πi) = false в противном случае.

ЛЕММА 1. V (α) = true тогда и только тогда, когда V ′(α) = 1.

Доказательство. В случае α = πi лемма справедлива по опре-
делению. Используем индукцию по длине формулы, т.е. исполь-
зуем (1)–(7). Пусть α = ¬β и V (β) = false. Тогда

V (¬β) = ¬ ◦ V (β).
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Следовательно, V (α)(0) = ¬(V (β)(0)) = ¬(false(0)) = (по ин-
дуктивному определению) = true(0). Таким образом, V (α) =
true и V ′(α) = 1. Остальное получаем действуя аналогичным
образом. q.e.d.

q.e.d.

ТЕОРЕМА 5. Для любого потоса С и пропозициональной фор-
мулы α имеет место С |= α тогда и только тогда, когда ⊢C1 α.

Доказательство. Поскольку по лемме 1 мы выбираем оценку
V абсолютно произвольным образом, а для V ′ в [6] полнота уже
доказана, то это и приводит к требуемому заключению. q.e.d.

Литература
[1] Васюков В.Л. Потосы для паранепротиворечивой логики // Современная ло-

гика: проблемы теории, истории и применения в науке. Материалы Х Обще-
российской научн. конференции, СПб., 2008. С.105-107.

[2] Голдблатт Р. Топосы. Категорный анализ логики. М., 1983.
[3] J.Benabou. Fibered Categories and the Foundations of Naive Category Theory //

The Journal of Symbolic Logic,50(4):9-37, 1983.
[4] W.A. Carnielli, L.P. Alcantara. Paraconsistent algebras // Studia Logica, XLIII,

No 1/2, 1984, pp. 79-87.
[5] N.C.A.da Costa. Calculus propositionnels pour les systemes inconsistants //

C.R.Acad.Sci.Paris, T.257, 3790-3792, 1963.
[6] N.C.A.da Costa and E.H.Alves. Une semantique pour le calculi C1 //

C.R.Acad.Sci.Paris, T.283, 729–731, 1976.
[7] N.C.A.da Costa. Paraconsistent Mathematics // D.Batens, C.Mortensen, G.Priest

and J.-P. van Bendegem (eds.), Frontiers of Paraconsistent Logic, Research Studies
Press Ltd., Baldock, Hartfordshire, England, 2000, pp. 166-179.

[8] V.L. Vasyukov. Paraconsistency in Categories // D.Batens, C.Mortensen, G.Priest
and J.-P. van Bendegem (eds.), Frontiers of Paraconsistent Logic, Research Studies
Press Ltd., Baldock, Hartfordshire, England, 2000, pp. 263-278.



О понятии конечного множества в
конструктивной математике1

А.А. Владимиров

abstract. It is known that the concept of non-infinite set is non-
monolithic from the point of view of A.A. Markov’s constructive mathe-
matics. In the paper we present one general approach to constructivist
conception of «type of non-infiniteness».

Ключевые слова: конструктивная математика, марковский конструк-
тивизм, конечное множество

1 Введение
1. С интуитивной точки зрения, факт конечности того или иного
множества объектов сводится к возможности перечислить эти
объекты посредством некоторого списка. Например, конечность
множества натуральных чисел, заданного условием

«n = 0 или n = 1»,

устанавливается предъявлением списка {0, 1}, исчерпывающего
все — с точностью до равенства — элементы указанного мно-
жества. Тем самым свойство конечности множества относится к
числу свойств общего вида

(1)
«существует вспомогательный объект A, нахо-
дящийся в некотором заранее известном отно-
шении к рассматриваемому объекту X».

С точки зрения «классических» логики и математики, суж-
дения вида (1) ничем не выделяются среди прочих. Напротив,
с точки зрения марковского конструктивного направления при

1Работа поддержана РФФИ, проект № 09-06-00125.
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попытке понимания таких суждений встает принципиальный во-
прос о характере упоминаемого в них «существования». Ситуа-
ция, когда известен метод явного построения искомого вспомо-
гательного объекта, — как раз и отвечающая интуитивным пред-
ставлениям, — не считается в его рамках равнозначной ситуа-
ции, когда имеется лишь логическое опровержение предположе-
ния о невозможности такого объекта. Соответственно математи-
ческие понятия, определения которых имеют вид (1), в рамках
марковского конструктивизма подвержены эффекту «расщепле-
ния». В качестве хорошо известного [6, гл. 2] примера здесь мож-
но указать на «классическое» определение вещественного числа
по Г. Кантору, перенесение которого в конструктивный мате-
матический анализ приводит к несовпадающим понятиям «кон-
структивного вещественного числа» и «псевдочисла». Представ-
ление о конечности множества не является в этом смысле исклю-
чением.

Согласно сообщениям [10, 9], уже в 1950-е годы А.А. Марко-
вым было указано на наличие, самое меньшее, четырех несов-
падающих конструктивных истолкований представления о ко-
нечности, которые были связаны им с понятиями финитного,
субфинитного, квазифинитного и неинфинитного множества.
Аналогичная проблематика (хотя и несколько иначе трактуе-
мая) возникла также в «классической» теории рекурсии. На-
пример, в известной монографии [11, § 5.6] используются спо-
собы задания конечного множества посредством канонических
индексов2, а также посредством гёделевых номеров, разреша-
ющих или перечисляющих эти множества рекурсивных функ-
ций3. Указанному вопросу уделялось также внимание и в рам-
ках математического интуиционизма [1]. Целью настоящей ста-
тьи является развитие одного общего подхода к понятию «тип
конечности множества» с точки зрения марковского конструк-
тивного направления в математике. Некоторые из излагаемых
далее результатов были анонсированы в заметке [2].

2. В качестве точных языков, применяемых для записи и истол-
кования математических суждений, мы намерены использовать
языки ступенчатой семантической системы А.А. Маркова. В

2Это отвечает «финитным» множествам А.А. Маркова.
3Очерченная в [9] схема таких типов конечности не содержит.



86 А.А. Владимиров

частности, мы сохраняем применявшуюся самим автором этой
системы [7] польскую запись логических связок. Более подроб-
ное описание используемых обозначений может быть найдено в
монографии [4].

Термин «множество» будет далее рассматриваться в качестве
сокращения для словосочетания «формула языка Яω+1 [4, § 27],
не имеющая отличных от |♢ параметров». Множества, задавае-
мые посредством формул языка Я1 [4, § 8], мы будем называть
порождаемыми.

Элементом произвольно фиксированного множества A будет
считаться всякий постоянный терм [4, § 6], подстановка которого
в формулу A вместо переменной |♢ приводит к верной замкну-
той формуле. Ввиду возможности кодирования конструктивных
объектов любой известной природы постоянными термами, ука-
занные соглашения не влекут существенного ограничения общ-
ности рассмотрения.

2 Основные определения

1. Под списком постоянных термов естественным образом пони-
мается постоянный терм, рассматриваемый как перечень своих
звеньев [4, § 12]. Например, постоянный терм ∗∗♢♢∗♢♢ пред-
ставляет собой с указанной точки зрения список с членами ∗♢♢
и ♢. Порождаемое множество [4, § 12.4 (1)] пар ∗ut вида «по-
стоянный терм t есть член списка u» мы в дальнейшем будем
обозначать символом L.

2. Введенные А.А. Марковым понятия финитного, субфинит-
ного, квазифинитного и неинфинитного множества могут быть
определены следующим образом:

2.1. Множество A называется финитным, если верна замкну-
тая формула

∃♯2 ∀|♢≡A∃♯3 &=♯3∗♯2|♢ [L♯3
ε.

Иначе говоря, финитность множества A означает, что изве-
стен способ построения списка, членами которого являются все
элементы множества A, и только они.
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2.2. Множество A называется субфинитным, если верна за-
мкнутая формула

∃♯2 ∀|♢⊃A∃♯3 &=♯3∗♯2|♢ [L♯3
ε.

Иначе говоря, субфинитность множества A означает, что из-
вестен способ построения списка, членами которого являются
все элементы множества A — но, возможно, не только они.

2.3. Множество A называется квазифинитным, если верна за-
мкнутая формула

∃♯3 ¬∀♯2⊃C¬∀|♢≡A∃♯3 &=♯3∗♯2|♢ [L♯3
ε,

где C — формула языка Я1 вида

(1) ∃|♢&∃♯4=|♢ ∗∗♯2♯3♯4 ∀|♢<|♢∨∨=|♢♢∃♯3 =|♢ ∗∗♢♯3♢
∃♯2∃♯3∃♯4∃♯5∃♯6 =|♢ ∗∗∗♯5♯2∗♯6♯3∗∗♯2♯3♯4,

выражающая отношение «число звеньев списка, являющегося
значением переменной ♯2, не превосходит таковое для списка,
являющегося значением переменной ♯3».

Иначе говоря, квазифинитность множества A означает из-
вестность способа построения натурального числа n, для кото-
рого будет опровергаться приведением к нелепости предполо-
жение о невозможности списка элементов множества A среди
списков с не более чем n членами.

2.4. Множество A называется неинфинитным, если верна за-
мкнутая формула

¬∀♯2 ¬∀|♢≡A∃♯3 &=♯3∗♯2|♢ [L♯3
ε.

Иначе говоря, неинфинитность множества A означает воз-
можность привести к нелепости предположение о невозможно-
сти списка, членами которого являлись бы все элементы множе-
ства A, и только они.
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3. Как несложно заметить, каждое из определений 2.2, 2.3 и 2.4
имеет структуру вида

(1)

«осуществим вспомогательный объект A, для
которого список L элементов рассматриваемо-
го множества квазиосуществим среди списков,
находящихся к объекту A в некотором заранее
известном отношении».

Исключением является определение 2.1 — в случае существенно
проблемного [5, § 1], т. е. удовлетворяющего условию

¬∀|♢⊃¬¬AA,

множества A. Попытка переформулирования указанного опре-
деления в виде (1) давала бы утверждение о финитности множе-
ства ¬¬A, а не множества A. Однако для нормальных 4 множеств
определение финитности также подпадает под указанную схему,
что позволяет рассматривать последнюю в качестве основы для
общего определения типа конечности.
4. Понятие типа конечности множеств мы вводим следующим
образом:
4.1. Множество T называется типом конечности, если для
любого постоянного терма t осуществим постоянный терм u,
удовлетворяющий соотношению ∗ut ∈ T.

Для произвольно фиксированного типа конечности T мы вво-
дим следующее понятие T-конечного множества:
4.2. Пусть T — тип конечности множеств. Множество A
называется T-конечным, если осуществим постоянный терм
u со свойством

¬∀♯2∀|♢⊃&=|♢ ∗u♯2 T¬∀|♢≡A∃♯3 &=♯3∗♯2|♢ [L♯3
ε.

Иначе говоря, T-конечность множества A означает осуществи-
мость указания постоянного терма u, для которого список эле-
ментов A квазиосуществим среди постоянных термов t со свой-
ством ∗ut ∈ T.

4То есть заданных средствами языка Яω и потому равнообъемных своим
вторым отрицаниям.
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Типы конечности множеств, описанные в пункте 2, допускают
в рамках изложенной схемы следующую характеризацию:
4.3. Пусть T — тип конечности вида

∃♯2 =|♢ ∗♯2♯2.

Тогда T-конечными являются множества с финитными вто-
рыми отрицаниями, и только они.
4.4. Пусть T — тип конечности вида

∃♯2∃♯3 &=|♢ ∗♯2♯3 ∀♯3<♯3 ∨=♯3♢∃♯4∃♯5 &=♯3∗♯4♯5 [L∗♯2♯4ε.

Тогда T-конечными являются субфинитные множества, и
только они.
4.5. Пусть T — тип конечности вида

∃♯2∃♯3 &=|♢ ∗♯3♯2 C,

где через C обозначена формула 2 (1). Тогда T-конечными явля-
ются квазифинитные множества, и только они.
4.6. Пусть T — тип конечности вида =♢♢. Тогда T-конечными
являются неинфинитные множества, и только они.

3 Сравнение типов конечности

1. Тип конечности T естественно считать мажорирующим тип
конечности S, если любое T-конечное множество является так-
же и S-конечным. Используемая нами семантика языка Яω+1 не
позволяет, однако, считать осмысленными условия, содержащие
неограниченный теоретико-множественный квантор общности.
Поэтому вышеописанное представление о мажорировании ти-
пов конечности нуждается в уточнении. Стандартным способом
здесь является наложение ограничений на высоту рассматрива-
емых множеств:
1.1. Тип конечности T называется n-мажорирующим тип ко-
нечности S, если любое нормальное T-конечное множество не
превосходящей n высоты является также S-конечным.

Далее факт n-мажорирования типа конечности S типом ко-
нечности T мы будем обозначать символом T <n S.
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2. В дальнейшем два постоянных терма мы будем называть рав-
носоставленными, если каждое звено одного из них является
также звеном второго. Кроме того, мы введем следующее пред-
ставление о разрешимости типа конечности:
2.1. Тип конечности T называется разрешимым, если множе-
ство T является порождаемым, а также может быть указа-
но порождаемое множество T′, удовлетворяющее следующим
условиям:
2.1.1. Для любых постоянного терма u и двух равносостав-
ленных постоянных термов t и s невозможно одновременное
выполнение соотношений ∗ut ∈ T и ∗us ∈ T′.
2.1.2. Для любых двух постоянных термов u и t найдется рав-
носоставленный с t постоянный терм s, удовлетворяющий со-
отношению ∗us ∈ ∨TT′.

В частности, несложным образом устанавливается разреши-
мость всех типов конечности § 2.4.3–§ 2.4.6.
3. Основной целью настоящего параграфа является доказатель-
ство следующего утверждения:
3.1. Пусть T и S — два разрешимых типа конечности мно-
жеств. Тогда при любом n > 1 для выполнения соотношения
T <n S необходимо и достаточно, чтобы для любого постоян-
ного терма u, удовлетворяющего условию

(1) ∃♯2∃|♢&=|♢ ∗u♯2 T,

был осуществим такой постоянный терм v, что для любого
постоянного терма t со свойством ∗ut ∈ T найдется равносо-
ставленный ему постоянный терм s со свойством ∗vs ∈ S.

Доказательство. Достаточность сформулированного условия
очевидна. Поэтому для завершения доказательства утвержде-
ния 3.1 остается установить необходимость этого условия.

В дальнейших рассуждениях постоянный терм u со свой-
ством (1) мы будем предполагать зафиксированным.

Обозначим через (t : x⇒ y) формулу языка Я1, выражающую
отношение «постоянный терм t есть перевод [4, § 13] схемы [8,
§ 27] нормального алгорифма над алфавитом ♢∗, перерабатыва-
ющего значение переменной x в значение переменной y». Далее,
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обозначим через S′ порождаемое множество, отвечающее раз-
решимому типу конечности S согласно определению 2.1. Нако-
нец, обозначим через A нормальный алгорифм над алфавитом
♢∗, применимый к произвольно фиксированному постоянному
терму v в том и только том случае, когда осуществимы два рав-
носоставленных постоянных терма t и s со свойствами ∗ut ∈ T
и ∗vs ∈ S′. При этом будет предполагаться, что значением A(v)
всегда является постоянный терм, удовлетворяющий соотноше-
нию ∗uA(v) ∈ T и обладающий равносоставленным постоянным
термом s со свойством ∗vs ∈ S′.

Зафиксируем произвольным образом некоторый постоянный
терм r со свойством ∗ur ∈ T, и сопоставим каждому постоянно-
му терму w имеющее высоту 1 множество K(w) вида

K(w) 
 &∨∃♯2 &=♯2 ∗r|♢ [L♯2
ε ∃♯2∃♯3 Kw

⊃∃♯2∃♯3 Kw ∃♯2∃♯3 &Kw ∃♯2 &=♯2 ∗♯3 |♢ [L♯2
ε,

где положено

Kw 
 ∃|♢&&=|♢w (w : |♢ ⇒ ♯2) ([Aτ : ♯2 ⇒ ♯3).

В том случае, когда постоянный терм w является переводом схе-
мы самоприменимого5 нормального алгорифма, результат само-
применения которого представляет собой постоянный терм v из
области применимости алгорифма A, элементы множества K(w)
перечисляются списком A(v). В противном случае они перечис-
ляются списком r. Соответственно, при любом выборе постоян-
ного терма w среди постоянных термов t со свойством ∗ut ∈ T
квазиосуществим список элементов множества K(w).

Предположим теперь, что выполняется соотношение T <n S.
Это означает осуществимость нормального алгорифма B над ал-
фавитом ♢∗, применимого к переводу любого множества A не
превосходящей n высоты, список элементов которого квазиосу-
ществим среди постоянных термов t со свойством ∗ut ∈ T, и пе-
рерабатывающего указанный перевод в такой постоянный терм
v, что список элементов множества A квазиосуществим среди
постоянных термов s со свойством ∗vs ∈ S. Тогда, согласно вы-
шесказанному, осуществим нормальный алгорифм C над алфа-
витом ♢∗, перерабатывающий любой постоянный терм w в такой

5То есть применимого к переводу своей схемы.
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постоянный терм v, что среди постоянных термов s со свойством
∗vs ∈ S квазиосуществим список элементов множества K(w).

По своему построению алгорифм C является самопримени-
мым, причем результатом его самоприменения является такой
постоянный терм v, что среди постоянных термов s со свой-
ством ∗vs ∈ S квазиосуществим список элементов множества
K([Cτ ). Однако последнее, по построению алгорифмов K и A,
автоматически означает неприменимость алгорифма A к посто-
янному терму v. Тем самым для любого постоянного терма t со
свойством ∗ut ∈ T найдется равносоставленный ему постоянный
терм s со свойством ∗vs ∈ S, что и означает справедливость до-
казываемого утверждения. q.e.d.

4. В качестве простейшего приложения утверждения 3.1 приве-
дем основанные на нем доказательства результатов А.А. Мар-
кова о сравнении типов конечности § 2.2.1–§ 2.2.4.

Рассмотрим постоянный терм u 
 ∗∗♢♢∗♢♢. Легко видеть,
что для любого постоянного терма v найдется постоянный терм
t, не равносоставленный с v, но не обладающий звеньями, не
являющимися звеньями списка u. Тем самым, утверждение о
финитности любого субфинитного множества является невер-
ным.

Рассмотрим постоянный терм u 
 ∗♢♢. Легко видеть, что
для любого постоянного терма v найдется постоянный терм t,
обладающий ровно одним не входящим в v звеном. Тем самым,
утверждение о субфинитности любого квазифинитного множе-
ства является неверным.

Рассмотрим постоянный терм u 
 ♢. Легко видеть, что для
любого постоянного терма v найдется постоянный терм t, чис-
ло попарно графически различных звеньев которого превышает
число звеньев v. Тем самым утверждение о квазифинитности
любого неинфинитного множества является неверным.

Отметим, что неверность утверждения о финитности всех не-
инфинитных множеств может также быть выведена из теоре-
мы [11, гл. 5, Теорема XV (b)].

4 Дополнительные замечания

1. Одним из математических понятий, определение которого
опирается на понятие конечного множества, является понятие
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иммунного множества. С точки зрения вышеизложенной схе-
мы, указанное определение может быть сформулировано — при
конструктивном понимании математических суждений — следу-
ющим образом:

1.1. Инфинитное множество A называется иммунным, если
неверно, что для любого натурального числа n найдется фи-
нитное множество An ⊆ A, содержащее не менее n попарно
различных элементов.

Одна из форм [11, гл. 9, Теорема XV] определения понятия
гипериммунного множества при этом легко переписывается сле-
дующим образом:

1.2. Инфинитное множество A называется гипериммунным,
если неверно, что для любого натурального числа n найдется
субфинитное множество An ⊆ A, квазисодержащее не менее
n попарно различных элементов.

Таким образом, хорошо известное различие между понятиями
иммунного и гипериммунного множества по существу сводится
к различию между понятиями финитного и субфинитного мно-
жества.

2. Некоторые характерные различия конструктивного и «клас-
сического» вариантов математического анализа также легко на-
ходят свое объяснение в «классической» установке подразуме-
вать конечные множества всех возможных типов финитными.
Здесь может быть указана, в частности, теорема об эквивалент-
ности определений интеграла по Риману (в виде предела инте-
гральных сумм) и по Дарбу (в виде сечения в множестве инте-
гралов ступенчатых оценок рассматриваемой функции), с точ-
ки зрения конструктивного направления опровергаемая на при-
мере [3]. Основным моментом «классического» доказательства,
нарушающимся при этом с конструктивной точки зрения, явля-
ется именно финитность (заведомо субфинитной) совокупности
отрезков интегрального разбиения, содержащих «большие» ко-
лебания интегрируемой функции.
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Хорошо определенные логики1

И.А. Горбунов

abstract. Some questions concerned the deduction theorem for
consequence operations and sentential calculi are considered in the present
paper.

Ключевые слова: теорема о дедукции, дедуктивные пропозицио-
нальные системы

1 Предисловие
В отношении ее математического содержания данная работа яв-
ляется скорректированным и доработанным пересказом некото-
рых фактов из работы Ризарда Вуйцицкого [1] (или см. [2]). В
частности утверждения 6–10 и 12 являются несколько уточнен-
ными фактами из указанной работы. К сожалению, в оригинале
эти факты сформулированы и доказаны не совсем корректно.
Утверждения 11, 13 и 14 доказаны и сформулированы автором
этой работы.

2 Введение
Мы пока не будем определять, что такое логика, а будем опи-
раться на ее интуитивное понимание. Отметим только, что вся-
кая логика определяет (и в синтаксическом случае сама пол-
ностью определяется через) отношение логического следования,
устанавливаемое между списками предложений языка и предло-
жениями языка. Это отношение сопоставляет списку предложе-
ний, называемых посылками, некоторое предложение, которое
называется их следствием.

Отношение логического следования, в свою очередь, некото-
рым образом выражается в естественном языке. Таким образом,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты 08–06–00414 и
10–06–00360.
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выделение логики языка посредством этого же языка предпола-
гает, что язык уже располагает некоторыми средствами пред-
ставления логического следования. То есть в нем существует
логическая связка (или формула), назначение которой — выра-
жать в пропозициональном языке отношение логического сле-
дования. Если в языке существует такая связка, то, видимо, ее
и стоит называть импликацией. Связку эту, как обычно, будем
обозначать →.

Частным примером импликации является материальная им-
пликация. Обычно в русском языке эта связка передается вклю-
чением в предложение словосочетания «Если . . ., то. . .».

Изложение всякой логики происходит в русском же языке и в
таком изложении мы вполне можем ожидать появления предло-
жения следующего вида: «Если мы имеем формулу φ в качестве
посылки, то имеем формулу ψ в качестве следствия». В этом
предложении импликация представляет отношение выводимо-
сти (которое обычно обозначается символом ⊢), существующее
в логике. Совокупность всех таких предложений языка, видимо,
имеет свою логику. В этой работе мы попробуем приблизиться
к этой логике и исследуем, какими же свойствами должны об-
ладать логики, в которых импликация представляет отношение
выводимости.

Рассмотрим следующую модель пропозиционального языка.
Пусть V — счетное множество символов, называемых пропози-
циональными переменными, и Σ — не более чем счетное мно-
жество конечноместных функциональных символов, называе-
мых пропозициональными связками. Пару ⟨V,Σ⟩ будем назы-
вать пропозициональным алфавитом. Всякий терм, построен-
ный из символов алфавита ⟨V,Σ⟩, будем называть формулой.
Языком S будем называть множество всех формул алфавита
⟨V,Σ⟩. Подстановку определим обычным образом, т. е. как го-
моморфизм ε : S → S, который является продолжением отоб-
ражения ε : V → S. Обозначим через E множество всех подста-
новок.

Функцию C : 2S → 2S будем называть операцией присоеди-
нения следствий над языком S, или, кратко, следованием, если
для любых X,Y ∈ 2S

A1. X ⊆ C(X),



Хорошо определенные логики 97

A2. C(X) = C(C(X)),

A3. X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ),

A4. множество C(∅) замкнуто относительно подстановки.

Следование C будем называть структурным, если для лю-
бой подстановки ε и любого множества формул X выполняется
условие ε(C(X)) ⊆ C(ε(X)). Следование будем называть фини-
тарным, если для любого X верно, что C(X) =

∪
Y⊆X C(Y ), где

Y — конечное множество. Структурное и финитарное следова-
ние будем называть стандартным.

Пару ⟨S,C⟩, где C — структурная операция присоединения
следствий, будем называть пропозициональной логикой, или, для
краткости, логикой.

Любое подмножество ρ ⊆ 2S × S будем называть правилом,
а любой элемент этого подмножества будем называть схемой.
Будем говорить, что правило ρ порождено схемой ⟨X,α⟩, если
ρ = {⟨ε(X), ε(α)⟩ | ε ∈ E}. Такое правило будем обозначать
ρX/α (или, если это не будет вызывать недоразумений, просто
X/α) и называть секвенцией. Секвенцию ∅/α будем называть
тавтологией и обозначать ее просто α.

Множество X ∈ 2S будем называть замкнутым относительно
правила ρ, если для любого Y ⊆ X и для любого α ∈ S верно,
что если ⟨Y, α⟩ ∈ ρ, то и α ∈ X. Будем говорить, что следование
C базируется на множестве правил вывода R (символически
обозначать C = CR), если для любого X ∈ 2S множество C(X)
является наименьшим множеством, содержащим X и замкну-
тым относительно каждого правила из R. Для данного следова-
ния C множество C(X) будем называть теорией со множеством
аксиом X.

3 Некоторые свойства операции присоединения
следствий

Множество следствий конечного множества {α1, . . . , αn} будем
обозначать C(α1, . . . , αn). Множество следствий из множества
{α}∪X будем обозначать как C(α,X). Докажем некоторые свой-
ства операции присоединения следствий.

ТЕОРЕМА 1. Если α ∈ C(X), то C(α,X) = C(X).
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Доказательство. Так как X ⊆ {α} ∪X, то в силу свойства A3
C(X) ⊆ C(α,X). Докажем обратное включение.

Заметим, что {α} ∪X ⊆ {α} ∪ C(X) = C(X) и значит верно,
что C(α,X) ⊆ C({α} ∪ C(X)) = C(C(X)) = C(X). q.e.d.

ТЕОРЕМА 2. Y ⊆ C(X) ⇔ C(Y ) ⊆ C(X)

Доказательство. (⇒) Пусть Y ⊆ C(X), тогда, в силу A2 и A3
верно, что C(Y ) ⊆ C(C(X)) = C(X).

(⇐) Пусть C(Y ) ⊆ C(X). В силу A1 верно, что Y ⊆ C(Y ),
тогда Y ⊆ C(X). q.e.d.

СЛЕДСТВИЕ 1. α ∈ C(X) ⇔ C(α) ⊆ C(X)

ТЕОРЕМА 3. C(X) ∪ C(Y ) ⊆ C(X ∪ Y )

Доказательство. Так как X ⊆ X ∪ Y и Y ⊆ X ∪ Y . Следова-
тельно C(X) ⊆ C(X ∪ Y ) и C(Y ) ⊆ C(X ∪ Y ). Таким образом
C(X) ∪ C(Y ) ⊆ C(X ∪ Y ). q.e.d.

ТЕОРЕМА 4. C(C(X) ∪ C(Y )) = C(X ∪ Y )

Доказательство. Включение C(C(X)∪C(Y )) ⊆ C(X ∪Y ) сле-
дует из предыдущей теоремы. Докажем обратное включение.
Так как X ⊆ C(X) и Y ⊆ C(Y ), то X ∪ Y ⊆ C(X) ∪ C(Y ).

q.e.d.

4 Хорошо определенная логика
Поскольку импликация в языке нашей логики должна выра-
жать отношение выводимости из списка посылок, то язык дол-
жен содержать также связку, объединяющую посылки в спи-
сок. Таким образом, будем рассматривать логики в языке, со-
держащем связки импликации → и конъюнкции ∧. При этом
предполагаем, что конъюнкция обладает свойствами коммута-
тивности и ассоциативности. Поэтому посредством квазиформу-
лы α1∧. . .∧αn будем обозначать конъюнкцию формул α1, . . . , αn,
взятых в произвольном порядке и с произвольной (но правиль-
ной) расстановкой скобок, запись [α1 ∧ . . . ∧ αn] будет означать
множество всех таких конъюнкций. Запись [α1 ∧ . . . ∧ αn → α]
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будет обозначать множество всех импликаций, в посылках ко-
торых стоят конъюнкции, соответствующие данной квазифор-
муле. Пусть X — некоторое конечное множество формул, по-
средством X∧ будем обозначать некоторую конъюнкцию всех
формул из этого множества.

Будем считать, что операция присоединения следствий C в
нашем языке уже задана и к тому же согласована с импликацией
и конъюнкцией следующим образом:

B1. [α1 ∧ . . . ∧ αn → α] ⊆ C(∅) ⇔ α ∈ C(α1, . . . , αn).

Верно следующее утверждение:

ТЕОРЕМА 5. Условие B1 эквивалентно следующему множе-
ству условий:

С1. C — стандартное следование;

С2. α→ β ∈ C(∅) ⇔ β ∈ C(α);

С3. C(α ∧ β) = C(α, β).

Для его доказательства нам потребуется следующая

ЛЕММА 1. Пусть C — такое следование, что для него верно,
что C(α∧β) = C(α, β), тогда для него верны равенства C((α∧
β) ∧ γ) = C(α ∧ (β ∧ γ)) = C(α, β, γ).

Доказательство.
C((α ∧ β) ∧ γ) = C(α ∧ β, γ) = C(C(α ∧ β), C(γ)) =
= C(C(α, β), C(γ)) = C(α, β, γ) = C(C(α), C(β, γ)) =
= C(C(α), C(β ∧ γ)) = C(α, β ∧ γ) = C(α ∧ (β ∧ γ)).

q.e.d.

Доказательство. (Доказательство теоремы 5).
(⇒) 1) Финитарность операции C следует из того, что

α ∈ C(X) тогда и только тогда, когда существует такое конечное
множество формул {α1, . . . , αn} ⊆ X, что [α1∧ . . .∧ αn → α] ⊆
C(∅).

Поскольку множество C(∅) замкнуто относительно всех под-
становок, то для любой подстановки ε верно, что если формула
α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ C(∅), то и εα1 ∧ . . . ∧ εαn → εα ∈ C(∅).
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Таким образом, для любой формулы α и любой подстановки ε
верно, что если α ∈ C(X), то и εα ∈ C(εX). Откуда следует, что
εC(X) ⊆ C(εX).

2) Условие C2 совпадает с условием B1, при n = 1.
3) По условию B1:

γ ∈ C(α, β) ⇔ [α ∧ β → γ] ⊆ C(∅) ⇔ γ ∈ C(α ∧ β).

(⇐) Индукцией по n ≥ 1 докажем, что из условий C1–C3 следует
условие B1.

Базис очевиден. Пусть для k = n− 1 верно, что

α ∈ C(α1, . . . , αk) ⇔ [α1 ∧ . . . ∧ αk → α] ⊆ C(∅).

Таким образом, C(α1, . . . , αn−1) = C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1).
Пусть α ∈ C(α1, . . . , αn). Поскольку верно следующее вклю-

чение — C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1) ⊆ C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn), то
{α1, . . . , αn} ⊆ C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn). Следовательно, вер-
но, что C({α1, . . . , αn}) ⊆ C(C(α1 ∧ . . . ∧αn−1, αn)). При этом
в силу условия C3 и леммы 1, мы получаем следующее равен-
ство C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn) = C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1 ∧ αn). Также
имеем, что C(C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn)) = C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn).
Поэтому C(α1, . . . , αn) ⊆ C(α1 ∧ . . . ∧ αn). Таким образом,
α ∈ C(α1 ∧ . . . ∧αn) и, следовательно, в силу условия C2 верно,
что [α1 ∧ . . . ∧ αn → α] ⊆ C(∅).

Пусть [α1 ∧ . . .∧ αn → α] ⊆ C(∅) и, значит, α ∈ C(α1 ∧ . . . ∧
αn). Так как {α1, . . . , αn−1} ⊆ {α1, . . . , αn}, то следовательно
C(α1 ∧ . . . ∧ αn−1) ⊆ C(α1, . . . , αn). Таким образом, формула
α1 ∧ . . . ∧ αn−1 ∈ C(α1, . . . , αn). Отсюда не сложно заметить
следующее включение: {α1 ∧ . . . ∧ αn−1, αn} ⊆ C(α1, . . . , αn).
Следовательно, получаем, что C(α1∧ . . . ∧αn) ⊆ C(α1, . . . , αn).

q.e.d.

Логика, следование в которой удовлетворяет условиям C1–C3,
в работах Ризарда Вуйцицкого ([1] и [2]) была названа хорошо
определенной логикой (well-determined logic). Там же определено
и понятие дедуктивного множества формул.

Далее следование в хорошо определенной логике мы будем
называть хорошо определенным следованием.
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5 Дедуктивные множества
Множество формул L будем называть дедуктивным тогда и
только тогда, когда существует такая хорошо определенная ло-
гика C, что C(∅) = L.

Формулы, содержащие в качестве связки только конъюнкцию,
везде далее будем обозначать маленькими греческими буквами
с индексом ∧, например α∧. Множество пропозициональных пе-
ременных, входящих в формулу α, будем обозначать V ar(α).

ЛЕММА 2. Если множество L является дедуктивным, то оно
удовлетворяет следующим условиям:

1. Множество L замкнуто относительно всех подстано-
вок.

2. Для любых формул α∧ и β∧ верно, что если имеет место
включение V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧), то α∧ → β∧ ∈ L.

3. Множество L замкнуто относительно следующих пра-
вил вывода:

(TR)
p→ q, q → r

p→ r
(CM)

p1 → q1, p2 → q2

p1 ∧ p2 → q1 ∧ q2
(AD)

p, q

p ∧ q

(CV )
p, p ∧ q → r

q → r
(MP )

p, p→ q

q
(EA)

p→ q

p ∧ r → q
.

Доказательство. Пусть множество L дедуктивно, значит, су-
ществует такое хорошо определенное стандартное следование C,
что C(∅) = L.

1. Поскольку C — структурное, то множество C(∅) = L
замкнуто относительно всех подстановок.

2. В силу леммы 1 и свойства C3 верны следующие равен-
ства: C(α∧) = C(V ar(α∧)) и C(β∧) = C(V ar(β∧)). Тогда, если
V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧), то, следовательно, C(V ar(β∧))⊆C(V ar(α∧))
и значит C(β∧) ⊆ C(α∧). Таким образом, β∧ ∈ C(α∧), откуда
следует, что α∧ → β∧ ∈ C(∅).

3. (TR) Пусть p→ q ∈ C(∅) и q → r ∈ C(∅). Значит q ∈ C(p)
и r ∈ C(q). Так как по следствию 1 C(q) ⊆ C(p), то r ∈ C(p) и,
следовательно, p→ r ∈ C(∅).
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(CM) Пусть p1 → q1 ∈ C(∅) и p2 → q2 ∈ C(∅), тогда q1 ∈
C(p1) и q2 ∈ C(p2). Так как {p1} ⊆ {p1, p2}, {p2} ⊆ {p1, p2} и, по
теореме 5, C(p1, p2) = C(p1∧p2), то верно, что C(p1) ⊆ C(p1∧p2)
и C(p2) ⊆ C(p1∧p2). Таким образом, множество {q1, q2} ⊆ C(p1∧
p2). Тогда, по теореме 2, C(q1, q2) ⊆ C(p1 ∧ p2). Отсюда следует,
что C(q1∧q2) ⊆ C(p1∧p2), и, в силу указанного выше следствия,
q1 ∧ q2 ∈ C(p1 ∧ p2). Следовательно, p1 ∧ p2 → q1 ∧ q2 ∈ C(∅).

(CV) Пусть p ∈ C(∅) и p ∧ q → r ∈ C(∅). В силу свойства
A3 из первого следует, что p ∈ C(q), и, значит, по теореме 1,
C(p, q) = C(q). Из второго условия следует, что r ∈ C(p, q).
Таким образом, r ∈ C(q) и, значит, q → r ∈ C(∅).

(MP) Пусть p ∈ C(∅) и p → q ∈ C(∅). Таким образом, q ∈
C(p) и C(p) ⊆ C(∅). Значит, q ∈ C(∅).

(AD) Пусть p ∈ C(∅) и q ∈ C(∅). Тогда, по свойствам A2 и
A3, получаем, что C(p, q) ⊆ C(∅), а, значит, и C(p ∧ q) ⊆ C(∅).
Таким образом, p ∧ q ∈ C(∅).

(EA) Пусть p → q ∈ C(∅). Таким образом, q ∈ C(p). Так как
{p} ⊆ {p, r}, то C(p) ⊆ C(p, r) и, значит, q ∈ C(p, r). Следова-
тельно, p ∧ r → q ∈ C(∅). q.e.d.

Пусть L — непустое множество формул. Посредством L⃗ обо-
значим одноместную операцию на множестве 2S , котрую опре-
делим следующим образом:

(1) α ∈ L⃗(X) ⇔ ∃ α1, . . . , αn ∈ X ∪ L (α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ L).

Пусть X — некоторое множество, посредством RX будем обо-
значать множество всех правил вывода, относительно которых
множество X замкнуто.

ТЕОРЕМА 6. Пусть L — некоторое множество формул, зам-
кнутое относительно подстановки, для которого верно, что
{α∧ → β∧|V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧)} ⊆ L и {(TR), (CM)} ⊆ RL. То-
гда L⃗ является стандартным следованием, причем L ⊆ L⃗(∅).

Доказательство. Докажем, что L⃗ является операцией присо-
единения следствий.

(A1) Пусть α ∈ X, так как α→ α ∈ L, то, по (1), α ∈ L⃗(X).
(A3) Пусть X ⊆ Y . Если α ∈ L⃗(X), то, по условию (1),

∃ α1, . . . , αn ∈ X ∪L (α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ L). Так как X ⊆ Y , то
α1, . . . , αn ∈ Y ∪ L и, значит, α ∈ L⃗(Y ).
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(A2) Включение L⃗(X) ⊆ L⃗(L⃗(X)) следует из A1. Докажем
обратное включение.

Пусть формула α ∈ L⃗(L⃗(X)), тогда в силу условия (1) верно,
что ∃ α1, . . . , αn ∈ L ∪ L⃗(X) (α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ L).

Заметим, что если α ∈ L, то, так как α → α ∈ L, имеем
α ∈ L⃗(∅). Следовательно, L ⊆ L⃗(∅) и, значит, L∪ L⃗(X) = L⃗(X).

Таким образом, для любого 1 ≤ i ≤ n, верно, что αi ∈ L⃗(X)
и, значит, в силу (1), существуют формулы αi1, . . . , αimi ∈ L∪X
такие, что αi1 ∧ . . . ∧ αimi → αi ∈ L.

Введем следующие обозначения. Положим βi = αi1∧. . .∧αimi ,
β1 = β1, α1 = α1 и для любого 1 ≤ k ≤ n − 1, βk+1 = βk ∧ βk+1

и αk+1 = αk ∧ αk+1.
Применяем (CM). Для любого 1 ≤ k ≤ n− 1:

βk → αk, βk+1 → αk+1

βk+1 → αk+1
.

Затем применяем (TR):

βn → αn, αn → α

βn → α
.

Таким образом, формула βn → α ∈ L. Поскольку при этом вер-
но, что {α11, . . . , α1m1 , . . . , αn1, . . . , αnmn} ⊆ X ∪ L, то α ∈ L⃗(X).
Следовательно L⃗(L⃗(X)) ⊆ L⃗(X) и, значит, L⃗(X) = L⃗(L⃗(X)).

Чтобы доказать стандартность следования L⃗, докажем снача-
ла его структурность.

Пусть α ∈ εL⃗(X), тогда существует такая формула β, что
α = εβ, и существуют формулы α1, . . . , αn ∈ L ∪ X такие, что
формула α1 ∧ . . . ∧ αn → β ∈ L. Так как множество L замкнуто
относительно любой подстановки, то εα1 ∧ . . . ∧ εαn → εβ ∈ L.
Поскольку при этом εα1, . . . , εαn ∈ L ∪ εX, то α = εβ ∈ L⃗(εX).
Таким образом, εL⃗(X) ⊆ L⃗(εX).

Остается доказать финитарность. Пусть α ∈ L⃗(X), тогда, по
условию (1), ∃ α1, . . . , αn ∈ L∪X (α1 ∧ . . .∧αn → α ∈ L). Пусть
Y = {α1, . . . , αn} ∩X. По условию (1) получаем, что α ∈ L⃗(Y ),
так как ∃ α1, . . . , αn ∈ L∪Y (α1∧. . .∧αn → α ∈ L). Заметим, что
множество Y является конечным подмножеством множества X.

q.e.d.
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Далее операцию L⃗, определенную для множества L, удовлетво-
ряющего условиям теоремы 6, будем называть импликативным
следованием над множеством L.

ЛЕММА 3. Пусть L — некоторое множество формул, для ко-
торого выполненны условия теоремы 6. Для следования L⃗ вер-
но, что L⃗(∅) = L, если {(AD), (MP )} ⊆ RL.

Доказательство. Включение L ⊆ L⃗(∅) доказано в теореме 6,
докажем обратное включение. Пусть α ∈ L⃗(∅), следовательно
существуют формулы α1, . . . , αn ∈ L такие, что формула α1 ∧
. . . ∧ αn → α ∈ L. Применяя n − 1 раз правило (AD), получим,
что α1 ∧ . . . ∧ αn ∈ L и, следовательно, по правилу (MP), α ∈ L.

q.e.d.

ТЕОРЕМА 7. Пусть L — некоторое множество формул. Опе-
рация L⃗ является хорошо определенным следованием, для ко-
торого L⃗(∅) = L, если и только если

L замкнуто относительно подстановки,

{α∧ → β∧|V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧)} ⊆ L и

{(TR), (CM), (AD), (MP ), (CV ), (EA)} ⊆ RL.

Доказательство. (⇒) Следует из леммы 2.
(⇐) Докажем, что L⃗ является следованием хорошо опреде-

ленной логики.
(С1) Что L⃗ является стандартным следованием, для которого

L⃗(∅) = L, доказано в теореме 6 и лемме 3.
(C2) (⇐) Пусть α ∈ L⃗(β), тогда существуют такие формулы

α1, . . . , αn ∈ L ∪ {β} , что α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ L.
Возможны два случая.
1) Формула β ̸∈ {α1, . . . , αn}. Так как α1∧ . . .∧αn → α ∈ L, то,

используя правило (EA), получаем, что α1∧ . . .∧αn∧β → α ∈ L.
2) Для некоторого 1 ≤ i ≤ n формула β = αi. Заметим, что

поскольку {α∧ → β∧|V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧)} ⊆ L и множество
L замкнуто отросительно подстановки и правила (TR), то если
верно, что α1∧. . .∧αn → α ∈ L, то верно и [α1∧. . .∧αn → α] ⊆ L.
Тогда получаем, что

(α1 ∧ (. . . ∧ (αi−1 ∧ (αi+1 ∧ (. . . ∧ (αn ∧ β) . . .) → α ∈ L.
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Теперь применением в обоих случаях соответствующего числа
раз правила (CV) получим, что β → α ∈ L.

(⇒) Пусть β → α ∈ L, тогда из определения операции L⃗
следует, что α ∈ L⃗(β).

(C3) (⇐) Пусть формула α ∈ L⃗(β, γ), тогда существуют такие
формулы α1, . . . , αn ∈ L ∪ {β, γ}, что α1 ∧ . . . ∧ αn → α ∈ L.
Возможны следующие случаи.

1) Множество {β, γ} ̸⊆ {α1, . . . , αn}. Значит, α1, . . . , αn ∈ L и
тогда, применяя правила (AD) и (MP), получим, что α ∈ L⃗(∅).
Поскольку L⃗(∅) ⊆ L⃗(β ∧ γ), то α ∈ L⃗(β ∧ γ).

2) Для некоторого 1 ≤ i ≤ nформула β = αi и γ ̸∈ {α1, . . . , αn},
тогда, как замечено для аналогичного случая выше, получаем,
что (α1 ∧ (. . . ∧ (αi−1 ∧ (αi+1 ∧ (. . . ∧ (αn ∧ β) . . .) → α ∈ L. При-
меняя соответствующее число раз правило (CV), получим, что
β → α ∈ L. Откуда, применяя правило (EA), получаем, что
β ∧ γ → α ∈ L. Тогда, по определению, α ∈ L⃗(β ∧ γ).

3) Случай, когда для некоторого 1 ≤ i ≤ n формула γ = αi и
β ̸∈ {α1, . . . , αn} доказывается аналогично.

4) Пусть {β, γ} ⊆ {α1, . . . , αn}, как и выше, отсюда следет,
что (α1 ∧ (. . .∧ (β ∧ γ) . . .) → α ∈ L. Применяя соответствующее
число раз правило (CV), получим, что β ∧ γ → α ∈ L.

(⇒) Пусть α ∈ L⃗(β ∧ γ), в силу доказанного выше пункта
C2, получаем, что β ∧ γ → α ∈ L, и, значит, по определению
операции L⃗, имеем, что α ∈ L⃗(β, γ).

Таким образом, L⃗(β, γ) = L⃗(β ∧ γ). q.e.d.

Из леммы 2 и теоремы 7 непосредственно следует критерий
дедуктивности множества формул.

ТЕОРЕМА 8. Множество L является дедуктивным тогда и
только тогда, когда оно удовлетворяет следующим условиям:

D1. Множество L замкнуто относительно всех подстано-
вок.

D2. {α∧ → β∧|V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧)} ⊆ L;

D3. {(TR), (CM), (AD), (MP ), (CV ), (EA)} ⊆ RL.

Заметим, что таким образом минимальное дедуктивное множе-
ство, которое мы будем обозначать буквой W , можно опреде-
лить как множество всех формул, выводимых в исчислении со
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множеством тавтологий {α∧ → β∧|V ar(β∧) ⊆ V ar(α∧)} и пра-
вилами вывода (TR), (CM), (AD), (MP), (CV) и (EA).

6 Единственность хорошо определенного
следования

Введем следующие определения.
Пусть C1 и C2 — некоторые следования над одним и темже

языком. Эти следования не совпадают, если существует такое
множество X, что C1(X) ̸= C2(X). Будем говорить, что следо-
вание C1 не сильнее следования C2, если для любого множества
X верно, что C1(X) ⊆ C2(X). Если имеет место тот факт, что
C1 не сильнее C2 и C1 ̸= C2, то будем говорить, что C1 слабее
C2 и C2 сильнее C1 и обозначать эти факты C1 < C2 и C2 > C1

соответственно.
Верна следующая

ТЕОРЕМА 9. Пусть L — дедуктивное множество. Хорошо
определенное следование C такое, что C(∅) = L является един-
ственным и совпадает с импликативным следованием L⃗ над
множеством L.

Доказательство. Пусть C — некоторое хорошо определенное
следование такое, что C(∅) = L. Докажем, что оно совпада-
ет с импликативным следованием L⃗, откуда и будет следовать
единственность такого следования.

Пусть C ̸= L⃗, тогда либо L⃗ < C, либо C < L⃗, либо C несрав-
нимо с L⃗.

Пусть L⃗ < C, тогда существуют такое множество X, что
L⃗(X) ⊂ C(X), а значит, и такая формула α, что α ∈ C(X) и
α ̸∈ L⃗(X). Поскольку C — финитарное, то, следовательно, су-
ществует такое конечное множество Y ⊆ X, что α ∈ C(Y ), при-
чем α ̸∈ L⃗(Y ). Так как C — хорошо опредленное следование, то
Y ∧ → α ∈ C(∅) = L, тогда, по определению импликативного
следования, α ∈ L⃗(Y ). Противоречие.

Пусть C < L⃗, тогда существует такое множествоX, что C(X) ⊂
L⃗(X), а значит, и такая формула α, что α ̸∈ C(X) и α ∈ L⃗(X).
Из последнего следует, что существует конечное множество фор-
мул Y = {α1, . . . , αn} ⊆ X ∪L, причем такое, что α1 ∧ . . .∧αn →
α ∈ L. Введем следующие обозначения. Посредством ZL обозна-
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чим конъюнкцию всех формул из множества Y ∩ L. Положим
Z = Y \ L ⊆ X. В силу теоремы 8 имеем, что ZL ∧ Z∧ → α ∈ L
и Z∧ → α ∈ L. Так как Z ⊆ X и L = C(∅), то α ∈ C(X).
Противоречие.

Пусть C и L⃗ несравнимы друг с другом, тогда существуют
такие множества X и Y и такие формулы α и β, что α ∈ C(X)
и α ̸∈ L⃗(X), и β ̸∈ C(X) и β ∈ L⃗(X). Далее доказательство
аналогично доказательствам для случаев, приведенных выше.

Таким образом, C = L⃗. q.e.d.

7 Хорошо определенные логики и теорема о
дедукции

Заметим, что тот факт, что α ∈ C(β), означает, что формулы α
и β находятся над данной логикой в отношении выводимости,
что в более привычных обозначениях записывается как α ⊢ β.
Тогда условие (C2) теоремы 5 запишется знакомым образом

α ⊢ β ⇔ ⊢ α→ β.

Таким образом, условие (C2) есть не что иное, как слабый
вариант теоремы о дедукции. Это означает, что теорема о де-
дукции должна рассматриваться не только как технический мо-
мент, упрощающий построение выводов, но и как сообщение о
некоторой согласованности языка и логики этого языка. А имен-
но как сообщение о том, что язык обладает некоторыми сред-
ствами, позволяющими высказываться о логике этого же языка.

Если для логики верна теорема о дедукции в слабой ее форме,
то будем говорить, что логика обладает слабым дедуктивным
свойством или является слабо-дедуктивной.

Из теорем 8 и 9 следует

ТЕОРЕМА 10. Минимальной логикой в языке, содержащем им-
пликацию и конъюнкцию, обладающей слабым дедуктивным свой-
ством, является логика с импликативным следованием W⃗ над
множеством W .

Минимальные логики с дедуктивным свойством исследова-
лись В.А. Смирновым. В работе [3] им были представлены неко-
торые такие логики. Также, Х. Карри в книге [4] был приве-
ден достаточный критерий для слабой дедуктивности некото-
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рых логик. Однако в указанных работах рассматривались ло-
гики, для теорий которых постулировалась замкнутость отно-
сительно правила modus ponens, кроме того, логики найденные
В.А. Смирновым обладают и сильным дедуктивным свойством.
Таким образом, результаты Р. Вуйцицкого, а также автора дан-
ной работы являются обобщением дедуктивного свойства логик
в несколько ином направлении.

Литература
[1] Wojcicki R. Lectures on Propositional Calculi // www.studialogica.org/wojcicki
[2] Wojcicki R. Lectures on Propositional Calculi // Wroclaw: Ossolineum, 1984.
[3] Смирнов В.А. Формальный вывод и логические исчисления. М., 1972.
[4] Хаскел Б. Карри Основания математической логики. М., 1969.



О некоторых функциональных
свойствах трехзначных матриц для
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abstract. In this paper a number of functional properties of implicative-
negative three-valued logical matrices with the classical cosequence relation
is described.
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значная логика, отношение логического следования, логические мат-
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В данной статье будет рассмотрен ряд трехзначных семан-
тик для классической пропозициональной логики, построенных
с помощью логических матриц.

Дадим ряд необходимых определений.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 (Алфавит пропозиционального языка L⊃¬).
Алфавиту пропозиционального языка L⊃¬ принадлежат толь-
ко следующие символы: бинарная логическая связка ⊃, унар-
ная логическая связка ¬, пропозициональные переменные p1, p2,
p3, . . . , а также скобки.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 (L⊃¬-формула). Каждая пропозициональ-
ная переменная pi есть L⊃¬-формула. Если A — L⊃¬-формула,
то ¬A есть L⊃¬-формула. Если A и B — L⊃¬-формулы, то A ⊃ B
есть L⊃¬-формула. Ничто иное не L⊃¬-формула.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 (Логическая матрица). Будем называть ло-
гической матрицей M = ⟨U,F,D⟩, где U — непустое множество,
D — непустое подмножество U , интерпретируемое как множе-
ство выделенных значений, F — множество операций, заданных
на U .
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Если не указано иное, будем рассматривать матрицы, в кото-
рых множество F содержит в точности одну бинарную и одну
унарную базовые операции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 (Оценка L⊃¬-формулы в M). Оценку v про-
извольной L⊃¬-формулы A в M (символически — |A|Mv ) опре-
делим обычным образом: |p|Mv ∈ U , если p есть пропозицио-
нальная переменная; если A и B есть L⊃¬-формулы, а → и ∼
есть соответственно бинарная и унарная базовые операции M ,
то |A ⊃ B|Mv = |A|Mv → |B|Mv , |¬A|Mv =∼ |A|Mv .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5 (Логический закон). L⊃¬-формула A явля-
ется законом в логической матрице M , е.т.е. |A|Mv ∈ D при каж-
дой оценке v в M .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6 (Отношение логического следования). L⊃¬-
формула B логически следует из множества посылок Г в M
(символически Г |=M B), е.т.е. не существует оценки v в M , при
которой все формулы из Г принимают выделенное значение, а
формула B принимает невыделенное значение.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7 (Классическое отношение логического сле-
дования в M). Пусть логическая матрица M2 = ⟨{1, 0},⊃+,¬+,
{1}⟩ есть матрица для классической пропозициональной логики,
а ⊃+ и ¬+ определяются стандартными таблицами истинности
для импликации и отрицания. Пусть M3 = ⟨{1, 1

2 , 0},⊃
∗,¬∗, {1}⟩

есть произвольная матрица с трехэлементным множеством-носи-
телем, на котором заданы одна бинарная и одна унарная базо-
вые операции. Будем говорить, что отношение логического сле-
дования в M3 является классическим, если и только если вы-
полняется следующе условие: Г |=M2 B, е.т.е. Г |=M3 B.

Можно доказать следующую теорему [2]:

ТЕОРЕМА 1. Отношение логического следования в M3 явля-
ется классическим, только когда базовые связки M3 отвечают
следующим условиям: x ⊃∗ y = 1, е.т.е. x ∈ {1

2 , 0} или y = 1, в
противном случае x ⊃∗ y ∈ {1

2 , 0}; ¬
∗x = 1, е.т.е. x ∈ {1

2 , 0}, в
противном случае ¬∗x ∈ {1

2 , 0}.

Существует восемь наборов связок, отвечающих данному усло-
вию:
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⊃α 1 1
2 0

1 1 0 0
1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬ϵ

1 0
1
2 1
0 1

⊃β 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬ϵ

1 0
1
2 1
0 1

⊃γ 1 1
2 0

1 1 0 1
2

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬ϵ

1 0
1
2 1
0 1

⊃δ 1 1
2 0

1 1 1
2

1
2

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬ϵ

1 0
1
2 1
0 1

⊃α 1 1
2 0

1 1 0 0
1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬φ

1 1
2

1
2 1
0 1

⊃β 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬φ

1 1
2

1
2 1
0 1

⊃γ 1 1
2 0

1 1 0 1
2

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬φ

1 1
2

1
2 1
0 1

⊃δ 1 1
2 0

1 1 1
2

1
2

1
2 1 1 1
0 1 1 1

¬φ

1 1
2

1
2 1
0 1

Таким образом, может быть построено восемь логических мат-
риц с трехэлементным множеством-носителем, в которых отно-
шение логического следования является классическим. Обозна-
чим их соответственно как Mα,ϵ

3 , Mβ,ϵ
3 , Mγ,ϵ

3 , M δ,ϵ
3 , Mα,φ

3 , Mβ,φ
3 ,

Mγ,φ
3 , M δ,φ

3 . Некоторые из перечисленных связок достаточно из-
вестны. Так, первый набор связок — это внешние импликаци и
отрицание трехзначной логики Бочвара B3 [1]. Связка ⊃β была
независимо описана в целом ряде работ [4, 5, 6].

Как известно (см., например, [3]), классические импликация
и отрицание образуют функционально полную систему связок,
т. е. с их помощью может быть выражена любая функция, за-
данная на {1, 0}. Интересно, что в случае с приведенными выше
наборами связок ситуация совершенно иная.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Используя базовые операции Mα,ϵ
3 и M δ,φ

3 ,
нельзя выразить никакие иные из описанных нами связок.

Доказательство. Ясно, что любая функция, выразимая в дан-
ных матрицах, имеет область значения {1, 0} или {1, 1

2} соответ-
ственно. Однако это неверно для остальных матриц. q.e.d.
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УТВЕРЖДЕНИЕ 2. В Mβ,ϵ
3 выразимы связки Mα,ϵ

3 и не выра-
зимы базовые связки остальных матриц.

Доказательство. Импликация из Mα,ϵ
3 выражается следую-

щим образом: x ⊃α y = ¬ϵ¬ϵ(x ⊃β y). В то же время все функ-
ции Mβ,ϵ

3 имеют область значений {1, 0} при ограничении зна-
чений переменных тем же множеством. Однако это неверно для
остальных матриц. q.e.d.

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. В Mβ,φ
3 выразимы связки M δ,φ

3 и не выра-
зимы базовые связки остальных матриц.

Доказательство. Импликация из M δ,φ
3 выражается аналогич-

но предыдущему случаю: x ⊃δ y = ¬φ¬φ(x ⊃β y).
Покажем, что через базовые операции Mβ,φ

3 нельзя выразить
унарный оператор f1, такой, что f1(1) = 0.

Индуктивное допущение. Пусть f1 нельзя выразить в Mβ,φ
3 ,

используя менее k вхождений ⊃β и ¬φ.
Теперь допустим, что f1 можно выразить посредством супер-

позиции g операций ⊃β и ¬φ, содержащей в точности k вхожде-
ний данных операций.

Случай 1. g(x) = ¬φh(x). Тогда ¬φh(1) = 0. Однако это невоз-
можно в силу определения ¬φ.

Случай 2. g(x) = h′(x) ⊃β h′′(x).

1. h′(1) ⊃β h′′(1) = 0 (по условию)

2. h′(1) = 1 и h′′(1) = 0 (по определению ⊃β)

3. h′′(1) = 0. Число вхождений ⊃β и ¬φ в h′′ меньше k. про-
тиворечие с индуктивным допущением.

Индукция закончена. Оператор f1 невыразим в Mβ,φ
3 .

Однако этот оператор выразим в остальных матрицах: x ⊃α

¬φx для Mα,φ
3 , x ⊃γ ¬φx для Mγ,φ

3 , ¬ϵx для остальных матриц.
q.e.d.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4. M δ,ϵ
3 функционально эквивалентна Mα,φ

3 .
В этих матрицах выразимы базовые операции Mα,ϵ

3 и M δ,φ
3 и

не выразимы базовые операции Mβ,ϵ
3 , Mβ,φ

3 , Mγ,ϵ
3 и Mγ,φ

3 .
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Доказательство. Функциональная эквивалентность M δ,ϵ
3 и

Mα,φ
3 и выразимость базовых операций Mα,ϵ

3 и M δ,φ
3 :

• x ⊃α y = ¬ϵ¬ϵ(x ⊃δ y);

• ¬φx = x ⊃δ ¬ϵx;

• x ⊃δ y = ¬φ¬φ(x ⊃α y);

• ¬ϵx = x ⊃α ¬φx.

Теперь покажем, что через базовые операции M δ,ϵ
3 нельзя вы-

разить унарный оператор f1, такой, что f1(1
2) ̸= f1(0), содерже-

щий не меньше одного вхождения базовой операции.
Индуктивное допущение. Пусть f1 нельзя выразить в M δ,ϵ

3 ,
используя менее k (k ≥ 1) вхождений ⊃δ и ¬ϵ.

Допустим, что f1 можно выразить посредством суперпозиции
g операций ⊃δ и ¬ϵ, содержащей в точности k вхождений данных
операций.

Случай 1. Пусть g(x) = ¬ϵh(x)

1. ¬ϵh(1
2) ̸= ¬ϵh(0) (по условию)

2. h(x) содержит l (0 < l < k) вхождений базовых операций
или h(x) есть x (по условию)

3. Пусть h(x) есть x (допущение)

4. ¬ϵ 1
2 ̸= ¬ϵ0 (из 1, 3)

5. ¬ϵ 1
2 = ¬ϵ0 (по определению ¬ϵ)

6. h(x) содержит l вхождений базовых операций (из 2–5)

7. h(1
2) = h(0) (из 6 по индуктивному допущению)

8. ¬ϵh(1
2) = ¬ϵh(0) (из 7 по определению ¬ϵ)

9. Неверно, что g(x) = ¬ϵh(x) (из 1, 8)

Случай 2. Пусть g(x) = h′(x) ⊃δ h′′(x).

1. h′(1
2) ⊃δ h′′(1

2) ̸= h′(0) ⊃δ h′′(0) (по условию)
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2. h′(x) содержит l (0 < l < k) вхождений базовых операций
или h′(x) есть x (по условию)

3. h′′(x) содержит m (0 < m < k) вхождений базовых опера-
ций или h′′(x) есть x (по условию)

4. Пусть h′(x) есть x и h′′(x) есть x (допущение)

5. 1
2 ⊃δ 1

2 ̸= 0 ⊃δ 0 (из 1, 4)

6. 1
2 ⊃δ 1

2 = 0 ⊃δ 0 (по определению ⊃δ)

7. Неверно, что h′(x) есть x и h′′(x) есть x (из 5, 6)

8. Пусть h′(x) содержит l вхождений и h′′(x) содержит m
вхождений базовых операций.

9. h′(1
2) = h′(0) (из 8 по индуктивному допущению)

10. h′′(1
2) = h′′(0) (из 8 по индуктивному допущению)

11. h′(1
2) ⊃δ h′′(1

2) = h′(0) ⊃δ h′′(0) (по определению ⊃δ)

12. Неверно, что h′(x) содержит l вхождений и h′′(x) содержит
m вхождений базовых операций (из 1, 11).

13. Пусть h′(x) содержит l вхождений базовых операций и
h′′(x) есть x (допущение)

14. h′(1
2) ⊃δ (1

2) ̸= h′(0) ⊃δ (0) (из 1, 13)

15. h′(1
2) ⊃δ (1

2) = 1
2 и h′(0) ⊃δ (0) = 1, или h′(1

2) ⊃δ (1
2) = 1 и

h′(0) ⊃δ (0) = 1
2 (из 14 по определению ⊃δ)

16. Пусть h′(1
2) ⊃δ (1

2) = 1
2 и h′(0) ⊃δ (0) = 1 (допущение)

17. h′(1
2) = 1 (из 16 по определению ⊃δ)

18. h′(0) ̸= 1 (из 16 по определению ⊃δ)

19. h′(1
2) ̸= h′(0) (из 17, 18)

20. Неверно, что h′(1
2) ⊃δ (1

2) = 1
2 и h′(0) ⊃δ (0) = 1 (из 19 и

индуктивного допущения)
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21. h′(1
2) ⊃δ (1

2) = 1 и h′(0) ⊃δ (0) = 1
2 (из 15, 20)

22. h′(1
2) ̸= 1 (из 21 по определению ⊃δ)

23. h′(0) = 1 (из 21 по определению ⊃δ)

24. h′(1
2) ̸= h′(0) (из 22, 23)

25. Неверно, что h′(x) содержит l вхождений базовых опера-
ций и h′′(x) есть x (из 24 и индуктивного допущения)

26. Пусть h′(x) есть x и h′′(x) содержит m вхождений базовых
операций (допущение)

27. 1
2 ⊃δ h′′(1

2) = 1
2 и 0 ⊃δ h′′(0) = 1, или 1

2 ⊃δ h′′(1
2) = 1

и 0 ⊃δ h′′(0) = 1
2 (из 26 по определению ⊃δ). Однако это

невозможно в силу определения ⊃δ.

28. Неверно, что h′(x) есть x и h′′(x) содержит m вхождений
базовых операций (из 27)

29. Неверно, что g(x) = h′(x) ⊃δ h′′(x) (из 2, 3, 4, 12, 25, 28)

Таким образом, через базовые операции M δ,ϵ
3 нельзя выразить

унарный оператор f1, такой, что f1(1
2) ̸= f1(0), содержещий не

меньше одного вхождения базовой операции.
Однако такой оператор выразим в Mβ,ϵ

3 , Mβ,φ
3 , Mγ,ϵ

3 и Mγ,φ
3 :

(x ⊃β x) ⊃β x, (x ⊃γ x) ⊃γ x. q.e.d.

УТВЕРЖДЕНИЕ 5. Mγ,ϵ
3 функционально эквивалентна Mγ,φ

3 .
В этих матрицах также выразимы базовые связки всех осталь-
ных матриц.

Доказательство. Чтобы доказать данное утверждение, доста-
точно следующих тождеств:

• ¬φx = x ⊃γ ¬ϵx

• ¬ϵx = x ⊃γ ¬φx

• x ⊃β y = x ⊃γ (¬φy ⊃γ y)

• x ⊃δ y = ¬φ¬φ(x ⊃γ y)

q.e.d.
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Обобщая доказанные утверждения, можно заключить, что
между матрицами Mα,ϵ

3 , Mβ,ϵ
3 , Mγ,ϵ

3 , M δ,ϵ
3 , Mα,φ

3 , Mβ,φ
3 , Mγ,φ

3 ,
M δ,φ

3 имеет место порядок по отношению выразимости базовых
связок. Причем, Mγ,ϵ

3 и функционально эквивалентная ей Mγ,φ
3

выступают в роли максимума, Mα,ϵ
3 и M δ,φ

3 есть несравнимые
минимумы, а Mβ,ϵ

3 , Mβ,φ
3 и M δ,ϵ

3 , функционально эквивалент-
наяMα,φ

3 представляют собой три несравнимых промежуточных
элемента.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6. Набор базовых операций Mγ,ϵ
3 не является

функционально полным в P3.

Доказательство. Покажем, что через операции ¬ϵ и ⊃γ невы-
разим унарный оператор f1(x), такой что f1(1

2) = 1 и f1(0) = 0.
Индуктивное допущение. Пусть f1 нельзя выразить в Mγ,ϵ

3 ,
используя менее k вхождений ⊃γ и ¬ϵ.

Теперь допустим, что f1 можно выразить посредством супер-
позиции g операций ⊃γ и ¬ϵ, содержащей в точности k вхожде-
ний данных операций.

Случай 1. Пусть g(x) есть ¬ϵh(x)

1. ¬ϵh(1
2) = 1 и ¬ϵh(0) = 0 (по условию)
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2. h(1
2) ̸= 1 и h(0) = 1 (в силу определения ¬ϵ)

3. h(x) содержит по меньшей мере одну операцию и имеет
вид ¬ϵh∗(x) или h′(x) ⊃γ h′′(x) (из 2)

4. Пусть h(x) имеет вид ¬ϵh∗(x) (допущение)

5. ¬ϵh∗(1
2) ̸= 1 и ¬ϵh∗(0) = 1 (из 2 и 4)

6. h∗(1
2) = 1 и h∗(0) = 0 (из 5 по определеню ¬ϵ). Однако это

противоречит индуктивному допущению. Следовательно,
неверно, что h(x) имеет вид ¬ϵh∗(x).

7. h(x) имеет вид h′(x) ⊃γ h′′(x) (из 3 и 6)

8. h′(1
2) ⊃γ h′′(1

2) ̸= 1 и h′(0) ⊃γ h′′(0) = 1 (из 1, 7)

9. h′(1
2) = 1 и h′′(1

2) ̸= 1 (из 8)

10. h′(0) ̸= 1 или h′′(0) = 1 (из 8)

11. Пусть h′(0) ̸= 1 (Допущение)

12. ¬ϵ¬ϵh′(0) = 0 (из 11 по определению ¬ϵ)

13. ¬ϵ¬ϵh′(1
2) = 1 (из 9 по определению ¬ϵ)

14. ¬ϵ¬ϵh′(x) содержит менее k вхождений связок. Следова-
тельно, неверно, что h′(0) ̸= 1 (из 12, 13 и индуктивного
допущения)

15. h′′(0) = 1 (из 10, 14)

16. ¬ϵh′′(0) = 0 (из 15 по определению ¬ϵ)

17. ¬ϵh′′(1
2) = 1 (из 9 по определению ¬ϵ)

18. ¬ϵh′′(x) содержит менее k вхождений связок. Неверно, что
g(x) есть ¬ϵh(x) (из 16, 17 и индуктивного допущения)

Случай 2. Пусть g(x) есть h′(x) ⊃γ h′′(x)

1. h′(1
2) ⊃γ h′′(1

2) = 1 и h′(0) ⊃γ h′′(0) = 0 (по условию)

2. h′(0) = 1 и h′′(0) = 1
2 (из 1 по определению ⊃γ)
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3. h′(1
2) ̸= 1 или h′′(1

2) = 1 (из 1 по определению ⊃γ)

4. Пусть h′(1
2) ̸= 1 (Допущение)

5. ¬ϵh′(1
2) = 1 (из 4 по определению ¬ϵ)

6. ¬ϵh′(0) = 0 (из 2 по определению ¬ϵ)

7. ¬ϵh′(x) содержит менее k вхождений операций. Таким об-
разом, неверно, что h′(1

2) ̸= 1 (из 5, 6 и индуктивного до-
пущения)

8. h′′(1
2) = 1 (из 3, 7)

9. ¬ϵ¬ϵh′′(1
2) = 1 (из 8 по определению ¬ϵ)

10. ¬ϵ¬ϵh′′(0) = 0 (из 2 по определению ¬ϵ)

11. ¬ϵ¬ϵh′′(x) содержит m(m ≤ k) операций. Однако это про-
тиворечит индуктивному допущению и Случаю 1 настоя-
щего доказательства.

Таким образом, набор базовых операций Mγ,ϵ
3 не является функ-

ционально полным в P3. q.e.d.

Мы показали, что различные трехэлементные матрицы с клас-
сическим отношением логического следования не только раз-
личаются по силе с функциональной точки зрения, но и об-
разуют достаточно интересную структуру. Можно сделать вы-
вод, что функциональная полнота системы базовых связок в
импликативно-негативной логической матрице не является необ-
ходимым свойством классической логики высказываний.

В стандартной двузначной матрице классические конъюнк-
ция и дизъюнкция обладают совйствами решеточных операто-
ров. То есть они удовлетворяют следующим тождествам:

• Идемпотентность: x ∨ x = x, x ∧ x = x;

• Коммутативность: x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x;

• Ассоциативность: x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) =
(x ∧ y) ∧ z;
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• Поглощение: x ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x.

Так ли это для рассмотренных выше матриц? Выразим дизъ-
юнкцию через импликацию и отрицание:

x ∨ y = ¬x ⊃ y.

В зависимости от выбранных ¬ и ⊃ может получиться одна
из следующих связок.

∨1 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 0 0

0 1 0 0

∨2 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 1

2 0

0 1 1
2 0

∨3 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 0 1

2

0 1 0 1
2

∨4 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2

1
2

Операции ∨1 сответствуют Mα,ϵ
3 и Mα,φ

3 . Операции ∨2 сответ-
ствуют Mβ,ϵ

3 и Mβ,φ
3 . Операции ∨3 сответствуют Mγ,ϵ

3 и Mγ,φ
3 .

Операции ∨4 сответствуют M δ,ϵ
3 и M δ,φ

3 .
Теперь определим конъюнкцию через ипликацию и отрица-

ние:

x ∧ y = ¬(x ⊃ ¬y).

В зависимости от выбранных ¬ и ⊃ возможны два варианта.

∧1 1 1
2 0

1 1 0 0
1
2 0 0 0

0 0 0 0

∧2 1 1
2 0

1 1 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0 1
2

1
2

1
2

Операции ∧1 соответствуют Mα,ϵ
3 , Mβ,ϵ

3 , Mγ,ϵ
3 , M δ,ϵ

3 . Операции
∧2 соответствуют Mα,φ

3 , Mβ,φ
3 , Mγ,φ

3 , M δ,φ
3 .
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Mα,ϵ
3 Mβ,ϵ

3 Mγ,ϵ
3 M δ,ϵ

3

x ∨ x = x − + − −
x ∧ x = x − − − −

x ∨ y = y ∨ x + − − +

x ∧ y = y ∧ x + + + +

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z + + − +

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z + + + +

x ∨ (x ∧ y) = x − − − −
x ∧ (x ∨ y) = x − − − −

Mα,φ
3 Mβ,φ

3 Mγ,φ
3 M δ,φ

3

x ∨ x = x − + − −
x ∧ x = x − − − −

x ∨ y = y ∨ x + − − +

x ∧ y = y ∧ x + + + +

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z + + − +

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z + + + +

x ∨ (x ∧ y) = x − − − −
x ∧ (x ∨ y) = x − − − −

Таким образом, ни в одной из рассматриваемых матриц дизъ-
юнкция и конъюнкция не обладают свойствами решеточных опе-
раторов.
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Две истины — одна логика1

Д.В. Зайцев, О.М. Григорьев

Мы должны отличать вопрос
«Что есть истина?»

от совершенно другого вопроса
«Что является истинным?».

Ф. Рамсей

abstract. In this paper we develop a new conception of two-compo-
nent truth-values combining ontological and epistemological strands. In
so doing we first present philosophical justification for this approach
and then consider algebraic and semantical (valuational) systems of two-
component truth.

Ключевые слова: обобщенные истинностные значения, релевантная
логика первого уровня, логика Данна–Белнапа, двухкомпонентная
истинность, редукция истинностных значений

1 От истины Дана–Белнапа к истине
Шрамко–Ванзинга: обобщенные истинностные
значения и функция мультиоценки

В современной философской логике все больший интерес вызы-
вает проект обобщенных истинностных значений и соответству-
ющих функций приписывания значений. Наиболее важные ве-
хи развития этого проекта представлены известной «полезной»
четырехзначной логикой Н. Белнапа для рассуждающего ком-
пьютера, [1, 2] и не менее полезной шестнадцатизначной логикой
компьютерной сети Я. Шрамко и Г. Ванзинга [10]. В послед-
нее время на страницах «Логических исследований» этой теме
уделялось серьезное внимание (см., например, [16, 18]), одна-
ко для того чтобы сделать данную статью самодостаточной, мы

1Работа поддержана РГНФ. Грант №10-03-00221а.
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посчитали возможным предварить изложение наших идей крат-
ким экскурсом в область обобщенных истинностных значений и
функций оценки.

Несмотря на то что логика Белнапа получила широкую из-
вестность и со временем стала практически парадигмальной,
исторически первая обобщенная релевантная логика была по-
строена Дж. М. Данном в работе [4]. Данн исходил из идеи пре-
сыщенных оценок и истинностно-значных провалов, когда одна
и та же формула может принимать как оба традиционных зна-
чения «истина» и «ложь», так и ни одно из них. В результате
получается четыре случая приписывания значений: два «нор-
мальных», один пресыщенный и один с провалом значений. Два
последних случая приписываний оказываются актуальными, ко-
гда необходимо иметь дело с противоречивой и неполной инфор-
мацией соответственно. Именно поэтому свои новаторские идеи
Данн развивал применительно к так называемой релевантной
логике первого уровня (first-degree entailment, или FDE).

Существует несколько способов задания обобщенной функции
приписывания значений, допускающей как провалы оценок, так
и пресыщенные оценки. Для данной работы наиболее интерес-
ны два из них, принадлежащие Данну (см. также [5] и [6]) и
Белнапу.

Первый способ связан с изменением трактовки функции при-
писывания значений, оценка понимается как функция, значе-
ниями которой являются не элементы множества {и, л}, а под-
множества этого множества. Тогда указанные выше четыре слу-
чая приписывания значений произвольной формуле могут быть
представлены следующим образом:

1. формуле в качестве значения приписано множество {и};

2. формуле в качестве значения приписано множество {л};

3. формуле в качестве значения приписано множество {и, л};

4. в качестве значения приписано пустое множество ∅.

Такой подход позволяет говорить не только об обобщении
множества истинностных значений через операцию взятия мно-
жества-степени, но и через обобщение самой функции припи-
сывания. В работе [18] предложено называть такую функцию
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«функцией мультиоценки». При этом следует иметь в виду, что
даже случаи 1 и 2, кажущиеся, на первый взгляд, вполне класси-
ческими, тем не менее существенно отличаются от стандартных
приписываний значений в классической пропозициональной ло-
гике. Отметим еще раз, классическая оценка предполагает при-
писывание формуле ровно одного элемента из множества {и, л},
в то время как мультиоценка ставит формуле в соответствие
ровно одно подмножество этого множества. Таким образом:

• формула A истинна в классическом смысле, если и только
если vc(A) = и;

• формула A истинна в обобщенном смысле, если и только
если vg(A) = {и},

где vc — функция оценки в классической пропозициональной
логике, а vg — обобщенная функция мультиоценки.

Другой вариант обобщения классических значений истинно-
сти связан с известной парадигмой рассуждающего компьютера
Н. Белнапа. По Белнапу, необходимо различать четыре случая
(эпистемические ситуации), в которых оказывается компьютер,
обрабатывающий поступающую к нему информацию.

1. Компьютеру была сообщена только истина, т. е. источни-
ки информации согласованно утверждают некоторое вы-
сказывание — этот случай компьютер Белнапа помечает
значением T;

2. Компьютеру была сообщена только ложь, т. е. источники
информации согласованно отрицают некоторое высказы-
вание — этот случай компьютер Белнапа помечает значе-
нием F;

3. Компьютеру были сообщены истина и ложь одновременно,
т. е. один источник информации утверждает, а другой от-
рицает некоторое высказывание — этот случай компьютер
Белнапа помечает значением B;

4. Компьютеру не были сообщены ни истина, ни ложь, т. е.
источники информации не передают компьютеру никакой
информации относительно некоторого высказывания —
этот случай компьютер Белнапа помечает значением N.
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Достаточно легко заметить, что четыре эпистемические си-
туации, в которых обнаруживает себя компьютер Белнапа, мо-
гут быть очевидным образом интерпретированы с использова-
ние функции мультиоценки:

• значение T соответствует {и};

• значение F соответствует приписыванию {л};

• значение B соответствует приписыванию {и, л};

• значение N соответствует приписыванию ∅.

В дальнейшем будем обозначать множество классических зна-
чений истины как 2, а результат его обозначения через взятие
множества-степени как 4.

Белнап естественным образом показал, как четыре обобщен-
ных значения истинности образуют дистрибутивную решетку с
дополнением Де Моргана, известную в двух проекциях. Одна из
них логическая решетка L4 служит основой для семантической
релевантной логики первого уровня. При этом значение T ока-
зывается максимальным элементом, а F — минимальным. Дру-
гая проекция представляет собой аппроксимационную решетку
A4, упорядоченную по возрастанию информации. В этом слу-
чае максимальным элементом оказывается уже B, а минималь-
ным — N. Совмещение двух этих решеток в одной алгебраи-
ческой структуре приводит к понятию бирешетки, введенному
М. Гинзбургом. Рисунок 1 иллюстрирует бирешетку FOUR2 с
двумя отношениями порядка: логический порядок (t) по гори-
зонтали и информационный (i) по вертикали. Бирешетки оказа-
лись весьма интересным средством изучения понятия истинно-
сти и моделирования различных видов нестандартных рассуж-
дений.

Следующий шаг в обобщении истинностных значений был
сделан Я. Шрамко и Г. Ванзингом при участии Дана и Текенака
и связан с понятием мультирешетки, являющимся обобщением
бирешетки. В статье [9] вводится понятие n-мерной мультире-
шетки «как структуры, на которой определены в точности n ча-
стичных порядков, каждый из которых выражает ту или иную
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Рис. 1. Бирешетка FOUR2

степень наличия определенного свойства у элементов рассмат-
риваемого множества (в данном случае множества обобщенных
истинностных значений)» [18, с. 285].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. N -мерная мультирешетка представляет со-
бой структуру M = ⟨S,≤1,≤2, . . . ,≤n⟩, где S есть непустое мно-
жество, а ≤1,≤2, . . . ,≤n — отношения частичного порядка, опре-
деленные на S так, что ⟨S,≤1⟩, ⟨S,≤2⟩, . . . , ⟨S,≤n⟩ суть различ-
ные решетки.

В качестве примера интересной мултирешетки остановимся
на алгебраической структуре, представляющей обобщение ре-
шетки FOUR2 до SIXTEEN 3 с тремя независимыми отноше-
ниями порядка по истинности, ложности и информации. К ее
построению Шрамко и Ванзинг приходят, довольно естествен-
ным образом обобщая полезную логику Белнапа до шестнадца-
тизначной логики компьютерной сети. Шрамко и Ванзинг раз-
вивают компьютерную метафору, задаваясь вопросом, какая ло-
гика получится у сервера, коммуницирующего с целой сетью
четырехзначных компьютеров. Очевидно, что эпистемические
ситуации компьютерного сервера будут отличаться от тех, в ко-
торых находился компьютер Белнапа — теперь одно и то же
высказывание может быть сообщено, к примеру, со значениями
{и, л} и {и}. Поиск ответа на этот любопытный вопрос приво-
дит к дальнейшему обобщению истинностных значений. В рас-
поряжении сервера должна находиться логика, базирующаяся
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Рис. 2. Трирешетка SIXTEEN3 (проекция t — f)

на шестнадцатизначном семантическом каркасе, представляю-
щем собой множество-степень множества 4.

Для каждого из отношений порядка могут быть заданы свои
собственные операции объединения и пересечения, а также на
решетке SIXTEEN3 определяется несколько инверсий. Таким
образом, становится возможно использовать обобщенный семан-
тический подход для выявления свойств различных операций в
рамках единой алгебраической конструкции. Обобщенный язык
Ltf включает пропозициональные связки ∧t, ∨t, ¬t, ∧f , ∨f , ¬f ,
ассоциированные с соответствующими алгебраическими опера-
циями. Рассматривая соответствующие логики, Шрамко и Ван-
зинг получают весьма примечательный результат, позволивший
им метафорически заявить: «first-degree entailment everywhere!»,
т. е. логика компьютерной сети любой степени сложности совпа-
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дает с известной системой выводимостей FDE, а именно пред-
ставляет собой релевантную логику первого уровня. Другой ва-
риант обобщения представлен в работе [12], где в качестве ба-
зиса для обобщения выбирается трехэлементное множество зна-
чений логик Клини.

Любопытные системы получаются в результате «смешения»
языков. В последнем выступлении Г. Ванзинга на конференции
«Шестые Смирновские чтения по логике» (Москва, 17–19 июля
2009) была анонсирована аксиоматизация системы FDEtf

t , язык
которой включает оба типа связок. На очереди построение си-
стемы с двумя отношениями выводимости. Все это раскрывает
увлекательные перспективы исследования пространства обоб-
щенных значений истинности и формализации различных ти-
пов рассуждений, предполагающих комплексную оценку выска-
зываний.

2 Две истины или одна: Логико-философский
экскурс

Проект обобщенных истинностных значений в качестве стар-
товой точки рассматривает классические значения истинности,
трактуемые в духе Фреге как атомарные абстрактные логиче-
ские объекты, подобные по своему онтологическому статусу чис-
лам. Между тем в контексте логико-философского исследова-
ния вполне оправданно подвергнуть сомнению и эту идею. Яв-
ляется ли то, что мы называем истиной (истинностным значе-
нием), абсолютно примитивной и неделимой сущностью? Или,
если взглянуть на эту проблему несколько по-другому, всегда ли
мы под термином «истина» имеем в виду одно и то же? При этом
речь идет не о многочисленных концепциях истины, а именно о
словоупотреблении. Можно ли с уверенностью утверждать, что
говоря «данное высказывание истинно», мы всегда подразуме-
ваем один и тот же смысл? Представляется, что на этот вопрос
можно ответить негативно. Существует как минимум две совер-
шенно разных интерпретации смысла приведенного высказыва-
ния, которые дальше будут обозначены как онтологическая и
эпистемологическая.

Онтологическая трактовка истинности в логике наиболее яр-
ко представлена в логическом проекте Фреге. Истина — это зна-
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чение декларативного предложения, его референциальная ха-
рактеристика, и в этом смысле истина — объект в логическом
мире Фреге. Соответственно логика оказывается наукой о бы-
тии истины, а логическое следование предстает как обусловлен-
ное фундаментальными онтологическими отношениями между
логическими объектами. Таким образом, утверждать, что дан-
ное высказывание истинно, значит, согласно онтологической ин-
терпретации, утверждать, что значением данного высказывания
является логический объект — истина.

Конкурирующий эпистемологический проект предполагает
трактовку истинности как некоторой оценки. При этом истина
теряет свой абсолютный онтологический характер и в опреде-
ленном смысле релятивизируется. Тем самым «трудный» мета-
физический вопрос о природе истины фактически снимается.
Истина становится свойством, которое сохраняется при перехо-
де от посылок к заключению в корректном рассуждении («такие
характеристики, как “быть истинным” и “быть ложным”, тоже
являются признаками» [15, с. 17]). Суть эпистемологического
подхода к логике очень емко выразил Э. Мендельсон на первых
страницах своего «Введения в математическую логику».

«Истинность или ложность отдельных посылок или заключений не интере-
сует логика. Он желает лишь знать, вытекает ли истинность заключения из
истинности посылок» [17, с. 1].

Развивая парадигму эпистемологического подхода, можно ска-
зать, что данное высказывание истинно, если существуют опре-
деленные обстоятельства (во внеязыковой реальности, в самом
высказывании или в ментальных состояниях субъекта), позво-
ляющие оценить его как истинное. При этом ложность стано-
вится просто равносильна неистинности — отсутствию свойства
истинности.

Таким образом, оказывается вполне оправданно различать
два понимания истины: референциальную истину как абстракт-
ный объект, выступающий в качестве значения (референта) вы-
сказывания, и инференциальную истину как номинализацию
свойства «быть истинным», как оценку высказывания, которая
переносится в правильном рассуждении с посылок на заклю-
чение.
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Отмеченное различие в трактовке истины отнюдь не явля-
ется чисто логическим. В истории философии онтологическая
и эпистемологическая интерпретации истины встречаются до-
статочно часто. В качестве примера можно вспомнить трактат
Ансельма Кентерберийского «Об истине», в котором разводятся
«правильность и истинность высказывания (rectitudo et veritas
enuntiationis), поскольку оно обозначает то, для обозначения че-
го было создано» и «правильность и истинность, поскольку оно
обозначает в силу полученного свойства обозначать» (см. [14, с.
207–208]). При этом первое неизменно присуще высказыванию
от природы, а второе переменно и привходяще. Вторит Ансель-
му Фома Аквинский, утверждающий, что предложение «Сократ
сидит», в случае сидящего Сократа истинно в обоих смыслах —
и по истине вещи (et veritate rei) как значащее выражение, и
по истине обозначения (veritate significationis) как обозначающее
истинное мнение, а в случае вставшего Сократа вторая истин-
ность исчезает («Summa theologica»: I. 16, 2 к 3).

Еще более поразительное свидетельство о двойственном по-
нимании истины содержится в буддистской доктрине двух ис-
тин (тиб. bden-pa gnyis). Согласно этой концепции существу-
ют две истины: поверхностная, относительная, конвенциональ-
ная истина (тиб. kun-rdzob bden-pa) и глубинная, абсолютная
(тиб. don-dam bden-pa). Их сложные взаимоотношения в одной
из принятых интерпретаций могут быть проиллюстрированы че-
рез дистинкцию сущности и явления. Известны диаметрально
противоположные трактовки двух истин — как взаимодополня-
ющего единства (Цонкопа) и как контрадикторного противоре-
чия, не совместимого в единой сущности (Горампа). См., напри-
мер, [11].

В современной философии сознания это противостояние на-
ходит свое любопытное продолжение. Еще в 1950 г. в своей из-
вестной статье «Истина» Джон Остин писал:

«Мы спрашиваем себя, является ли Истина субстанцией (Истина, Корпус
Знания), либо она представляет собой качество (что-то сходное с красным
цветом, неотъемлемо присущим истинам), либо отношение («корреспонден-
ция»)» [13, с. 175 ].

В этом же контексте можно вспомнить популярную в недавнем
прошлом диалектику абсолютной и относительной истины, вто-
рой, эпистемический компонент которой вообще представляет
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собой бесконечное множество степеней истинности, приближа-
ющихся, но не достигающих идеала онтологической истины.

За прошедшие годы тема онтологической и эпистемической
истины не потеряла своей актуальности. Б. Эллиса, начинавший
с предложения отправить на свалку истории старое метафизиче-
ское (онтологическое) понимание истины и заменить его новым
эпистемологическим (см. [8]), в 2005 г. подводит некоторый итог
своих философских исканий:

«Я думаю, проблема состоит в том, что истина в самом деле является ги-
бридным понятием. . . На данный момент, имея дело с гибридной приро-
дой истины, я предпочитаю разводить вопросы эпистемологии и онтологии»
[7, с. 20 ].

Последовательно придерживаясь скептической линии, мы вы-
ражаем сомнение и в том, что эпистемическую и онтологиче-
скую интерпретации следует обязательно разводить. Возмож-
но ли их объединение в едином понятии комплексной истины?
Первоначально подобный вопрос кажется несколько надуман-
ным и искусственным (метафизическим в худшем смысле этого
слова). Однако если вернуться к отправной точке этого пара-
графа и обратиться к анализу нашего парадигмального приме-
ра «это высказывание истинно», оказывается, что вполне мож-
но представить себе ситуации, когда мы допускаем сразу обе
интерпретации, как сказал бы Н. Васильев «за раз». В самом
деле, легко представить себе случай, когда, например, я знаю,
что высказывание обозначает ложь, но оцениваю его как истин-
ное, приемлемое. Такое сплошь и рядом встречается в процессе
публичной полемики, когда ее участники прекрасно отдают от-
чет в смысле и значении высказываемых ими суждений, но по
каким-то им одним ведомым стратегическим или прагматиче-
ским причинам предпочитают оценивать их по-другому. Вообще
любое высказывание, подвергнутое ревизии в процессе научно-
го познания, представляет собой пример расхождения онтоло-
гического значения и эпистемической оценки. Все хорошо пом-
нят, как Птолемей считал, что Солнце вращается вокруг Земли.
В те времена подобное высказывание служило примером онто-
логической лжи, спрятавшейся под одеждами эпистемически-
истинного мнения.

Кроме всего прочего оказывается, что идея совмещения двух
истин в одном не является столь новой и революционной. Здесь
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опять приоритет принадлежит буддийской философии, но на
этот раз не тибетской, а китайскому варианту. Китайский мыс-
литель Цзи Цзан (549–623), ученик великого Фа Лана, один из
выдающихся идеологов школы саньлунь оставил благодарным
потомкам труд под названием «Смысл двух истин». В одном
из разделов этой книги благодаря применению метода чатуш-
котики (буддийская тетралемма) он сумел обосновать так на-
зываемое «учение о четырех видах двух истин». Следует от-
метить, что основой учения о четырех видах послужила «кон-
цепция четырех альтернатив», разработанная его учителем Фа
Ланом. Согласно Фа Лану, каждая из двух истин (в традиции
китайского буддизма они интерпретировались соответственно
как светская, мирская истина и реальная, подлинная истина)
может «трансцендировать», «выходить за границы», «преодо-
левать» (chueh) или «не трансцендировать», «не выходить за
границы», «не преодолевать» (pu-chueh). При этом трансценди-
руют они по-разному. Мирская истина преодолевает реальность
и способствует временному бытию, тогда как подлинная истина
преодолевает временное бытие и утверждает реальность. Впро-
чем, здесь мы касаемся материй, далеких от темы данной ста-
тьи. При желании с ними можно подробно ознакомиться, вос-
пользовавшись книгой [3].

Итак, подводя итог этого параграфа, отметим, что две ин-
терпретации истинности — онтологическая и эпистемическая —
коренятся в древней философии и с завидным постоянством об-
наруживают себя на всем протяжении развития философской
мысли. Им соответствуют две трактовки истины: референци-
альная истина, представляющая собой значение высказывания,
и инференциальная истина, представляющая собой оценку вы-
сказывания. При этом оправданно говорить не о двух истинах
как самостоятельных сущностях, а двух компонентах единого
целого-истинностного значения, которое больше не кажется про-
стым и неделимым логическим объектом.

3 Редукция истинностных значений

Обобщение — не единственный способ получать новые совокуп-
ности истинностных значений. Оказывается, обратная процеду-



132 Д. В. Зайцев, О. М. Григорьев

ра — редукция — также открывает интересные возможности в
исследовании систем истинностных значений и их логик.

Осуществляя редукцию некоторой системы истинностных зна-
чений, мы отталкиваемся от того, что уже было ранее получе-
но как результат обобщения. Например, обобщая множество 2
классических истинностных значений, получаем множество 4,
а редукция 4 дает обратно множество 2. Что даст редукция,
примененная к множеству 2? Естественно предположить, что
результатом такой редукции будет множество 1, т. е. множество
{t}. Тогда система классических истинностных значений может
быть обратно получена из 1 обобщением, если полагать, что {t}
есть аналог классического значения t («истина»), а ∅ — аналог
значения f («ложь»).

В предыдущем разделе речь шла о различении (по меньшей
мере) двух трактовок истинности — референциальной и инфе-
ренциальной. Идея редукции истинностных значений предостав-
ляет удобный аппарат для формального построения семантики
с двумя по-разному понимаемыми значениями «истина». Для
начала возьмем два различных символа, t и 1, для представле-
ния референциальной и инференциальной истины соответствен-
но. Будем рассматривать их как редуцированные истинностные
значения. То есть в качестве исходным объектов мы принимаем
{t} и {1}. Тогда привычные двухэлементные множества истин-
ностных значений {t, f} и {1, 0} возникают как множества сте-
пени множеств {t} и {1}: P ({t}) = {{t},∅} и P ({1}) = {{1},∅},
где ∅ выступает в качестве представителя лжи (f в одном, и 0 в
другом случае). Теперь рассмотрим пропозициональные языки
и семантические структуры, соответствующие двум описанным
трактовкам истины.

Пусть Lt — пропозициональный язык со связками ∧t, ∨t и ¬t.
Определение формулы в этом языке стандартное. Для интер-
претации языка построим следующую алгебраическую систему:
Vt = ⟨P ({t}),⊆t,∩t,∪t,−t⟩ — и зададим оценку υt как отобра-
жение множества пропозициональных переменных на множе-
ство P ({t}). Операции ∩t и ∪t представляют собой обычные
теоретико-множественные операции пересечения и объединения,
а −t есть операция дополнения.
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Расширение данной функции на множество всех формул язы-
ка Lt описывается следующими равенствами:

υt(A ∧t B) = υt(A) ∩t υt(B);

υt(A ∨t B) = υt(A) ∪t υt(B);

υt(¬tA) = −tυt(A).

Теперь дадим определение логического следования:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Для всяких формул A и B языка Lt,

A |=t B ⇔ ∀υt(υt(A) ⊆ υt(B)).

Ровно то же самое можно проделать для инференциальной
истины 1, беря пропозициональный язык L1 со связками ∧1, ∨1

и ¬1. Все необходимые конструкции и определения получаются
из вышеприведенных заменой t на 1.

Ясно, что отношения |=t и |=1 совпадают по объему с класси-
ческим отношением следования.

Следующий шаг — описание общей семантической структу-
ры, которая может служить для интерпретации формул, для
которых допускаются как референциальные, так и инференци-
альные истинностные значения. В качестве базиса такой струк-
туры используем множество II = {t} ∪ {1}. Обобщение этого
множества есть множество P (II). Для элементов этого множе-
ства введем следующие обозначения:

{t, 1} — T1;
{t} — T0;
{1} — F1;
∅ — F0.

На множестве этих истинностных значений зададим стандарт-
ные теоретико-множественные операции ∩ и ∪. Нетрудно про-
верить, что множество P (II) с данными операциями образует
четырехэлементную решетку.

Теперь можно начать построение пропозиционального языка
LTV , содержащего пока только связки ∧ и ∨ как аналоги реше-
точных операций. Таким образом, определяя функцию оценки
υ как отображение множества пропозициональных переменных
на P (II), мы уже знаем, как расширить эту функцию на слож-
ные выражения, содержащие в качестве главного знака связки
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t
t

t
t{t} = T0

{t, 1} = T1

F1= {1}

∅ = F0

Рис. 3. Решетка A4

∧ или ∨. Для этого выпишем стандартные равенства:

υ(A ∧B) = υ(A) ∩ υ(B),

υ(A ∨B) = υ(A) ∪ υ(B).

Следующий вопрос — какие одноместные операции на множе-
стве P (II) будут интересны и какого типа отрицания будут им
соответствовать в нашем пропозициональном языке?

Рассмотрим ситуацию с точки зрения референциальной ис-
тинности t. Естественно определить на множестве P (II) такую
унарную операцию `t, которая при отображении не затрагива-
ет инференциальный компонент истинностного значения, т. е.
не приводит к его появлению или исчезновению внутри всего
полученного истинностного значения. А референциальный ком-
понент, напротив, меняется. Например, возьмем значение T1.
Образом этого элемента является, в соответствии со сказанным,
элемент F1.

Аналогичные рассуждения можно провести и в отношении
инференциальной истины, вводя на множестве P (II) унарную
операцию `1. Табличное определение описанных операций при-
ведено на рис. 4.

Продолжая построение пропозиционального языка LTV , доба-
вим к набору его исходных символов знаки операций отрицания:
¬t и ¬1. Ясно, что расширенная оценка для формул с внешни-
ми отрицаниями задается выражением υ(¬iA) =`i υ(A), где
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X ∈ P (II) `tX

T1 F1
T0 F0
F1 T1
F0 T0

X ∈ P (II) `1X

T1 T0
T0 T1
F1 F0
F0 F1

Рис. 4. Определение операций `t и `1.

i ∈ {t, 1}. Отношение следования определяется через теоретико-
множественное включение:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Для всяких формул языка LTV , A |= B ⇔
υ(A) ⊆ υ(B).

Заметим, что было бы правильнее называть эти отрицания
«полуотрицаниями» в силу некоторых свойств этих логических
связок, отличающих их от «полноценного» классического отри-
цания. В то же время, сравнивая свойства полуотрицаний, об-
наруживаем их удивительный параллелизм:

1. ¬t¬tA |= A и A |= ¬t¬tA ¬1¬1A |= A и A |= ¬1¬1A

2. ¬t(A ∧B) |= ¬tA ∨ ¬tB ¬1(A ∧B) |= ¬1A ∨ ¬1B

3. ¬tA ∧ ¬tB |= ¬t(A ∧B) ¬1A ∧ ¬1B |= ¬1(A ∧B)

4. ¬tA ∧ ¬tB |= ¬t(A ∨B) ¬1A ∧ ¬1B |= ¬1(A ∨B)

5. ¬t(A ∨B) |= ¬tA ∨ ¬tB ¬1(A ∨B) |= ¬1A ∨ ¬1B

В то же время композиция полуотрицаний обладает всеми
свойствами обычного булева отрицания:
6. ¬tA |= ¬tB / ¬1B |= ¬1A;
7. ¬1A |= ¬1B / ¬tB |= ¬tA.
8. ¬t¬1A |= ¬1¬tA и ¬1¬tA |= ¬t¬1A;
9. ¬1¬tA |= ¬t¬1A и ¬t¬1A |= ¬1¬tA;
10. ¬t¬1¬t¬1A |= A и A |= ¬t¬1¬t¬1A;
11. ¬t¬1(A∧B) |= ¬t¬1A∨¬t¬1B и ¬t¬1A∨¬t¬1B |= ¬t¬1(A∧B);
12. ¬t¬1(A∨B) |= ¬t¬1A∧¬t¬1B и ¬t¬1A∧¬t¬1B |= ¬t¬1(A∨B);
13. B |= ¬t¬1A ∨A;
14. ¬t¬1A ∧A |= B;
R. A |= B / ¬t¬1B |= ¬t¬1A.
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4 «Гомогенные» и «гетерогенные» унарные
операторы

Выделение унарных операторов полуотрицания открывает инте-
ресные перспективы для дальнейших исследований. Очевидно,
что кроме этих двух связок существует множество других унар-
ных операторов, достойных внимания. В рамках данной статьи
представляется уместным предложить их обобщенную класси-
фикацию.

Сформулируем ряд условий, характеризующих наличие или
отсутствие элементов обобщенного множества значений {t, 1} в
множестве, представляющем собой оценку для произвольного
оператора ♯. При этом естественно развести эти условия в две
группы. К первой группе будут относиться «гомогенные» усло-
вия, т. е. такие, которые выражают зависимость наличия или
отсутствия данного значения в оценке оператора от наличия
или отсутствия того же значения в оценке подоператорной фор-
мулы. Пример «гомогенного» условия представляет следующее
выражение: 1 ∈ υ(A) ⇔ 1 ∈ υ(♯A). К другой, «гетерогенной»
группе, будут относиться условия, выражающие смешанные ха-
рактеристики, когда наличие или отсутствие одного значения
связывается с наличием или отсутствием другого, например,
t ∈ υ(A) ⇔ 1 ∈ υ(♯A).

«Гомогенные» условия:
(1) 1 ∈ υ(A) ⇔ 1 ∈ υ(♯A)
¯(1) 1 ∈ υ(A) ⇔ 1 /∈ υ(♯A)

(2) t ∈ υ(A) ⇔ t ∈ υ(♯A)
¯(2) t ∈ υ(A) ⇔ t /∈ υ(♯A)

«Гетерогенные» условия:
(3) t ∈ υ(A) ⇔ 1 ∈ υ(♯A)
¯(3) t ∈ υ(A) ⇔ 1 /∈ υ(♯A)

(4) 1 ∈ υ(A) ⇔ t ∈ υ(♯A)
¯(4) 1 ∈ υ(A) ⇔ t /∈ υ(♯A)

Хорошо видно, что некоторые из приведенных условий яв-
ляются попарно несовместимыми. В «гомогенной группе» это
условия (1) и ¯(1), (2) и ¯(2). А в «гетерогенной» — (3) и ¯(3), (4)
и ¯(4). Теперь рассмотри возможные сочетания условий внутри
каждой группы. Очевидно, что непротиворечивое совмещение
условий внутри группы возможно только попарно. Это позво-
ляет рассмотреть два семейства унарных операторов.

Гомогенные» унарные связки:
¯(1) и (2) — полуотрицание1 (¬1);

(1) и ¯(2) — полуотрицание2 (¬2);
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A ¬1A ¬2A ¬rA ∼ A iA ⋆A � A � A
T1 T0 F1 F0 F0 T1 T1 T0 F1
T0 T1 F0 T0 F1 T0 F1 F0 T1
F1 F0 T1 F1 T0 F1 T0 T1 F0
F0 F1 T0 T1 T1 F0 T1 F1 T0

Рис. 5. Сводная таблица унарных операторов

¯(1) и ¯(2) — булево отрицание (∼);
(1) и (2) — тождественное преобразование (i).

В этой группе вместе с двумя полуотрицаниями оказывается
булево отрицание и оператор тождественного преобразования.
А вот отрицание Де Моргана относится уже к «гетерогенной»
группе.

«Гетерогенные» унарные связки:
¯(3) и (4) — «левый поворот» (�);

(3) и ¯(4) — «правый поворот» (�);
¯(3) и ¯(4) — отрицание Де Моргана (¬r);

(3) и (4) — семантический сдвиг (⋆).

Примечательно, что к этой группе относится оператор «звез-
ды», представляющий собой синтаксический аналог известной
по семантикам релевантной логики функции «звезды» — star-
function. Взаимоотношения между этим операторами внутри са-
мих групп удобно представить с помощью сводной таблицы ис-
тинности (см. рис. 5).

Совместить условия из разных групп чисто механически не
представляется возможным. Однако ничто не мешает рассмот-
реть суперпозиции различных одноместных операторов. Вообще
говоря, каждая из групп оказывается замкнутой относительно
суперпозиции одноместных операторов. Но стоит допустить су-
перпозицию операторов из разных групп, и некоторые одномест-
ные операторы получают новое, интересное выражение. Так,
странные связки левого и правого поворотов из «гетерогенной
группы» оказываются выразимы через полуотрицания «гомо-
генной группы» и оператор «звезды» из «гетерогенной» груп-
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пы: левый поворот � равносилен сочетанию ¬1⋆ или ⋆¬2. А бу-
лево отрицание из «гомогенной» группы вполне предсказуемо
выражается через тот же оператор «звезды» и отрицание Де
Моргана: ∼ есть не что иное, как ⋆¬r или ¬r⋆.

Можно предположить, что набор ⟨⋆, ¬1, ¬2⟩ является функ-
ционально полным относительно описываемого множества унар-
ных связок, т. е. с его помощью выражаются все остальные связ-
ки из обеих групп. Тождественное преобразование равносильно
сочетанию левого и правого поворотов, как выражаются пово-
роты, мы уже видели выше, выражение булева и деморганова
отрицаний также уже встречались в тексте статьи. Точно так-
же функционально полным в указанном выше смысле будет на-
бор, включающий отрицание Де Моргана и два полуотрицания.
Правдоподобным представляется утверждение, что для выра-
жения любых унарных связок из двух групп необходимо иметь
хотя бы один оператор с неподвижной точкой (оператор «звез-
ды» или деморганово отрицание).

5 Заключение

Итак, подводя итоги нашего исследования, следует отметить,
что предложена новая трактовка истинностных значений как
комплексных молекулярных образований. Редукция этих ком-
плексов, двойственная процедуре обобщения, позволяет выявить
в их составе референциальную (онтологическую) и инференци-
альную (эпистемолгическую) составляющие, что находит свои
подтверждения в истории философии. Формализация простран-
ства комплексных истинностных значений и построение соответ-
ствующей системы значений привели к обнаружению двух унар-
ных операторов, названных в статье «полуотрицаниями». Каж-
дое из таких полуотрицаний обладает ровно половиной свойств
обычного отрицания, а их суперпозиция равносильна классиче-
скому булеву отрицанию.

На очереди формализация получившейся системы значений
(семантической логики). Кроме того, дополнительный интерес
представляет рассмотрение возможности построения логик толь-
ко с одним из полуотрицаний и логик с несколькими «гомоген-
ными» или «гетерогенными» унарными связками.
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Традиционная силлогистика с
отрицательными терминами
А.А. Ильин

abstract. We set out the following axiom schemes for traditional
syllogistic with negative terms: (MaP &SaM) ⊃ SaP , SiP ⊃ PiS,
SaS, SaP ⊃ SiP , SeP ≡ ¬SiP , SoP ≡ ¬SaP , SaP ≡ SeP ′ , SiP ≡
SiP ′′. We prove that this system embeds into the predicate calculus by
the interpretation of categorical propositions made by M. Bejanishwili
and L. Mchedlishwili:

SaP → (∃xSx& ∃x¬Sx& ∃xPx& ∃x¬Px) ⊃ ∀x(Sx ⊃ Px),
SiP → (∃xSx&∃x¬Sx& ∃xPx&∃x¬Px) ⊃ ∃x(Sx&Px),
SeP → (∃xSx& ∃x¬Sx& ∃xPx& ∃x¬Px) ⊃ ∀x(Sx ⊃ Px),
SoP → (∃xSx&∃x¬Sx& ∃xPx&∃x¬Px) ⊃ ∃x(Sx&Px).

Ключевые слова: традиционная силлогистика, негативные терми-
ны, аксиоматизация, категорические высказывания

В работе предлагается аксиоматизация системы традицион-
ной силлогистики, содержащей отрицательные термины. Тра-
диционная силлогистика — это теория, описывающая отноше-
ния между ассерторическими высказываниями; данные выска-
зывания содержат только общие термины, а среди самих общих
терминов выделяют содержащие отрицание и неотрицательные.

В язык традиционной силлогистики (ТС) входят нелогиче-
ские термины единственного типа — параметры для простых
неотрицательных терминов. Для обозначения терминов такого
рода используем символы S , P , Q , M ,. . . Кроме того, в язык
негативной силлогистики входят силлогистические константы a,
i, e, o, пропозициональные связки &,∨,¬,⊃,≡, знак терминного
отрицания ′ и скобки.

Любые параметры для неотрицательных общих терминов —
S , P , Q , M ,. . . — есть термы, а также если S — терм, то S′ —
тоже терм. Формулами являются выражения вида SaP, SiP, SeP,
SoP, где S и Р — произвольные термы. Сложные формулы обра-
зуются из простых с помощью пропозициональных связок. (При



Традиционная силлогистика с отрицательными терминами 141

работе со схемами аксиом мы различаем обозначения для неот-
рицательных общих терминов — S, P,Q,M, . . . , и для тех же об-
щих терминов с произвольным количеством отрицаний — S, P,
Q, M,. . . Тем самым S, P, Q, M,. . . есть соответственно неотрица-
тельные общие термины S, P,Q,M, . . . с произвольным числом
отрицаний.)

Я. Лукасевичем на базе классического исчисления высказыва-
ний была построена реконструкция чистого позитивного фраг-
мента традиционной силлогистики [4]. Им было показано, что
аналоги всех законов чистой позитивной силлогистики являют-
ся теоремами построенной им системы, а все остальные силло-
гистические утверждения, кроме тавтологий логики высказыва-
ний, недоказуемы в системе.

Адекватная интерпретация силлогистических формул, детер-
минирующая класс законов традиционной позитивной силлоги-
стики, была найдена в 1971 г. румынским логиком С. Виеру.
Иной перевод силлогистических формул в исчисление предика-
тов был предложен В.А. Бочаровым [2].

Нами будет рассмотрена модификация погружающей опера-
ции позитивного фрагмента трдиционной силлогистики, пред-
ложенной М.Н. Бежанишвили и Л.И. Мчедлишвили [1], более
наглядно, в отличие от переводов Виеру и Бочарова, проясня-
ющая смысл категорических высказываний. В ее основе лежит
стандартный лейбницевкий перевод категорических высказыва-
ний t, обычным образом распространенный на сложные силло-
гистические формулы:

SaP → ∀x(Sx ⊃ Px)
SiP → ∃x(Sx & Px)
SeP → ∀x(Sx ⊃ ¬Px)
SoP → ∃x(Sx &¬Px).

Посредством преревода t определяется погружающая опе-
рация Т. Пусть S1,. . . , Sn — все термины, содержащиеся в фор-
муле В.
Тогда Т(B) = ((∃xS1x &∃x¬S1x) & . . .& (∃xSnx &∃x¬Snx))⊃ t(B).

Силлогистическая теория, законами которой являются фор-
мулы, Т-переводы которых доказуемы в исчислении предикатов,
аксиоматизируется посредством системы ТС.
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Схемами аксиом ТС являются:

T0. Cхемы аксиом классического исчисления высказываний.

T1. (MaP & SaM)⊃ SaP T5. SeP ≡ ¬SiP

T2. SiP ⊃ PiS T6. SoP ≡ ¬SaP

T3. SaS T7. SaP ≡ SeP′

T4. SaP ⊃ SiP T8. SiP ≡ SiP′′

R1. modus ponens
Теорема о погружаемости системы ТС в исчисление преди-

катов посредством перевода Т будет доказываться на основе
погружаемости данной системы в систему негативной фунда-
ментальной силлогистики (НФС), для которой погружаемость
в исчисление предикатов доказана [3].

При доказательстве погружаемости системы традиционной
силлогистики в систему негативной фундаментальной силлоги-
стики будем использовать критерий, предложенный В.А. Смир-
новым [7]:

Исчисление S1 погружается в исчисление S2 посредством
функции ψ1 (из множества формул S1 в множество формул S2),
если и только если:

(1) для каждой формулы А языка S1 имеет место S1 ⊢ А ⇒
S2 ⊢ ψ1(А);

существует функция ψ2 из множества формул S2 в множество
формул S1, такая что

(2) для каждой формулы А языка S2 имеет место S2 ⊢ А ⇒
S1 ⊢ ψ2(А),

(3) для каждой формулы А языка S1 имеет место S1 ⊢ (А ≡
ψ2(ψ1(А))).

Воспользуемся данным критерием применительно к случаю,
когда S1 есть система ТС, а S2 — система НФС.

Постулатами исчисления НФС являются:
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Ф0. Cхемы аксиом классического исчисления высказываний.

Ф1. (MaP & SaM)⊃ SaP Ф6. SoP ≡ ¬SaP

Ф2. SiP ⊃ PiS Ф7. SaP ≡ SeP′

Ф3. SaS Ф8. SiP ≡ SiP′′

Ф4. SiP ⊃ SiS Ф9. SiS ∨ S′iS′

Ф5. SeP ≡ ¬ SiP R1. modus ponens

Определим перевод ψ1 из ТС в НФС:
Пусть имеется произвольное утверждение B языка ТС; S1, . . . ,

Sn — все простые неотрицательные термины, содержащиеся в
утверждении B.

Тогда ψ1(B) = ((S1iS1 &S′
1iS

′
1) & . . .& (SniSn &S′

niS
′
n)) ⊃ B.

Например, если В есть SaP ⊃ SoS′, то ψ1(SaP ⊃ SoS′) =
((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ (SaP ⊃ SoS′).

Индукцией по длине доказательства формулы А в системе
ТС покажем, что часть (1) критерия Смирнова выполняется:
∀̇ А(ТС⊢ А ⇒ НФС ψ1(А)).
ψ1-перевод аксиом Т0, Т1, Т2, Т3, Т5, Т6, Т7, Т8 системы ТС

суть формулы вида ((S1iS1 &S′
1iS′

1) & . . .& (SniSn &S′
niS′

n)) ⊃ А,
где А — соответствующая аксиома НФС (для Т0 — это Ф0, для
Т1 — Ф1 и т.д.). Тогда схема доказательства для ψ1-переводов
указанных аксиом системы ТС имеет вид:

1. A (соотв. аксиома

системы НФС)

2. ((S1iS1 &S′
1iS′

1) & . . .& (SniSn &S′
niS′

n)) ⊃ A 1, ЛВ

Т4. SaP ⊃ SiP
ψ1(SaP⊃SiP) = ((SiS & S′iS′) & (P iP &P ′iP ′))⊃(SaP ⊃ SiP)

1. (PaS′ & SaP)⊃ SaS′ Ф1

2. (SaP &¬SaS′) ⊃ ¬PaS 1, ЛВ

3. SaS′ ≡ SeS′′ Ф7

4. PaS′ ≡ PeS′′ Ф7

5. SeS′′ ≡ ¬SiS′′ Ф5

6. PeS′′ ≡ ¬PiS′′ Ф5
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7. SiS ≡ SiS′′ Ф8

8. PiS ≡ PiS′′ Ф8

9. PiS ⊃ SiP Ф2

10. (SaP & SiS) ⊃ SiP 2-9, ЛВ

11. SiS ⊃ (SaP ⊃ SiP) 10, ЛВ

12. ((SiS & S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ (SaP ⊃ SiP) 11, ЛВ

В системе НФС справедлив закон SiS ≡ S′iS′ (введения/снятия
двойного отрицания):

1. SiS ≡ SiS′′ Ф8

2. S′′iS ≡ S′′iS′′ Ф8

3. S′′iS ⊃ SiS′′ Ф2

4. SiS′′ ⊃ S′′iS Ф2

5. SiS ≡ S′′iS′′ 1-4, ЛВ

Тогда произвольная формула PiP эквивалентна P iP , если P со-
держит четное число отрицаний; если же число отрицаний в P
нечетно, то PiP эквивалентна P ′iP ′.

13. SiS ≡ S′′iS′′ Теорема НФС

14. ((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃(SaP ⊃ SiP) 12, 13, ЛВ

Покажем справедливость следующего утверждения:
НФС ⊢ ψ1(А ⊃ В) и НФС ⊢ ψ1(А) ⇒ НФС ⊢ ψ1(В).

Пусть имеем: НФС ⊢ ψ1(А ⊃ В) и НФС ⊢ ψ1(А).
ψ1(А)=А◦ ⊃ А, где А◦ есть конъюнкция вида ((S1iS1&S′

1iS′
1) &

. . .& (SkiSk &S′
kiS

′
k)), а S1, . . . , Sk — все простые неотрицатель-

ные термины, содержащиеся в формуле А.
ψ1(В)=B◦ ⊃ В, где B◦ есть конъюнкция вида ((P1iP1&P ′

1iP ′
1) &

. . .& (PmiPm &P ′
miPm)), а P1, . . . , Pm — все простые неотрица-

тельные термины, содержащиеся в формуле B. Ясно, что
ψ1(А ⊃ В) = (А◦ & B◦) ⊃ (А ⊃ В).

Множества {S1, . . . , Sk} и {P1, . . . , Pm} всех простых неотри-
цательных терминов формул А и В непусты по определению
формулы НФС.
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Таким образом, из того, что НФС ⊢(А◦ & B◦) ⊃ (А ⊃ В) и
НФС ⊢ А◦ ⊃ А, необходимо получить НФС ⊢ B◦ ⊃ В.
1. (А◦ & B◦) ⊃ (А ⊃ В) Теорема НФС (допущение)
2. А◦ ⊃ А Теорема НФС (допущение)
3. (А◦ & B◦) ⊃ В 1, 2, ЛВ
Рассмотрим множество всех простых неотрицательных тер-

минов S1, . . . , Sk, содержащихся в формуле А.
Пусть множество {M1, . . . ,Mi} есть множество всех тех про-

стых неотрицательных терминов формулы А, которые не содер-
жатся в формуле В. И пусть множество {Q1, . . . , Qj} есть мно-
жество всех тех простых неотрицательных терминов формулы
А, которые содержатся в формуле В. Ясно, что {M1, . . . ,Mi} ∩
{P1, . . . , Pm} = ∅, {M1, . . . ,Mi} ∪ {Q1, . . . , Qj} = {S1, . . . , Sk},
{Q1, . . . , Qj} ∪ {P1, . . . , Pm} = {P1, . . . , Pm}.

Тогда А◦ есть (А◦
1 & А◦

2), где А◦
1 есть конъюнкция вида

((M1iM1 &M ′
1iM ′

1) & . . .& (MiiMi &M ′
i iM

′
i)), а А◦

2 есть конъюнк-
ция вида вида ((Q1iQ1 &Q′

1iQ′
1) & . . .& (Qj iQj &Q′

j iQ
′
j)). Следо-

вательно,
4. (А◦

1 & А◦
2 & B◦) ⊃ В 3, в силу определения А◦

1, А◦
2 и А◦

5. (А◦
2 & B◦) ≡ В◦ ЛВ, в силу определения А◦

2 и B◦

6. (А◦
1 & B◦) ⊃ В 5, ЛВ

Итак, НФС ⊢ ((M1iM1 &M ′
1iM

′
1) & . . .& (MiiMi &M ′

i iM
′
i) &

B◦) ⊃ В, причем ни B◦, ни В не содержат простых неотрица-
тельных терминов M1, . . . ,Mi.

Индукцией по построению вывода не составляет труда дока-
зать производность правила подстановки в системе НФС. Для
этого показывается, что подстановка в схему аксиом есть аксио-
ма, а также что результат применения правила modus ponens к
теоремам также есть теорема.

Выберем произвольный простой неотрицательный термин Pe,
входящий в формулу В, и осуществим i-раз подстановку данного
термина вместо простых неотрицательных терминовM1, . . . ,Mi.

В результате данной подстановки получаем:
НФС ⊢ ((PeiPe &P ′

eiP ′
e) & . . .& (PeiPe &P ′

eiP ′
e)) & B◦) ⊃ В).

В силу того, что B◦ по определению содержит все термины,
входящие в В, а Pe входит в В, имеем, что B◦ содержит конъ-
юнкт вида (PeiPe &P ′

eiP ′
e).
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Тогда ((PeiPe &P ′
eiP ′

e) & . . .& (PeiPe &P ′
eiP ′

e)) & B◦) эквивалент-
но B◦ (в силу ЛВ).

Таким образом:
7. B◦ ⊃ В 6, из доказанного, ЛВ
Следовательно, НФС ⊢ B◦ ⊃ В.
Итак, имеем: НФС ⊢ ψ1(А ⊃ В) и НФС ⊢ ψ1(А) ⇒ НФС

⊢ ψ1(В).
Таким образом, часть (1) критерия Смирнова выполняется.
Для доказательства частей (2) и (3) указанного критерия необ-

ходимо сформулировать обратный перевод из системы НФС в
систему ТС. Определим функцию ψ2 из НФС в ТС следующим
образом:
ψ2(А) = А
ψ2(¬А) = ¬ψ2(А)
ψ2(А • В) = ψ2(А) •ψ2(В)
Покажем выполнение части (2) критерия Смирнова:
∀̇А(НФС ⊢ А ⇒ ТС ⊢ ψ2(А)).
Переводы аксиом Ф0 также являются аксиомами исчисления

высказываний, поэтому они доказуемы в ТС.
ψ2-переводы аксиом Ф1, Ф2, Ф3, Ф5, Ф6, Ф7, Ф8 системы НФС

суть аксиомы Т1, Т2, Т3, Т5, Т6, Т7, Т8 системы ТС.
Ф4. SiP ⊃ SiS
ψ2(SiP ⊃ SiS) = SiP ⊃ SiS

1. SaS Т3
2. SaS ⊃ SiS Т4
3. SiS 1, 2, ЛВ
4. SiP ⊃ SiS 3, ЛВ

Ф9. SiS ∨ S′iS′

ψ2(SiS ∨ S′iS′) = SiS ∨ S′iS′

1. SaS Т3
2. SaS ⊃ SiS Т4
3. SiS 1, 2, ЛВ
4. SiS ∨ S′iS′ 3, ЛВ

Легко показать также справедливость следующего утвержде-
ния:

ТС ⊢ ψ2(А ⊃ В) и ТС ⊢ ψ2(А) ⇒ ТС ⊢ ψ2(В).
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Действительно, ψ2(А ⊃ В) = А ⊃ В, ψ2(А) = A, ψ2(В) = В, а
правило modus ponens имеется в ТС. Доказательство части (2)
критерия Смирнова завершено.

Докажем часть (3) указанного критерия — ∀̇A(ТС ⊢(А ≡
ψ2(ψ1(А)))). В связи с тем, что ψ2(А) = А, нам необходимо до-
казать ∀̇A(ТС ⊢ (А ≡ ψ1(А))).

Пусть имеется произвольное утверждение B языка ТС; S1, . . . ,
Sn — все термины, содержащиеся в утверждении B. Тогда ψ1(В)
= ((S1iS1 &S′

1iS′
1) & . . .& (SniSn &S′

niS′
n)) ⊃ B.

Покажем: В ≡ ((S1iS1 &S′
1iS′

1) & . . .& (SniSn &S′
niS′

n)) ⊃ B.

1. SaS Т3

2. SaS ⊃ SiS Т4

3. SiS 1, 2, ЛВ

4. S1iS1, . . . , SniSn, S′
1iS

′
1, . . . , S

′
niS′

n — теоремы
системы ТС 3

5. (S1iS1 &S′
1iS′

1) & . . .& (SniSn &S′
niS′

n) 4, ЛВ

6. В ≡ B ЛВ

7. В ≡ ((S1iS1 &S′
1iS′

1) & . . .& (SniSn &S′
niS′

n)) ⊃ B 5, 6, ЛВ

Таким образом, все три части критерия Смирнова выполня-
ются. Следовательно, ТС погружается в НФС посредством ψ1.
В работе [3] показана погружаемость системы НФС в систе-
му обобщенной позитивной силлогистики (ОФС) посредством
функции ψ1. В свою очередь, доказана погружаемость системы
ОФС в исчисление предикатов посредством перевода ∗ [5]. Из
данных утверждений получаем, что ТС погружается в исчис-
ление предикатов посредством композиции функций ψ1, ψ1, ∗.
Остается показать, что данная композиция равносильна пере-
воду силлогистических формул, предложенному М.Н. Бежани-
швили и Л.И. Мчедлишвили.

Напомним, что язык ОФС содержит новые силлогистические
константы: u — аналог отношения исчерпываемости и q — ана-
лог отношения неисчерпываемости. В результате появляются
два новых типа формул: SuP — «Всякий объект есть S или
P» и SqP — «Некий объект не есть ни S, ни P».

Перевод ∗ силлогистических формул ОФС в язык исчисления
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предикатов задан следующим образом:

(SaP )∗ = ∀x(Sx ⊃ Px) (SiP )∗ = ∃x(Sx &Px)
(SeP )∗ = ∀x(Sx ⊃ ¬Px) (SoP )∗ = ∃x(Sx &¬Px)
(SuP )∗ = ∀x(Sx ∨ Px) (SqP )∗ = ∃x(¬Sx &¬Px)
(¬А)∗ = ¬(А)∗ (А • В)∗ = (А)∗•(В)∗,

где • — любая бинарная связка.

Для определения перевода ψ1 из НФС в ОФС на термах язы-
ка негативной фундаментальной силлогистики задается функ-
ция f :

f(S)=0 е.т.е. число терминных отрицаний в терме S четно
или S не содержит терминных отрицаний;

f(S)=1 е.т.е. число терминных отрицаний в терме S нечетно.

Полагается, что S и P — это неотрицательные общие терми-
ны, входящие в состав S и P соответственно.

В связи с тем, что в НФС мы имеем дело со схемами фор-
мул и каждый параметр для терма в них представляет собой
простой неотрицательный термин с произвольным количеством
отрицаний, то для каждой из формул мы будем иметь количе-
ство переводов в язык ОФС, равное 2n, где n — число термов.

ψ1(SaP) =

SaP , если f(S)=0 и f(Р)=0
SeP , если f(S)=0 и f(Р)=1
SuP , если f(S)=1 и f(Р)=0
PaS, если f(S)=1 и f(Р)=1

ψ1(SiP) =

SiP , если f(S)=0 и f(Р)=0
SoP , если f(S)=0 и f(Р)=1
PoS, если f(S)=1 и f(Р)=0
SqP , если f(S)=1 и f(Р)=1

ψ1(SeP) =

SeP , если f(S)=0 и f(Р)=0
SaP , если f(S)=0 и f(Р)=1
PaS, если f(S)=1 и f(Р)=0
SuP , если f(S)=1 и f(Р)=1

ψ1(SoP) =

SoP , если f(S)=0 и f(Р)=0
SiP , если f(S)=0 и f(Р)=1
SqP , если f(S)=1 и f(Р)=0
PoS, если f(S)=1 и f(Р)=1

ψ1(¬А) = ¬ψ1(А) ψ1(А • В) = ψ1(А) •ψ1(В),
где • — любая бинарная связка.

Покажем, что композиция функций ψ1, ψ1, ∗ равносильна мо-
дификации перевода силлогистических формул, предложенного
М.Н. Бежанишвили и Л.И. Мчедлишвили.

Если f(S) = 0, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SaP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP))∗ =
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= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP )∗ =
=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx ⊃ Px)≡ (∃xSx & ∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px) ⊃∀x(Sx⊃ Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SaP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx ⊃¬Px)≡ (∃xSx & ∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃ ∀x(Sx ⊃¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SaP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SuP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx∨Px)≡ (∃xSx & ∃x¬Sx & ∃xPx &∃x¬Px) ⊃ ∀x(¬Sx ⊃ Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SaP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ PaS)∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Px ⊃ Sx) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃ ∀x(¬Sx ⊃¬Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SiP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Sx &Px)≡ (∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃ ∃x(Sx &Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SiP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Sx &¬Px)≡ (∃xSx & ∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃∃x(Sx &¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SiP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP))∗ =
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= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ PoS)∗ =
=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) & ∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Px &¬Sx) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃ ∃x(¬Sx &Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SiP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SqP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(¬Sx &¬Px)≡(∃xSx & ∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃∃x(¬Sx &¬Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SeP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx⊃ ¬Px) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃ ∀x(Sx ⊃¬Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SeP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SaP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx ⊃ Px) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃ ∀x(Sx ⊃¬¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SeP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ PaS)∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Px ⊃ Sx) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx & ∃xPx & ∃x¬Px)⊃ ∀x(¬Sx ⊃¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SeP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SeP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SuP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∀x(Sx∨Px) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃ ∀x(¬Sx ⊃¬¬Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SoP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP))∗ =
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= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP )∗ =
=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Sx &¬Px) ≡ (∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃ ∃x(Sx &¬Px)

Если f(S) = 0, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SoP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SiP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Sx &Px) ≡ (∃xSx & ∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃ ∃x(Sx &¬¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 0, то

(ψ1(ψ1(SoP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SqP )∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) &∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(¬Sx &¬Px)≡(∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃∃x(¬Sx &¬Px)

Если f(S) = 1, f(Р) = 1, то

(ψ1(ψ1(SoP)))∗ = (ψ1(((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ SoP))∗ =
= (((SiS&S′iS′) & (P iP &P ′iP ′)) ⊃ PoS)∗ =

=(∃x(Sx&Sx) & ∃x(¬Sx &¬Sx) &∃x(Px &Px) & ∃x(¬Px &¬Px))⊃
∃x(Px &¬Sx)≡(∃xSx &∃x¬Sx &∃xPx &∃x¬Px)⊃∃x(¬Sx &¬¬Px)
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На пути к протологике1

А.C. Карпенко

abstract. This paper is devoted to the problem of the foundations
of logic. The path of development of logic towards generalization and
abstraction is traced. The central notions here are minimal logic, basic
logic, abstract logic, universal logic, protologic.

Ключевые слова: минимальная логика, базисная логика, абстракт-
ная логика, универсальная логика, протологика

1 Введение
Ровно через сто лет после выхода в 1879 г. в свет знаменитой
работы Г. Фреге «Bergiffsschrift» [12], в которой вводятся пре-
дикаты, отрицание, условная связь (the conditional) и кванторы
как основа логики, а также введена идея формальной систе-
мы, в которой демонстрации должны осуществляться посред-
ством явно сформулированных синтаксических правил, после
ста лет триумфального развития логики как самостоятельной
науки вдруг появляется статья Я. Хэкинга под названием «Что
есть логика?» [35]. В ней высоко оценивается введение Г. Генце-
ном структурных правил, работа с которыми позволяет выра-
жать те аспекты логических систем, которые не имеют непо-
средственного отношения к логическим константам, ставится
вопрос о логических константах и четко обозначается смена па-
радигмы от изучения истин к теоретико-доказательным ме-
тодам, которые, в свою очередь, и являются основанием для
введения логических операций. Основная идея Хэкинга заклю-
чается в том, что логические системы можно представлять по-
разному.

Cтатья Хэкинга переиздается и открывает собой боль-
шой сборник работ под названием «Что есть логическая систе-
ма?» [32], который издается в Англии и Америке. Заметим, что

1Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 11-03-00761а.
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в этой книге также опубликована статья Дж. Ламбека под на-
званием «Что есть дедуктивная система?» [40], в которой вы-
деляется пять стилей дедуктивных систем. В этом же году и с
тем же названием, что и статья Хэкинга, публикуется философ-
ская работа Хао Вана [49], которая открывается определениями
логики, начиная от Канта и вплоть до Гёделя и заканчивается
характеризацией логики, данной Л. Витгенштейном в 1921 г. в
его “Трактате. . . ”: «Логика трактует каждую возможность, и
все возможности суть ее факты (2.0121)» [1]. Интересно, что в
этом же 1994 году под названием «Что есть истинная элементар-
ная логика?» появляется статья выдающегося логика и филосо-
фа Яакко Хинтикки [37], в которой развивается новая концеп-
ция первопорядковой логики (см. также его совместную статью
с Г. Cанду «Революция в логике?» [38]). К работам Я. Хинтикки
мы еще вернемся.

Ввиду сказанного нас интересует следующая проблема: поче-
му после столь бурного и триумфального развития современной
логики, начиная с работ Дж. Буля (середина XIX в.), вдруг в
научной литературе в конце XX в. стал активно обсуждаться
вопрос: «Что есть логика»? (см. также [5] и [39]). Cам этот
вопрос говорит о кризисе в основаниях логики, приведшем к
полной переоценке самого статуса логики и её назначения. Ин-
тересен анализ причин произошедшего.

2 Кризис в основаниях логики
Cтоит заметить, что традиционный подход к пониманию логики
весьма подкупает тем, что логику в нем можно попытаться опре-
делить посредством совокупности логических законов, ее задаю-
щих. Тогда одной из причин кризиса оснований логики является
критика основных законов логики2, предпринятая еще в начале
XX в. Л. Брауэром (закон исключенного третьего), Н.А. Васи-
льевым и Я. Лукасевичем (закон непротиворечия). Результатом
стало появление различных систем интуиционистских и пара-
непротиворечвых логик. Затем подверглись критике основные
свойства материальной (классической) импликации К. Льюисом
(1912) и свойства строгой импликации В. Аккерманном (1956).

2Cм. в [6] раздел «Cодержательная критика основных законов и прин-
ципов классической логики высказываний».
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В результате появились многочисленные системы модальных и
релевантных логик.

Подчеркнем, что критика основных законов классической ло-
гики продолжалась целое столетие и приняла тотальный харак-
тер, когда, казалось, совсем незыблемые законы были отверг-
нуты. Так, был отвергнут импликативный закон идентичности
A ⊃ A, поскольку, согласно Э. Шрёдингеру, этот закон в об-
щем случае не имеет места для микрообъектов. Такие логики
получили название «логики Шрёдингера» [30]. Также не выдер-
жал испытания и импликативный закон сильной транзитивно-
сти (A → B) → ((B → C) → (A → C)) [43]. Из всего этого
следует, что если сделать теоретико-множественное пересечение
логических систем относительно верификации законов класси-
ческой логики, то в результате получим пустое множество. От-
сюда можно сделать один очень важный вывод: не существует
какой-либо выделенной системы логики. Хотя время от времени
появлялись и появляются все новые логики, каждая из кото-
рых представляет особый интерес в силу своих приложений или
металогических свойств3.

Главным следствием всего этого процесса стало появление
огромного класса новых логических систем. Было установле-
но, что существуют бесконечные классы логик, а в большинстве
случаев эти классы континуальны. Первый результат в этой
области был получен российским логиком В.А. Янковым [15],
где было показано, что мощность класса суперинтуиционист-
ских логик есть континуум. Более того, оказалось, что контину-
альность классов логик является не исключением, а нормой [3].
В связи с этим обратим внимание на главнейшую тенденцию
развития современной логики, которая заключается в том, что

3Cтоит заметить, что в последнее время такой логикой стала система,
созданная Я. Хинтиккой и названная им IF-логикой (см. [37], а также [38]).
IF-логика представляет собой расширение классической логики предика-
тов за счет введения ветвящихся кванторов. Cледствием этого явилась ее
семантическая неполнота. Таким бразом, IF-логика не является аксиома-
тизируемой. Но в то же время она удовлетворяет свойствам компактности
и Лёвенгейма–Cкулема, а также обладает интерполяционным свойством.
Несмотря на это IF-логика по своим выразительным возможностям очень
богата и сравнима со второпорядковой логикой. В силу таких ее возможно-
стей Хинтикка считает эту логику наиболее пригодной для решения про-
блем оснований математики.
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изучается не какая-то специфическая логическая система, ка-
кой бы она ни была интересной, а подвергается исследованию
некоторый класс логик в виде определенной структуры4.

В итоге главная проблема, порожденная кризисом в основа-
ниях логики, может быть сформулирована следующим обра-
зом: Имеется ли все-таки одна «истинная» логика и если нет,
то как мы можем ограничить наше понимание логики или, бо-
лее конкретно, понимание логической системы. Обратим вни-
мание, что статья А. Тсарпа так и называется: «Какая логика
является правильной логикой?» [46]. Видимо, стоит согласить-
ся с Дж. ван Бентемом и К. Дэтсом [48, p. 326], что «никакая
специфическая теория не является священной в современной ло-
гике». Учитывая исключительное развитие неклассических ло-
гик, стоит констатировать, что подобный ответ является вызо-
вом для всех логиков-исследователей. Тогда можно поставить
вопрос следующим образом: «Как логика в лице своих извест-
ных представителей отвечает на этот вызов?»

3 Минимальная логика
Понятие минимальной логики имеет смысл в некотором хорошо
определенном классе неклассических логик. Например, в клас-
се модальных льюисовских систем таковой является модальная
логика K, которая получается посредством добавления к клас-
сической логике лишь аксиомы

�(A→ B) → (�A→ �B).

Иногда логика K называется базисной в силу того, что в се-
мантике Крипке для модальных логик на отношение достижи-
мости не накладывается никаких ограничений. Другими слова-
ми, множество формул логики K общезначимо во всех шкалах
Крипке (см. [24]). Другим примером является минимальная вре-
менная логика Kt, которая получается за счет добавления к
классической логике минимального числа аксиом с временными
операторами (см. [4]).

Но нас больше интересует тенденция в сторону ограничения
логических законов до их некоторого минимума. Уже на самом

4Например, в [26] глава 4 называется «От логик к классам логик».
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раннем этапе четко обозначилась тенденция попытаться опреде-
лить систему «минимальной логики». Уже в 1936 г. И. Йохан-
сон определила «минимальное исчисление», которым оказалось
ослабление интуиционистской логики H за счет отбрасывания
закона Дунса Cкота A → (¬A → B): «из противоречия следует
все что угодно». Эта система обозначается посредством J и мо-
жет быть аксиоматизирована следующим образом: к позитивной
логике Гильберта5 добавляется аксиома

((A→ B) & (A→ ¬B)) → ¬A.

Cтоит отметить, что А.Н. Колмогоров в 1925 г. в знаменитой
статье «О принципе tertium non datur» [7]), разделяя критику
закона исключенного третьего Л. Брауэром, подвергает также
критике закон Дунса Cкота. В результате строится первое в ми-
ре предикатное паранепротиворечивое исчисление (импликатив-
но-негативное)6. Тогда пропозициональную минимальную логи-
ку Колмогорова можно аксиоматизировать следующим образом.
К импликативному фрагменту позитивной логики Гильберта,
который обозначим посредством H→:

K. A→ (B → A)

S. (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))7,
добавляется закон приведения к абсурду

((A→ B) → ((A→ ¬B) → ¬A).

Заметим, что для логик, содержащих в качестве фрагмента
5Позитивная логика введена Гильбертом в 1934 г. (см. [2, c. 99]) и пред-

ставляет собой такую систему логики, что добавление к ней закона Пирса
((A → B) → A) → A дает позитивный фрагмент пропозициональной клас-
сической логики.

6Cм. также [9].
7Логика H→ под названием «позитивная импликативная логика» была

введена Гильбертом в 1922 г. и представляет собой следующую систему
аксиом, эквивалентную приведенной:

B. (B → C) → ((A → B) → (A → C))

C. (A → (B → C)) → (B → (A → C))

W. (A → (A → B) → (A → B)

K. A → (B → A).



На пути к протологике 157

H⊃, имеет место стандартная теорема дедукции. Отметим так-
же, что удивительным образом простейшие типы для базовых
комбинаторов соответствуют аксиомам логики H→ [28]. Это так
называемый изоморфизм Карри–Ховарда, который устанавлива-
ет, что полное множество исходных комбинаторов (например, B,
C, W, K) определяет собой импликативный фрагмент интуици-
онистской пропозициональной логики, т.е. H→.

Известно, что комбинаторная логика тесно связана с λ-исчис-
лением, построенным А. Чёрчем в начале 1930-х годов. Таким
образом, имеется изоморфизм между H→ и типизированными
замкнутыми λ-термами. В итоге можно было бы считать, что ло-
гика H→ является прекрасным кандидатом на роль минималь-
ной логики.

Однако в 1951 г. появляется статья А. Чёрча «Минимальная
логика» [25], где строится «слабое позитивное импликативное
исчисление». Эта логика получается из H→ посредством заме-
ны формулы A ⊃ (B ⊃ A) на формулу A ⊃ A, которой соответ-
ствует комбинатор I. Впоследствии оказалось, что полученная
логика является импликативным фрагментом релевантной ло-
гики R (эта логика стала обозначаться посредством R→, т.е.
R→ есть B, C, W, I,). Для этой логики Чёрчем была доказана
ослабленная теорема дедукции и было установлено соответствие
между R→ и исчислением λI.

В 1956 г. К.А. Мередит вводит систему B, C, I, при этом так-
же обращая внимание на соответствие между импликативными
формулами и комбинаторами. Обратим внимание на то, что в
последнее время получила развитие так называемая линейная
логика, введенная Дж. Жираром [33] и нашедшая широкое при-
менение в компьютерных науках. Ее взаимоотношение с дру-
гими логиками, и в особенности с релевантными, исследованы
А. Авроном [18]. В этой работе HL→ обозначает импликативный
фрагмент данной линейной логики, который в точности совпа-
дает с аксиомами B, C, I. Аврон следующим образом определяет
HL→: Это «минимальная система, соответствующая линейно-
му доказательству», которое, в свою очередь, определяется так:
«Линейное доказательство есть классическое доказательство, в
котором каждое вхождение формулы, отличной от последней,
используется в точности один раз в качестве посылок MP».
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Исходя из идеи Чёрча о минимальной логике, Х. Карри [27]
обобщает теорему дедукции для логики IB. Таким образом, им-
пликативную логику IB можно было бы считать минимальной
логикой. Идея о минимальной логике оказалась очень близкой
специалистам в области релевантной логики. А. Уркварт [47,
p. 168] формулирует «минимальную импликативную логику в
смысле Чёрча», которая отличается от IB тем, что кроме пра-
вила MP имеется также правило: из A следует (A → B) → B.
Характерной чертой этой логики, замечает Уркварт, является
отсутствие структурных правил при ее секвенциальной форму-
лировке. Интересно, что в этом же году импликативная логика с
аксиомами I и B была рассмотрена также В.А. Cмирновым [11,
с. 72-74], при этом доказана теорема дедукции, которая имеет
место при наличии следующей теоремы: «если существует дока-
зательство формулы D, то существует доказательство формулы
(A → (D → B)) → (A → B)». А. Андерсон и Н. Белнап в [16,
§ 8.11] в качестве минимальной логики предложили считать си-
стему IBB′ (с правилом MP), где аксиома B′ есть закон сильной
транзитивности (см. выше). Тема получила дальнейшее разви-
тие в [17, p. 149], где таковой объявляется логика, предложенная
А. Урквартом. Эту логику Андерсон и Белнап обозначали по-
средством M→. Для нее строится модель < S, v > такая, что S
есть ассоциативный моноид, и множество всех формул, истин-
ных во всех < S, v >-моделях, аксиоматизируется посредством
логики M→.

Поскольку понятие моноида удовлетворяет условиям быть ка-
тегорией, то данное понятие минимальной логики также облада-
ет данными свойствами. Другими словами, дедуктивная систе-
ма, отношение следования (дедуцируемости) которой рефлек-
сивно и транзитивно, является категорией. Поэтому с полным
основанием логику M→ можно было бы считать минимальной
логической системой. Однако не очень понятно, почему в основе
логических рассуждений должна лежать структура ассоциатив-
ного моноида? Более того, К. Дошен в качестве минимальной
логики предлагает считать неассоциативное исчисление Лам-
бека с единственной бинарной связкой «мультипликации» [31,
p. 20].
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4 Базисная логика
Другая тенденция заключается в выборе некоторой базисной
логики. Однако сразу стоит сказать, что такой выбор являет-
ся весьма произвольным и имеет смысл только для определен-
ного класса логик. Например, в классе всех нормальных мо-
дальных логик таковой является логика K. В качестве базис-
ной логики предлагается также полное исчисление Ламбека FL.
Грубо говоря, это интуиционистская логика без структурных
правил (см. [42]). Кроме комбинирования FL со структурными
правилами, соответствующими формулам C, W и K, к некото-
рым логикам добавляется еще закон снятия двойного отрица-
ния ¬¬A → A. Интересной работой является [20], где вводится
базисная логика B и строится ее секвенциальное исчисление8.
Эта логика вообще не имеет структурных правил и может рас-
сматриваться как «логика связок». Комбинирование последней
осуществляется с тремя независимыми свойствами C, D и S,
где C есть правила для снятия двойного отрицания, D состо-
ит из обычных свойств импликации, удовлетворяющих теоре-
ме дедукции, и S есть структурные правила, соответствующие
формулам W и K, плюс идентификация двух констант, выра-
жающих ложь. Восемь возможных комбинаций свойств C, D и
S продуцируют куб логик. В частности, добавление C и D к
B дает линейную логику Жирара, добавление D и S дает ин-
туиционистскую логику, добавление C и S дает ортологику и,
наконец, добавление C, D и S дает классическую логику.

Последнее время распространение получила базисная нечет-
кая логика BL [36], которая получается за счет ослабления бес-
конечнозначной логики Лукасевича9.

8Эта логика введена в 1995 г.
9Ради полноты изложения приведем формулировку базисной логики,

введенной А. Авроном в [19]. Это позитивный фрагмент классической про-
позициональной логики C2, плюс законы де Моргана и аксиомы ∼∼ A ≈ A,
sin(A ⇒ B) ≈ A∧ ∼ B. Впервые аксиоматизация этой логики появилась
в [10], где она обозначена посредством Par. Если теперь добавить A∨ ∼ A,
то получим в точности аксиоматизацию трезначной паранепротиворечивой
логики Pсont. Если же добавить A → (∼ A → B), то получим аксиома-
тизацию трехзначной логики, которая функционально эквивалентна трех-
значной логике Лукасевича  L3. Если же добавим одновременно обе эти
формулы, продолжает А. Аврон, то получим аксиоматизацию классической
логики C2.
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Таким образом, смысл обоих указанных подходов, а именно
выбор минимальной или базисной логики, заключается в том,
что предлагается какой-то минимум логических средств и затем
посредством различных расширений получаются известные ло-
гические исчисления вплоть до самой классической логики. На
самом деле вся исходная парадигма неверна: в основу берется
классическое пропозициональное исчисление, и затем добавля-
ются или, как мы видели, отбрасываются те или иные законы
этой логики. Но остается открытым вопрос об обосновании по-
лученного минимума или базиса логических средств, не говоря
уже об обоснованности самого корпуса классической логики. Ес-
ли делаются какие-то предпосылки, то на чем они основаны? В
идеале хотелось бы вычленить какое-то логическое «ядро», не
основываясь ни на каких жестких предпосылках.

5 Абстрагирование и обобщение
Пока мы рассмотрели философскую сторону дела. Однако па-
раллельно с указанными тенденциями в недрах математической
логики развивалась тенденция в сторону максимального обоб-
щения или абстрагирования понятия логики.

В польской школе логиков получило распространение опреде-
ление пропозициональной логики, введенное А. Тарским в 1930 г.
(см. [44], [45]). Пусть P(A) есть множество всех подмножеств
множества A. Оператором замыкания на множестве A назы-
вается отображение C: P(A) → P(A), которое удовлетворяет
следующим условиям для каждого X,Y ⊆ A:

(C1) X ⊆ C(X) (рефлексивность),

(C2) CC(X) = C(X) (идемпотентность),

(C3) Если X ⊆ Y , то C(X) ⊆ C(Y ) (монотонность).
ПодмножествоX изA называется замкнутым подмножеством,
если C(X) = X.

А. Тарский [44] находит удивительное применение оператору
замыкания для изучения абстрактного отношения следования.
Пусть A есть множество всех формул Fm в пропозициональном
языке L. Тогда оператор замыкания C называется операцией
присоединения следствий (consequence operation) и обозначает-
ся посредством Cn, т.е. Cn есть операция, которая, примененная
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к множествам формул, позволяет получать новые множества
формул. Пусть X есть множество предложений, тогда Cn(X)
обозначает множество всех предложений, которое может быть
дедуцировано их X. Операция присоединения следствий Cn на-
зывается структурной (или инвариантной относительно под-
становки), если для всех подстановок e (эндоморфизмов) про-
позиционального языка L выполняется условие

(C4) e(Cn(X)) ⊆ Cn(e(X)).

Под логикой (пропозициональной) понимается пара < Fm,
Cn >, где абстрактная операция присоединения следствий Cn
является структурной. Изучению основных свойств операции
присоединения следствий посвящена фундаментальная моногра-
фия Р. Вуйцицкого [51]. Cвязь между операцией Cn и обычным
отношением выводимости ⊢ очевидна:
A1, A2, . . . , An ⊢ B тогда и только тогда, когда В ∈ Cn({A1, A2,

. . . , An}).
В 1969 г. Р. Вуйцицкий вводит понятие «обобщенной логиче-

ской матрицы» [50]. Обобщенная матрица есть пара A =
< A, C >, где A есть алгебра соответствующего типа и C ⊆
P(A) есть произвольное семейство подмножеств A. Обобщен-
ные матрицы имеют хорошо известное дуальное представление
как пара < A, C >, где C есть оператор замыкания (см. вы-
ше). Cпециально обобщенным матрицам, их применению и раз-
витию посвящена статья [34]. Наконец что в известной статье
Д. Брауна и Р. Cушко [23] вводится термин «абстрактная ло-
гика» L =< A, C >, где A есть абстрактная алгебра, а C есть
абстрактная операция присоединения следствий (без структур-
ности).

Под влиянием этих работ в 1994 г. Ж.-И. Безьё вводит по-
нятие «универсальной логики» [21] (см. также его же историче-
ский экскурс [22]). По замыслу Безьё универсальная логика име-
ет такое же отношение ко всем конкретным логикам, как универ-
сальная алгебра к конкретным алгебрам. Универсальная логика
подобно универсальной алгебре есть часть общей теории струк-
тур и поэтому центральный вопрос заключается в следующем:
какого вида структуры являются логическими структурами? В
качестве ответа Безьё идет по пути дальнейшего обобщения тео-
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рии Тарского об операторе присоединения следствий. В резуль-
тате под логической структурой понимается пара < S,⊢>, где
первым членом является некоторая структура без всякой специ-
фикаци, т.е. S не обязательно является алгебраической структу-
рой, а вторым членом является отношение следования ⊢, где ⊢
есть подмножество P(S) × S. Заметим, что в отличие от опера-
тора Cn на ⊢ не накладывается никаких ограничений.

Обратим внимание, что параллельно с этим в среде приклад-
ной логики все большее распространение стало получать пред-
ставление логики в виде функциональной системы10, т.е. логика
есть пара < Pn, C >, где Pn есть множество n-значных функций,
а C есть операция суперпозиции, определенная на этом мно-
жестве. Если вместо Pn берем множество булевых функций, то
получаем модель для классической пропозициональной логики.
Заметим, что множество всех функций, которые могут быть по-
лучены из функций системы R с помощью операции суперпози-
ции, называется замыканием R и обозначается посредством [R].
Очевидно, что операция [ ] обладает указанными выше свойства-
ми (C1)–(C3). Таким образом, здесь мы имеем еще один пример
конкретизации оператора замыкания C.

Однако подчеркнем, что все эти подходы, развиваемые в рус-
ле абстрагирования, обобщения и универсализации понятия ло-
гики, обладают одним и тем же серьезным недостатком: в осно-
ве лежат очень сильные допущения. Так, в основе абстрактной
логики и логики как функциональной системы лежит различ-
ная конкретизация топологического оператора замыкания, а в
основе универсальной логики — обобщение этого оператора. В
начале XX в. идеи топологии были очень популярны в среде
польских математиков и логиков, но это не значит, что свойства
данного оператора замыкания должны детерминировать неко-
торое «ядро» человеческих рассуждений.

6 Протологика
Итак, возникает естественный вопрос, а можно ли выделить
некоторое протологическое ядро, которое априорно лежит в ос-

10Начало положено работами российских математиков А.В. Кузнецова и
C.В. Яблонского и далее развито В.Б. Кудрявцевым, C.C. Марченковым и
др. Cм. [8] и [41].
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нове человеческих рассуждений и не основывается ни на каких
труднообъяснимых допущениях. Для этого необходимо внача-
ле выделить ту естественную среду, которая априорно детерми-
нирует некоторые исходные (прото)схемы рассуждений. Такой
средой является человеческий язык, в котором оформляются все
добытые знания. Но при этом «мы должны отвлечься от всякой
специфики конкретных языков и взглянуть на них лишь как на
абстрактные знаковые системы» [14]. Только при таком подхо-
де мы можем подойти к построению логики, освобожденной от
всяческих онтологических и эпистемологических допущений.

Прорыв в этой области совершен работами В.И. Шалака (см.,
в особенности, [13]), где вводится понятие протологического сле-
дования: Из посылок Σ = {B1, . . . , Bn} протологически следует
выражение A, если и только если существует правило R, поз-
воляющее на основании значений посылок Σ определить значе-
ние выражения A.

Дале строится протологика — система правил знаковых пре-
образований — аналогов логических умозаключений. Протоло-
гику можно представить как пару, где имеется множество аб-
страктных знаков, структурированное группоидной операцией.

Дедукция осуществляется с помощью следующих трех пра-
вил:

1. Правила введения констант.
2. Правила построения термов.
3. Правила замены на основе ранее принятых определений.
Оказалось, что протологика в строго определенном смысле

полна относительно комбинаторной логики и λ-исчисления Чёр-
ча, а это означает ни много, ни мало, что в протологике вы-
разимы все эффективно вычислимые функции. Многие мате-
матические объекты оказались имплицитно содержащимися в
абстрактных языковых структурах. Нет ничего удивительного,
что пространственно разделенные культуры приходили к одним
и тем же вычислительным математическим структурам. Им для
этого не требовалось никакой развитой логики, а требовалось
всего лишь владение собственным языком.

Вычислимость — главное свойство протологики. В итоге по-
лучаем реализацию программы Лейбница: рассуждения за-
меняются вычислениями .
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Для сравнения с различными «минимальными» и «базисны-
ми» логиками, рассмотренными выше, приведем натуральную
формулировку протобулевой логики, т.е. протологики с истин-
ностно-значными термами:

N.1
∅

A ∨ ¬A
N.3

A,B

A&B

N.2
A

¬A
N.4

⊢ A ≡ B,A

B

Как известно, человеческие рассуждения зачастую являются
противоречивыми и иррациональными. Приведенные выше че-
тыре правила составляют рациональное ядро логики, априорно
присущей человеческим существам, владеющим той или иной
знаковой системой.
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[31] Dožen K. A historical introduction to substructural logics // K. Dožen and

P. Schroeder-Heister (eds.) Substructural Logics. Oxford: Clarendon Press, 1993.
[32] Gabbay D. M. (ed.) What is a logical system? Oxford: Clarendon Press, 1994 (and

New Ysork 1995).
[33] Girard J.Y. Linear logic // Theoretical Computer Science. 1987. Vol. 50. P. 1-102.
[34] Font J.M. Generalized matrices in abstract algebraic logic // V.F. Hendricks and

J. Malinowski (eds.). Trends in Logic: 50 Years of Studia Logica. Dordrecht: Kluwer,
2003. P. 57-86.

[35] Hacking I. What is logic? // The Journal of Philosophy. 1979. Vol. 76. №6.
(Reprinted in: [Gabbay (ed.), 1994]. P. 1-33).
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Знание и мнение: их роль в науке и
коммуникации
Е.Е. Ледников

abstract. The paper exposes notions of knowledge and belief specific
traits of contexts, discerned in accordance with philosophical tradition.
Perspectives of construction of rational theory of discussion about beliefs
are evaluated.

Ключевые слова: знание, мнение, истина, коммуникация, рацио-
нальная полемика

Интерес к философскому осмыслению понятий знания и мне-
ния возник в античную эпоху. Еще Парменид в V в. до н.э. про-
тивопоставил знание мнению, заявив, что о текучих, изменчи-
вых предметах и событиях возможно только мнение, но не зна-
ние. Эта мысль Парменида в полной мере была воспринята и
использована Платоном, превратившим в объект познания неиз-
менные, вечные идеи и отказавшим в таком же статусе чувствен-
но воспринимаемым, изменчивым вещам [2, c. 432–433]. Выска-
зывания древнегреческих философов по поводу знания и мне-
ния в наше время можно было бы истолковать как пожелание,
чтобы наука исследовала и познавала устойчивые, повторяю-
щиеся, воспроизводимые явления действительности, ибо именно
через их изучение человеку раскрываются тайны бытия мира,
а в отношении изменчивых, преходящих, уникальных событий
ограничивалась бы мнениями.

Конечно, научное познание нельзя свести к простой регистра-
ции единичных фактов, в качестве которых выступают не повто-
ряющиеся, уникальные события. Но и без их фиксации наука
невозможна — она лишится в этом случае значительной части
своего эмпирического базиса. При этом фактические данные об
имевших место землетрясениях, ураганах, эпидемиях, социаль-
ных катаклизмах и тому подобных событиях в истории челове-
чества вовсе не являются «мнениями», хотя они и представляют



168 Е. Е. Ледников

собой регистрацию уникальных, не воспроизводимых событий.
Одной из наиболее трудных задач науки как раз и является
их изучение, формулировка закономерностей возникновения и
протекания — крайне сложно, если вообще возможно, смодели-
ровать то, что никогда больше не повторится (разумеется, при
имевшем место наборе значений параметров, определявших ход
перечисленных событий).

Следовательно, знание возможно как об «устойчивом», так
и о «текучем». О первом, «устойчивом», оно получается, ко-
гда познающий человек конструирует абстрактные предметы с
помощью абстракций отождествления, конструктивизации, иде-
ализации, изолирующей абстракции, а затем устанавливает и
формулирует законы взаимосвязи и взаимодействия этих пред-
метов. О втором, «текучем», знание воплощается в сообщениях
очевидцев, соучастников неповторимых, уникальных событий.

Различение знания и мнения, и это хорошо понимали уже
мыслители древности, связано с их оценкой на истинность. Имен-
но интенция (направленность) на истинность, осознание истин-
ности некоторого высказывания превращает последнее в знание.
В противном случае, если вопрос об истинности высказывания
(или же системы высказываний) ставить преждевременно и да-
же вообще неуместно, его следует относить к мнению. Рассмот-
рим простейший случай, когда один человек полагает, что отды-
хать следует на речке с удочкой, а другой — что лучше делать
это во дворе за игрой в домино. Уместно ли в этом случае зада-
ваться вопросом, чье мнение является «истинным»? Очевидно,
что нет. Но и в более серьезных случаях вопрос об истинности
может оказаться некорректным. Скажем, какой художествен-
ный метод (классицизм, реализм, абстракционизм) является ис-
тинным? Какая из мировых религий является истинной? В чем
подлинный смысл жизни? Во всех этих случаях речь идет о мне-
ниях, но никак не о знаниях, хотя в обратном нередко пытаются
убедить окружающих сторонники тех или иных взглядов в со-
ответствующих областях духовной культуры.

Относя важнейшие сферы духовной культуры к мнениям, мы
никак не принижаем их роль в жизни человека. Нужно только
помнить, что мнения представляют необходимое дополнение к
знаниям, поскольку из одних только знаний духовный мир чело-
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века состоять не может. Мнения — это не только конвенции и ги-
потезы, но, прежде всего, положения, принимаемые в ходе раз-
вития цивилизаций, неотъемлемые их элементы. Разные мнения
соответствуют разным цивилизациям. Скажем, у первобытных
народов было принято ритуальное поедание предков, что совер-
шенно нетерпимо в современном цивилизованном обществе. В
рабовладельческом обществе существовало мнение (увы, закреп-
ленное законами того общества), что рабы — не люди. Но при
всей важности мнений поиски среди них «истинных» зачастую
не только лишены смысла, но могут быть и социально опасны-
ми. Ведь духовная нетерпимость, которая принесла столько бед
в истории человечества, одной из своих причин имеет необос-
нованную попытку истолковывать мнения как знания, отвергая
одни мнения как ложные, а другие утверждая в качестве «един-
ственно правильных» всеми доступными средствами насилия. С
другой стороны, попытки возвысить знания над мнениями (как,
скажем, это делал Св. Августин, противопоставлявший «знание,
ведущее к спасению» праздному, суетному любопытству) в наше
время ведут к сциентизму — необоснованному преувеличению
возможностей науки, а, значит, в конечном счете, к ее компро-
метации. Вот почему важен как содержательно-философский,
так и сугубо логический анализ этих понятий и контекстов, в
которых они употребляются.

Говоря об истине, будем иметь в виду исключительно аристо-
телевское или же платоновское ее понимание. То есть теорию
корреспонденции в первом случае и теорию когеренции во вто-
ром. Действительно, знание о мире — это утверждение о том,
что есть «на самом деле», которое проверяется эксперименталь-
но или же гипотетико-дедуктивным методом. Знание о матема-
тических объектах — это утверждение, не противоречащее ра-
нее доказанным положениям (скажем, из области теории чисел),
причем это утверждение может быть представлено в качестве
теоремы.

Разумеется, далеко не всегда знание — это явно установленная
истина. Иногда утверждения относят к знанию по косвенным
признакам — например, они удовлетворяют идеальным нормам
знания (выражены в аксиоматической форме) или же их разде-
ляет авторитетное научное сообщество по причине соответствия
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принятой парадигме. Однако в этом случае существует опас-
ность принять за знание всего лишь мнение. Так, зачастую бы-
вает трудно ответить на вопрос, является ли соответствующая
парадигма образцом знания или феноменом мнения определен-
ной научной группы (вспомним отношение официальной трав-
матологии к новым методам лечения переломов, предложенным
в 60-х годах курганским врачом-самородком Илизаровым). С
другой стороны, сколько существует аксиоматически построен-
ных рассуждений, попросту бесполезных в научном отношении!
Так что косвенные свидетельства в пользу знания должны ис-
пользоваться достаточно осторожно и критически.

Вопрос о специфике знания и мнения остро встает при разра-
ботке логических основ полемики о мнениях. Необходимость в
полемике возникает всякий раз, когда люди, имеющие различ-
ные мнения по поводу тех или иных проблем, событий, предме-
тов, пытаются устранить эти различия. А поскольку речь идет
именно о мнениях, то цель подобной полемики — не столько в
установлении истины, сколько в навязывании собственного мне-
ния, а иногда и в отказе от него в пользу мнения оппонентов. В
ходе такой полемики используется, как принято считать, праг-
матическая аргументация [4, c. 12]. Ее нередко противопоставля-
ют логической аргументации, в ходе которой стремятся к обос-
нованию и расширению имеющихся знаний.

На первый взгляд, подобное противопоставление будто бы
оправданно в свете того, что уже было сказано о различии зна-
ния и мнения. Заодно здесь уместно будет напомнить, что де-
мократическое устройство общества предполагает уважение и
терпимость к чужим мнениям, так что и о весьма серьезных
расхождениях во мнениях спорить в цивилизованном обществе
вроде бы не принято. И все же если предположить, что подобная
полемика может возникнуть, то чтобы она привела к какому-
либо плодотворному результату, она должна принять форму
рациональной аргументативной дискуссии [1, c. 6–7]. А именно
мнения должны быть выражены в виде утверждений, которые
защищаются или критикуются. Стремление участников поле-
мики убедить оппонента в приемлемости собственного и непри-
емлемости иного мнения должно осуществляться с помощью
аргументативных утверждений, т.е. полемизирующие стороны
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не должны выходить за рамки интеллектуального состязания
(не прибегать к угрозам, насилию, запугиванию и т.п.). Участ-
ники полемики должны обладать способностью к усвоению вы-
двигаемых аргументов, в том числе логического характера. Они
должны быть готовы принимать логические следствия своих
мнений, если самостоятельно или с помощью оппонентов обна-
ружат, что некоторые утверждения являются именно такими
следствиями. Они должны быть готовы считаться с тем, что
мнение оппонента может базироваться на некотором бесспорном
положении, и отказаться от собственного мнения, если окажет-
ся, что оно вытекает из какого-либо сомнительного или вообще
неприемлемого положения.

Более того, полемика имеет смысл только тогда, когда ее
участники разделяют хотя бы одно мнение, пусть и не отно-
сящееся непосредственно к предмету полемики. Трудно согла-
ситься с трактовкой К. Поппером «мифа концептуального
каркаса», объявившего необязательным наличие у полемизиру-
ющих точек соприкосновения в виде «общего концептуаль-
ного каркаса основных предпосылок» или же «соглашения о
словаре» используемых терминов [3, c. 559–560, 590]. Участни-
кам полемики можно предъявить и более сильное требование —
чтобы они были способны усмотреть логическую зависимость
своих мнений от тех положений, которые являются точками
соприкосновения. В противном случае полемика, может, и при-
ведет к прояснению позиций ее участников (в чем Поппер ви-
дит самый значительный итог полемики), но достижения согла-
сия во мнениях от подобной полемики ожидать не приходит-
ся. Как часто в современном мире мы наблюдаем длительные и
бесплодные переговоры по тем или иным вопросам между
странами!

Из всего сказанного напрашивается вывод, что если участни-
ки полемики не обременены логической культурой, то полеми-
ка вообще может не состояться. Так что логическая составля-
ющая обязательно присутствует в любой аргументации, и вряд
ли противопоставление логической аргументации прагматиче-
ской должно выходить за рамки использования логически бес-
спорных либо прагматически убедительных аргументов — ведь
структура аргументации будет одной и той же в обоих случаях,
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а оценивать виды привлекаемых аргументов без помощи логики
невозможно.

Вместе с тем логика пока что может предложить лишь весьма
идеализированные модели рациональной полемики, а это приво-
дит к другой крайности. Коль скоро в них фигурируют идеаль-
ные субъекты знаний и мнений, обладающие неограниченны-
ми дедуктивными и аргументативными ресурсами, то каждый
подобный субъект придерживается только мотивированных, в
частности, логически обоснованных мнений, и нет в природе ни-
чего такого, что могло бы побудить его отказаться от собствен-
ного мнения или хотя бы внести в него какие-либо изменения.
Он «видит» как все следствия своих мнений, так и все предпо-
сылки, из которых эти мнения следуют. Получается, что поле-
мика между идеальными субъектами тоже вряд ли может состо-
яться — ведь для нее отсутствуют какие-либо видимые причи-
ны. А вот в отношении реального субъекта мнения дело обстоит
иначе. Каждый подобный субъект ограничен как в отношении
дедуктивных ресурсов, которыми мог бы воспользоваться, так
и в отношении запаса фактов, на которые мог бы опираться. Да
и осознает он значимость, весомость далеко не всех аргументов.
И поскольку невозможно предложить различие между идеаль-
ными и реальными субъектами знаний и мнений, пригодное для
любого случая возникновения полемики, то сугубо логическая
теория аргументации с ее базисной идеализацией оказывается
недостаточной, а прагматическая теория, если в ней игнори-
ровались бы логические основы полемики, была бы попросту
неадекватной. Поэтому остается только согласиться с тем, что
эффективного инструмента анализа «аргументативных дискус-
сий» пока не существует [1, c. 6–7], и объединить в создании
такого инструмента усилия специалистов в области логики, тео-
рии аргументации, психологии и лингвистики.
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Cингулярные расширения
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abstract. We implement two systems of syllogistic with singular
terms that are the extensions of  Lukasiewicz syllogistic. In the language
of the first system singular terms can place only the subject position and
singular propositions are of special type. In the language of the second
one singular terms can place the subject as well as the predicate position
and there are no special syllogistic constants for singular propositions.
We prove the embedding of these singular syllogistics into the classical
predicate calculus.
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семантика, формализация, погружающая операция

Широко известное силлогистическое исчисление, сформули-
рованное Я. Лукасевичем в [1], является системой чистой пози-
тивной силлогистики, поскольку в его языке содержатся нело-
гические символы только одного типа — общие термины (знаки
множеств предметов), а среди логических символов отсутствуют
терминообразующие операторы (например, терминное отрица-
ние). Аксиомами силлогистики Лукасевича являются тавтоло-
гии классической логики высказываний (ЛВ) и формулы сле-
дующих типов:

A1. (MaP &SaM) ⊃ SaP , A4. SiS,
A2. (MaP &M iS) ⊃ SiP , A5. SeP ≡ ¬SiP ,
A3. SaS, A6. SoP ≡ ¬SaP .

Cам Лукасевич последние две схемы аксиом трактовал как опре-
деления силлогистических констант e и o через, соответствен-
но, константы i и a. Единственное правило вывода в системе —
modus ponens. Понятия доказательства и теоремы обычные. Cил-
логистика Лукасевича в классификации В.А. Cмирнова [3] по-
лучила название системы C4.
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Задача данной статьи заключается в том, чтобы предложить
расширения силлогистики C4, в языке которых наряду с об-
щими терминами содержались бы и сингулярные (единичные)
термины — знаки отдельных предметов.

Cуществует, по крайней мере, два способа введения сингуляр-
ных терминов в язык силлогистики. Первый из них был исполь-
зован Аристотелем, который в качестве примеров рассматривал
силлогизмы с единичными высказываниями. Анализ этих при-
меров позволяет установить следующее. Cингулярные термины
употребляются Аристотелем только в качестве субъектов вы-
сказываний, но никогда в качестве предикатов. Он не исполь-
зует сингулярные термины в общих и частных высказывани-
ях — высказываниях типа a, e, i и o. Иначе говоря, высказыва-
ния с сингулярными терминами представляют собой особые
типы категорических высказываний «v есть P» и «v не есть P»,
не сводимые к другим типам — общим и частным высказыва-
ниям.

Другая трактовка роли сингулярных терминов в силлогисти-
ческом языке была характерна для У. Оккама. В противопо-
ложность Аристотелю Оккам использует сингулярные терми-
ны на местах как субъектов, так и предикатов высказываний.
Причем единичные высказывания (высказывания с сингуляр-
ным субъектом) не рассматриваются им как высказывания осо-
бого типа, а представляют собой разновидность множественных
(общих или частных) высказываний. При оккамовском подходе
осмысленными оказываются высказывания вида «Всякий (неко-
торый) v есть (не есть) P». Таким образом, второй способ вве-
дения сингулярных терминов в язык позитивной силлогистики
не требует использования новых, отличных от a, e, i, o, cилло-
гистических констант, допуская употребление на аргументных
местах как универсалий, так и сингулярных терминов.

Cовременное формальное представление сингулярных расши-
рений чистых позитивных силлогистик как в «аристотелевском»,
так и в «оккамовском» языке осуществлено в монографии [2]
применительно к системе фундаментальной силлогистики CФ
и к системе C2 В.А. Cмирнова, которая считается наиболее
адекватной формализацией силлогистики Аристотеля. В дан-
ной статье аналогичная задача будет решаться применительно
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к системе C4, формализующей традиционный вариант чистой
позитивной силлогистики.

Cначала будем строить сингулярное расширение C4 в языке
(условно будем называть аристотелевским), в котором пред-
полагается, что сингулярные термины могут выступать толь-
ко в качестве субъектов, а единичные высказывания образуют
самостоятельные типы категорических высказываний. Нелоги-
ческими символами этого языка наряду с общими терминами
(будем обозначать их в метаязыке буквами S, P , Q, M ,. . . ) яв-
ляются сингулярные термины (в качестве метапеременных по
последним будем использовать знаки v, w, v1, w1, v2, . . . ). Cилло-
гистическими константами наряду со стандартными (a, e, i, o)
будут новые константы ä (для единичноутвердительных выска-
зываний) и ë (для единичноотрицательных высказываний). В
алфавите содержатся также пропозициональные связки и скоб-
ки.

Определение формулы задается так:

1. Если S и P — общие термины, то выражения типов SaP ,
SiP , SeP , SoP являются формулами;

2. Если S — общий, а v — сингулярный термин, то выражения
типов väS (читается: «v есть S») и vëS (читается: «v не
есть S») суть формулы;

3. Если A и B — формулы, то ¬A, (A&B), (A∨B), (A ⊃ B),
(A ≡ B) — формулы;

4. Ничто иное не есть формула.

В данном языке сформулируем исчисление C4C
A, схемами ак-

сиом которого являются:

AC
A0. Cхемы аксиом классического исчисления высказываний,

AC
A1. (SaP & väS) ⊃ väP , AC

A4. SoS ≡ ¬SaP ,

AC
A2. (väP & väS) ⊃ SiP , AC

A5. vëS ≡ ¬väS,

AC
A3. SeP ≡ ¬SiP , AC

A6. SiS,

а правилами вывода:
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R1. modus ponens,

R2.
⊢ (väS & väP ) ⊃ A

⊢ SiP ⊃ A
, R3.

⊢ (väS & vëP ) ⊃ A

⊢ SoP ⊃ A
,

где сингулярный термин v не содержится в формуле A.
Покажем, что исчисление C4C

A представляет собой расшире-
ние силлогистики C4:

МЕТАТЕОРЕМА 1. Всякая теорема системы C4 доказуема в
исчислении C4C

A.

Доказательство.
Достаточно продемонстрировать доказуемость в C4C

A всех ак-
сиом системы C4.

Пропозициональные тавтологии доказуемы в C4C
A в силу AC

A0.

A1. (MaP &SaM) ⊃ SaP

1. (MaP & väS) ⊃ väP AC
A1

2. (SäM & väS) ⊃ väM AC
A1

3. (MaP &SaM & väS) ⊃ väP 1, 2; ЛВ

4. vëP ≡ ¬väP AC
A5

5. (väS& vëP ) ⊃ ¬(MaP &SaM) 3, 4; ЛВ

6. SoP ⊃ ¬(MaP &SaM) 5; R3

7. SoP ≡ ¬SaP AC
A4

8. (MaP &SaM) ⊃ SaP 6, 7; ЛВ

A2. (MaP &M iS) ⊃ SiP

1. (MaP & väS) ⊃ väP AC
A1

2. (väP & väS) ⊃ SiP AC
A2

3. (¬väP & väM) ⊃ ¬MaP 1; ЛВ

4. (väM & väS) ⊃ (SiP ∨ ¬MaP ) 2,3; ЛВ

5. M iS ⊃ (SiP ∨ ¬MaP ) 4; R2

6. (MaP &M iS) ⊃ SiP 5; ЛВ

A3. SaS

1. vëS ≡ ¬väS AC
A5

2. (väS& vëS) ⊃ SaS 1; ЛВ
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3. SoS ⊃ SaS 2; R3

4. SoS ≡ ¬SaS AC
A4

5. SaS 3,4; ЛВ
Аксиомы видов А4, А5 и А6 системы C4 доказуемы в C4C

A,
поскольку они являются соответственно аксиомами AC

A6, AC
A3

и AC
A4 последней системы.

q.e.d.

Далее мы покажем, что силлогистика C4C
A погружается в

классическое одноместное исчисление предикатов. C этой целью
первоначально демонстрируется погружаемость C4C

A в другую
систему сингулярной позитивной силлогистики, а именно в си-
стему CФC

A — «фундаментальный» вариант силлогистики ука-
занного типа.

Исчисление CФC
A получается за счет отбрасывания из акси-

омной схемы AC
A6 — SiS. Это исчисление подробно исследовано

нами в [2]. В частности, для него была сформулирована адек-
ватная семантика.

Моделью является пара < D, φ >, где D ̸= ∅, φ приписывает
значения сингулярным и общим терминам следующим образом:
φ(v) ∈ D, φ(S) ⊆ D. Условия истинности элементарных формул
в модели < D, φ > таковы:

И1. |SaP |φ= 1, е.т.е. φ(S) ⊆ φ(P ),

И2. |SiP |φ = 1, е.т.е. φ(S) ∩ φ(P ) ̸= ∅,

И3. |SeP |φ= 1, е.т.е. φ(S) ∩ φ(P ) = ∅,

И4. |SoP |φ= 1, е.т.е. φ(S) \ φ(P ) ̸= ∅,

И5. |väP |φ = 1, е.т.е. φ(S) ∈ φ(P ),

И6. |vëP |φ = 1, е.т.е. φ(S) ̸∈ φ(P ).

Условия истинности для сложных формул, понятие истинно-
сти в модели и CФC

A-общезначимости стандартные.
В [2] доказаны непротиворечивость и полнота системы CФC

A

относительно приведенной семантики. Отсюда следует справед-
ливость утверждения:

МЕТАТЕОРЕМА 2. Всякая формула доказуема в исчислении
CФC

A, если и только если она является CФC
A-общезначимой.
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Был также задан «фундаментальный» перевод ∗ формул язы-
ка сингулярной позитивной силлогистики аристотелевского ти-
па на язык классического исчисления предикатов:

(SaP )∗ = ∀x(Sx ⊃ Px), (SeP )∗ = ∀x(Sx ⊃ ¬Px),
(SiP )∗ = ∃x(Sx&Px), (SoP )∗ = ∃x(Sx&¬Px),
(väS)∗ = Sv, (vëS)∗ = ¬Sv,
(¬A)∗ = ¬A∗, (A∇B)∗ = A∗∇B∗,

где ∇ есть любая бинарная пропозициональная связка.
Доказана метатеорема о погружаемости системы CФC

A в клас-
сическое одноместное исчисление предикатов (ИП):

МЕТАТЕОРЕМА 3. Всякая формула A доказуема в исчисле-
нии CФC

A, если и только если ее перевод A∗ доказуем в ИП.

Для силлогистики C4C
A зададим другую функцию перевода

Θ на язык ИП, определяемую с использованием функции ∗:

Θ(A) = (∃xS1x& . . .&∃xSnx) ⊃ A∗,

где S1, . . . , Sn — список всех различных общих терминов в со-
ставе формулы A.

Перевод Θ указывает на то, что любое силлогистическое утвер-
ждение в C4C

A содержит характерную для традиционной силло-
гистики пресуппозицию о непустоте всех входящих в него общих
терминов. Что же касается сингулярных терминов, то нет ника-
кой необходимости эксплицитно выражать для них подобную
пресуппозицию, поскольку утверждение о непустоте всех сингу-
лярных терминов — один из исходных постулатов классического
исчисления предикатов.

Перед обоснованием тезиса о погружаемости C4C
A в ИП по-

средством Θ докажем, что эта система погружается в фунда-
ментальную сингулярную позитивную силлогистику CФC

A по-
средством следующей операции:

ω1(A) = (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A,

где S1, . . . , Sn — список всех содержащихся в А общих терминов.
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МЕТАТЕОРЕМА 4. Перевод ω1 погружает C4C
A в CФC

A.

Доказательство. В доказательстве метатеоремы будем исполь-
зовать следующий критерий погружаемости одного исчисления
в другое, предложенный В.А. Cмирновым [4]:

Исчисление S1 погружается в исчисление S2 посредством
функции ψ1 (из множества формул S1 во множество
формул S2), если и только если (1) для каждой форму-
лы языка S1 имеет место: если S1 ⊢ A, то S2 ⊢ ψ1(A),
и существует функция ψ2 из множества формул S2 во
множество формул S1, такая что (2) для каждой фор-
мулы A языка S2 имеет место: если S2 ⊢ A, то ⊢ ψ2(A),
и (3) S1 ⊢ A ≡ ψ2(ψ1(A)) для каждой формулы A языка
S1.

Продемонстрируем сначала, что ω1-переводы всех теорем C4C
A

доказуемы в фундаментальной силлогистике. Рассмотрим дока-
зательство C1, . . . ,Ck произвольной теоремы системы C4C

A и
методом возвратной индукции покажем для каждого Ci, что
CФC

A⊢ ω1(Ci).
Пусть Ci — аксиома C4C

A. Аксиомы AC
A1–AC

A5 системы C4C
A

являются также аксиомами CФC
A. Поэтому их ω1-переводы вы-

водятся в последней системе из соответствующих аксиом с ис-
пользованием закона утверждения консеквента. ω1-перевод ак-
сиомы AC

A6 представляет собой формулу SiS ⊃ SiS, которая
является классической тавтологией.

Пусть Ci получено из Cj ⊃ Ci и Cj по modus ponens. Пусть
M1, . . . ,Mr — список общих терминов, входящих в Cj , но не вхо-
дящих в Ci; P1, . . . , Pm — список общих терминов, входящих и
в Cj , и в Ci, а Q1, . . . , Qn — список общих терминов, не входя-
щих в Cj , но входящих в Ci. Ясно, что по отдельности каждый
из трех списков может, в принципе, оказаться пустым, но по
крайней мере один — первый или второй, а также второй или
третий — обязательно непуст. Обозначим через KM формулу
M1iM1 & . . .&MriMr, через KP — формулу P1iP1 & . . .&PmiPm,
и через KQ — формулу Q1iQ1 & . . .&QniQn.

Очевидно, что ω1(Cj) = (KM & KP ) ⊃ Cj , ω1(Ci) = (KP &
KQ) ⊃ Ci, а ω1(Cj ⊃ Ci) = (KM & KP & KQ) ⊃ (Cj ⊃ Ci).
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Cогласно индуктивному допущению, ω1(Cj ⊃ Ci) и ω1(Cj) до-
казуемы в CФC

A. Покажем, что в таком случае теоремой этой
системы будет и формула ω1(Ci).

Из доказуемости (KM & KP ) ⊃ Cj и (KM & KP&KQ) ⊃ (Cj ⊃
Ci) в силу законов логики высказываний вытекает доказуемость
в C4C

A формулы KM ⊃ ((KP & KQ) ⊃ Ci), т.е. KM ⊃ ω1(Ci).
Если список M1, . . . ,Mr пуст, то последнее выражение есть

просто ω1(Ci), и мы уже получили утверждение о доказуемости
ω1-перевода Ci.

В случае непустоты указанного списка продолжим рассужде-
ние методом «от противного». Допустим, что ω1(Ci) недоказуе-
ма в CФC

A. В силу Метатеоремы 2 данная формула не является
CФC

A-общезначимой, т.е. существует модель< D, φ >, в которой
она принимает значение 0. Рассмотрим модель < D, φ′ >, где ′

всем терминам, отличным от M1, . . . ,Mr, приписывает те же са-
мые значения, что и φ, а общим терминам из списка M1, . . . ,Mr

сопоставляет в качестве значений множество D: φ′(M1) =
φ′(M2) = · · · = φ′(Mr) = D. В модели < D, φ′ > каждая из
формул M1iM1, . . . ,MriMr примет значение 1 в силу того, что
множество D непусто. Поэтому и конъюнкция этих формул KM

истинна в рассматриваемой модели. Что же касается формулы
ω1(Ci), то поскольку она не содержит терминов M1, . . . ,Mr, зна-
чение ее в < D, φ′ > останется тем же самым, что и в модели
< D, φ >, т.е. она в обеих моделях принимает значение 0. Из ска-
занного следует, что формула KM ⊃ ω1(Ci) ложна в < D, φ′ >,
и потому она не является CФC

A-общезначимой. Отсюда в си-
лу Метатеоремы 2 получаем, что KM ⊃ ω1(Ci) недоказуема в
CФC

A, что противоречит выведенному ранее из индуктивного
предположения следствию. Поэтому допущение о недоказуемо-
сти ω1(Ci) неверно. Cледовательно, эта формула является тео-
ремой CФC

A.
Пусть Ci получено из Cj по правилу R2. Тогда Cj P (väS&

väP ) ⊃ A, а Ci P SiP ⊃ A. Множества общих терминов в Cj и
Ci совпадают.

1. CФC
A ⊢ ω1((väS& väP ) ⊃ A) инд. доп.

2. CФC
A ⊢ (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ ((väS& väP ) ⊃ A) 1, опр. ω1

3. CФC
A ⊢ (väS& väP ) ⊃ ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A) 2; ЛВ
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4. CФC
A ⊢ SiP ⊃ ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A) 3; R2

5. CФC
A ⊢ (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ (SiP ⊃ A) 4; ЛВ

6. CФC
A ⊢ ω1(SiP ⊃ A) 5, опр. ω1

Cлучай, когда Ci получено по правилу R3, рассматривается
аналогично.

Итак, ω1-перевод любой теоремы C4C
A доказуем в системе

CФC
A. Рассмотрение первой части критерия В.А. Cмирнова за-

вершено.
Зададим теперь обратный перевод ω2 из CФC

A в C4C
A:

ω2(A) = A.

Поскольку исчисление CФC
A является подсистемой C4C

A, ω2-
перевод любой теоремы CФC

A доказуем в C4C
A.

Перейдем к рассмотрению третьей, последней части крите-
рия В.А. Cмирнова. Необходимо показать, что для произволь-
ной формулы A языка систем C4C

A и CФC
A верно утверждение:

C4C
A ⊢ A ≡ ω2(ω1(A)).

Поскольку ω2(ω1(A)) = ω1(A) = (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A,
нам требуется доказать в C4C

A формулу A ≡ ((S1iS1 & . . .
&SniSn) ⊃ A):

1. A ⊃ ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A) тавтология ЛВ

2. S1iS1 & . . .&SniSn из AC
A6; ЛВ

3. ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A) ⊃ A 2; ЛВ

4. A ≡ ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A) 1, 3; ЛВ

Таким образом, все три части критерия погружаемости вы-
полняются, следовательно, перевод ω1 погружает C4C

A в CФC
A.

q.e.d.

Перейдем к доказательству основной метатеоремы:

МЕТАТЕОРЕМА 5. Перевод Θ погружает C4C
A в ИП.



182 В.И. Маркин

Доказательство.
Из доказанных ранее утверждений о погружаемости систе-

мы CФC
A в ИП посредством операции ∗ (Метатеорема 3) и о

погружаемости C4C
A в свою подсистему CФC

A (Метатеорема 4)
посредством функции ω1 следует, что силлогистика C4C

A погру-
жается в ИП посредством композиции переводов ω1 и ∗. Оста-
ется показать, что эта композиция равносильна в ИП переводу
Θ:

ω1(A)∗ = ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A)∗ = (S1iS1 & . . .

&SniSn)∗ ⊃ A∗ = (∃x(S1x&S1x) & . . .&∃x(Snx&

&Snx)) ⊃ A∗ ≡ (∃xS1x& . . .&∃xSnx) ⊃ A∗ = Θ(A).

q.e.d.

Таким образом, построено расширение силлогистики Лукасе-
вича за счет введения в язык сингулярных терминов и опериро-
вания ими в аристотелевском стиле.

Перейдем теперь к формулировке другого сингулярного рас-
ширения чистой позитивной силлогистики C4, основанного на
двух описанных выше оккамовских принципах употребления син-
гулярных терминов: 1) сингулярные термины допускаются как
на места субъектов, так и на места предикатов; 2) высказывания
с сингулярным субъектом не рассматриваются в качестве само-
стоятельного типа категорических высказываний, а могут быть
либо общими, либо частными. Таким образом, здесь разреша-
ется квантификация сингулярных терминов: «Всякий (некото-
рый) v есть (не есть) P». В связи с этим необходимо пересмот-
реть их семантику, предположив, что значениями сингулярных
терминов являются теперь не индивиды, а одноэлементные мно-
жества.

Язык сингулярной позитивной силлогистики, построенный на
основе указанных выше принципов, будем условно называть ок-
камовским. В алфавит оккамовского языка, как и в алфавит
языка аристотелевского типа, входят бесконечные списки общих
и сингулярных терминов, пропозициональные связки и скобки.
Но в данном языке содержатся лишь стандартные силлогисти-
ческие константы a, e, i и o.
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Здесь существенным оказывается введение понятия силлоги-
стического термина:

1. Всякий общий термин является силлогистическим терми-
ном;

2. Всякий сингулярный термин является силлогистическим
термином;

3. Ничто иное не является силлогистическим термином.

Элементарными формулами в оккамовском языке являются
выражения видов SaP , SeP , SiP и SoP , где S и P — силлоги-
стические термины любого из двух типов. Cложные формулы
образуются из других формул с помощью пропозициональных
связок.

В [2] было осуществлено расширение в данном языке двух си-
стем чистой позитивной силлогистики — CФ и C2. Исчисление
CФC

O, формализующее «фундаментальный» вариант сингуляр-
ной позитивной силлогистики, содержит следующие схемы ак-
сиом:

AC
O0. Cхемы аксиом классического исчисления высказываний,

AC
O1. vav, AC

O4. (vaP & vaS) ⊃ SiP ,

AC
O2. vaw ⊃ wav, AC

O5. SeP ≡ ¬SiP ,

AC
O3. (MaP & vaM) ⊃ vaP , AC

O6. SoP ≡ ¬SaP .

В системе CФC
O три правила вывода:

П1. modus ponens,

П2.
⊢ (vaS & vaP ) ⊃ A

⊢ SiP ⊃ A
, П3.

⊢ (vaS & veP ) ⊃ A

⊢ SoP ⊃ A
,

где v не содержится в заключении. S, P и M в формулировках
аксиомных схем и правил — любые силлогистические термины
(как общие, так и сингулярные), v и w — сингулярные термины.

В [2] сформулирована следующая семантика силлогис-
тики CФC

O. Моделью является пара < D, φ >, где D ̸= ∅,
φ(v) ∈ D, а φ(S) ⊆ D, где S — общий термин. Далее в мо-
дели < D, φ > определяется новая функция σ, приписывающая
значения любым силлогистическим терминам — как сингуляр-
ным, так и общим. Такими значениями должны быть подклассы
D. Cингулярному термину v функция приписывает класс, един-
ственным элементом которого является объект, сопоставленный
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v посредством φ, т.е. σ(v) = {φ(v)}. А общему термину S функ-
ция σ сопоставит тот же класс, что и φ, т.е. σ(S) = φ(S). Усло-
вия истинности формул типа SaP , SiP , SeP , SoP оккамовского
языка в модели < D, φ > отличаются от определений И1–И4
заменой φ на σ в определяющих частях:

У1. |SaP |φ= 1, е.т.е. σ(S) ⊆ σ(P )
У2. |SiP |φ = 1, е.т.е. σ(S) ∩ σ(P ) ̸= ∅
У3. |SeP |φ= 1, е.т.е. σ(S) ∩ σ(P ) = ∅
У4. |SoP |φ= 1, е.т.е. σ(S) \ σ(P ) ̸= ∅

Условия истинности сложных формул, понятия истинности в
модели и CФC

O-общезначимости стандартные. Доказана адек-
ватность данной семантики сингулярной силлогистике CФC

O:

МЕТАТЕОРЕМА 6. Всякая формула доказуема в исчислении
CФC

O, если и только если она является CФC
O-общезначимой.

Перевод силлогистических формул оккамовского языка осу-
ществляется в язык исчисления предикатов, расширенный за
счет введения символа =, причем переводу формул предшеству-
ет отображение множества силлогистических терминов в мно-
жество предикатов исчисления предикатов с равенством (ИП=).
Эта особенность обусловлена следующим обстоятельством. При-
нимаемая в фундаментальной силлогистике интерпретация ка-
тегорических высказываний фиксировалась ранее посредством
перевода ∗ на язык логики предикатов. Однако при этом пред-
полагалось, что субъектами и предикатами общих и частных
высказываний могут быть только общие термины, которые в
логике предикатов выступают в качестве одноместных предика-
торов (знаков свойств). В оккамовском силлогистическом языке,
как уже говорилось, на местах субъектов и предикатов общих и
частных высказываний могут находиться и сингулярные терми-
ны. Причем тип их значений в составе множественных выска-
зываний в силлогистике (одноэлементные классы) отличается
от типа значений сингулярных терминов в логике предикатов
(индивиды). Cвойство принадлежности классу, единственным
элементом которого является объект v, может быть выражено
в ИП= посредством предиката «x = v». Очевидно также, что
свойство принадлежности классу S предмета х (где S — общий
термин) можно выразить посредством предиката «Sx».
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Функция θ, сопоставляющая силлогистическому термину неко-
торый предикат с одной предметной переменной x в языке ИП=,
задается следующим образом:

θ(v) = θ(x = v), θ(S) = Sх,
где v — сингулярный, S — общий термин.

Функция ∗ переопределяется так, чтобы она сопоставляла фор-
мулам оккамовского силлогистического языка замкнутые фор-
мулы языка и выражала принимаемую в фундаментальной сил-
логистике интерпретацию категорических высказываний (S и
P здесь являются произвольными силлогистическими термина-
ми):

(SaP )∗ = ∀x(θ(S) ⊃ θ(P )), (SeP )∗ = ∀x(θ(S) ⊃ ¬ θ(P )),
(SiP )∗ = ∃x(θ(S) & θ(P )), (SoP )∗ = ∃x(θ(S) &¬ θ(P )),
(¬A)∗ = ¬(A∗), (A∇B)∗ = A∗∇B∗.

В [2] было доказано, что модифицированный перевод ∗ погру-
жает CФC

O в ИП=:

МЕТАТЕОРЕМА 7. Всякая формула A доказуема в исчисле-
нии CФC

O, если и только если ее перевод A∗ доказуем в ИП=.

Построим теперь в оккамовском языке систему сингулярной
позитивной силлогистики, которая является расширением сил-
логистики Лукасевича. Назовем эту систему C4C

O. Аксиомати-
ческая формулировка данного исчисления получается за счет
добавления к множеству постулатов системы CФC

O новой схе-
мы аксиом:

AC
O7. SiS.

Покажем, что система C4C
O содержит все законы силлогисти-

ки Лукасевича:

МЕТАТЕОРЕМА 8. Всякая теорема системы C4 доказуема в
исчислении C4C

O.

Доказательство.
Доказательства в C4C

O аксиомных схем А1–А6 системы C4
аналогично их доказательствам в C4C

A, представленным в обос-
новании Метатеоремы 1. Отличие в том, что вместо силлоги-
стической константы ä должна стоять a, а все вхождения кон-
станты ë должны быть заменены на е. Кроме того, в качестве
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термина v, используемого в доказательствах аксиом, выбирается
сингулярный термин, который отсутствует в самих этих аксио-
мах. Остается только доказать в C4C

O аналог используемой в
указанных выводах аксиомной схемы AC

A5 (vëS ≡ ¬väS) систе-
мы C4C

A — формулу veS ≡ ¬vaS:
1. (vaS& vav) ⊃ viS AC

O4

2. vav AC
O1

3. vaS ⊃ viS 1, 2; ЛВ
4. (waS& vaw) ⊃ vaS AC

O3

5. wav ⊃ vaw AC
O2

6. (wav&waS) ⊃ vaS 4, 5; ЛВ
7. viS ⊃ vaS 6; П2
8. veS ≡ ¬viS CAC

O5

9. veS ≡ ¬vaS 3, 7, 8; ЛВ
q.e.d.

Имеются веские основания считать именно систему C4C
O адек-

ватной современной формализацией сингулярного позитивного
фрагмента традиционной силлогистики. Действительно, в том
варианте силлогистики, который излагается в учебниках по тра-
диционной логике, допускается использование сингулярных тер-
минов на предикатной позиции, а единичные высказывания сво-
дятся к множественным (обычно к общим). Кроме того, с семан-
тической точки зрения, в системе C4C

O принимается, что будет
показано ниже, характерная для традиционной версии силлоги-
стики предпосылка о непустоте силлогистических терминов.

Зададим перевод Θ′, фиксирующий указанную экзистенци-
альную предпосылку, формул рассматриваемого силлогистиче-
ского языка на язык ИП= и докажем адекватность данного пе-
ревода.

Пусть A — произвольная формула оккамовского варианта
языка сингулярной позитивной силлогистики, ∗ — переопреде-
ленный только что перевод, погружающий систему CФC

O в ИП=.
Пусть S1, . . . , Sn — список всех содержащихся в формуле А об-
щих терминов. Если данный список непуст, то

Θ′(A) = (∃xS1x& . . .&∃xSnx) ⊃ A∗;

а в случае, когда А не содержит общих терминов, т.е. силлоги-
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стическими терминами в составе А являются лишь сингулярные
термины, —

Θ′(A) = A∗.

При переводе в язык ИП= формул языка C4C
O снова нет необ-

ходимости явно выражать предпосылку о непустоте сингуляр-
ных терминов, поскольку формула ∃x(x = v), содержащая ин-
формацию о непустоте термина v, доказуема в ИП=.

В ходе обоснования тезиса о погружаемости C4C
O в ИП= по-

средством Θ′, как и в рассмотренном ранее случае первого син-
гулярного расширения C4, используем в качестве «промежу-
точной» фундаментальную силлогистику, на этот раз — систему
CФC

O.
Зададим перевод из C4C

O в CФC
O. Пусть S1, . . . , Sn — список

всех общих терминов, содержащихся в произвольной формуле
А языка этих силлогистик.

Если данный список непуст, то
ω′(A) = (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ A,

а в случае отсутствия универсалий в составе A —
ω′(A) = A.

C использованием сформулированного В.А. Cмирновым кри-
терия погружаемости одного исчисления в другое докажем ме-
татеорему:

МЕТАТЕОРЕМА 9. Перевод ω′ погружает C4C
O в CФC

O.

Доказательство.
Покажем сначала, что ω′-переводы всех теорем C4C

O доказу-
емы в CФC

O.
Рассмотрим доказательство C1, . . . ,Ck произвольной теоре-

мы системы C4C
O, и методом возвратной индукции покажем для

каждого Ci, что CФC
O⊢ ω′(Ci).

Рассмотрим сначала случай, когда Ci — аксиома C4C
O. Аксио-

мы AC
O1 и AC

O2 системы C4C
Oне содержат в своем составе общих

терминов, их ω′-переводы совпадают с ними самими и являются
аксиомами CФC

O. Аксиомы AC
O3–AC

O6 системы C4C
O являются

также аксиомами CФC
O. Поэтому если они не содержат общих

терминов, их ω′-переводы доказуемы в CФC
O. Если же эти акси-

омы содержат в своем составе общие термины, их ω′-переводы
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выводятся в последней системе из соответствующих аксиом с ис-
пользованием частного случая закона утверждения консеквен-
та — Ci ⊃ ((S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ Ci). ω′-перевод аксиомы AC

O7
SiS, если S — общий термин, является законом логики высказы-
ваний SiS ⊃ SiS. Если же S — сингулярный термин, например
v, то ω′-перевод данной аксиомы есть формула viv, которая до-
казуема в системе CФC

O:

1. vav AC
O1

2. (vav& vav) ⊃ viv AC
O4

3. viv 1, 2; ЛВ

Пусть Ci в составе доказательства C1, . . . ,Ck в системе C4C
O

получена по правилу modus ponens из предыдущих формул этой
последовательности Cj ⊃ Ci и Cj . По индуктивному допуще-
нию, CФC

O⊢ ω′(Cj ⊃ Ci) и CФC
O⊢ ω′(Cj). Рассмотрим четыре

случая в зависимости от того, содержатся ли в составе формул
Cj и Ci общие термины.

1. Ни Cj , ни Ci не содержат общих терминов. Тогда ω′(Cj ⊃
Ci) = Cj ⊃ Ci, ω′(Cj) = Cj . Формула ω′(Ci), совпадаю-
щая с Ci, может быть получена в системе CФC

O по modus
ponens.

2. Cj не содержит, а Ci содержит общие термины (например,
S1, . . . , Sn). В этом случае ω′(Cj ⊃ Ci) = (S1iS1 & . . .&
SniSn) ⊃ (Cj ⊃ Ci), а (Cj) = Cj . Формула (Ci), совпа-
дающая с (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ Ci, выводится в CФC

O из
этих двух теорем с использованием закона коммутации и
правила modus ponens.

3. Ci не содержит, а Cj содержит универсалии (S1, . . . , Sn).
Тогда ω′(Cj ⊃ Ci) = (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ (Cj ⊃ Ci), а
ω′(Cj) = (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ Cj . C использованием за-
кона самодистрибутивности импликации из этих двух фор-
мул выводим в CФC

O формулу (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ Ci.
Рассуждением от противного покажем, что и формула Ci

в этом случае будет теоремой CФC
O. Допустим, что это не

так. Тогда в силу Метатеоремы 7 Ci не является CФC
O-

общезначимой, т.е. найдется модель < D, φ >, в которой
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Ci ложна. Пусть функция означивания φ′ всем силлоги-
стическим терминам, кроме общих терминов S1, . . . , Sn, со-
поставляет те же значения, что и φ, а φ′(S1) = · · · =
φ′(Sn) = D. В силу непустоты множества D каждая из
формул S1iS1, . . . , SniSn, а значит и их конъюнкция, ис-
тинны в модели < D, φ′ >. Поскольку Ci не содержит об-
щих терминов S1, . . . , Sn, она будет иметь в < D, φ′ > то
же значение, что и в < D, φ >, а именно значение «ложь».
Cледовательно, формула (S1iS1 & . . .&SniSn) ⊃ Ci ложна
в < D, φ′ >. Тогда она не является CФC

O-общезначимой, и
по Метатеореме 7, не доказуема в исчислении CФC

O. По-
следнее утверждение вступает в противоречие с ранее по-
лученным. Таким образом, допущение о недоказуемости
формулы Ci в CФC

O опровергнуто, а в данном случае Ci

совпадает с ω′(Ci). Поэтому CФC
O⊢ ω′(Ci).

4. Обе формулы — Cj и Ci — содержат в своем составе общие
термины. Обосновываем доказуемость ω′(Ci), рассуждая
аналогично тому, как при доказательстве Метатеоремы 4.

Пусть Ci получено из Cj по правилу П2. Тогда Cj P (vaS&
vaP ) ⊃ A, а Ci P SiP ⊃ A. Очевидно, что множества универса-
лий в Cj и Ci совпадают. Если эти множества пусты, то ω1(Ci),
совпадающая с Ci, выводится в системе CФC

O из ω1(Cj), сов-
падающей с Cj , по правилу П2. Если же Cj содержит в своем
составе универсалии S1, . . . , Sn, рассуждаем как при рассмот-
рении случая R2 Метатеоремы 4 (меняя в самом рассуждении
константу ä на a, а в его анализе ссылку на правило R2 ссылкой
на применение П2).

Аналогичным образом рассматривается случай, когда Ci по-
лучено из Cj по правилу П3.

Индуктивное рассуждение завершено. Показано, что ω′-перевод
любой теоремы C4C

O доказуем в системе CФC
O.

Задаем обратный перевод ω′′ из CФC
O в C4C

O:

ω′′(A) = A.

Поскольку исчисление CФC
O является подсистемой C4C

O, ω′′-
перевод любой теоремы CФC

O доказуем в C4C
O.



190 В.И. Маркин

Остается удостовериться в выполнении третьей части крите-
рия погружаемости В.А. Cмирнова — в том, что C4C

O⊢ A ≡
ω′′(ω′(A)) для любой формулы А. Если А не содержит общих
терминов, то ω′′(ω′(A)) = A, а A ≡ A — теорема C4C

O. Если же
А содержит общие термины, то формула A ≡ ω′′(ω′(A)) дока-
зывается в C4C

O так же, как и в Метатеореме 4.
q.e.d.

МЕТАТЕОРЕМА 10. Перевод Θ′ погружает C4C
O в ИП=.

Доказательство. Из утверждения о погружаемости CФC
O в

ИП= посредством модифицированной функции ∗ (Метатеорема
7) и только что доказанной погружаемости C4C

O в CФC
O посред-

ством ω′ (Метатеорема 9) следует, что система C4C
O погружается

в ИП= посредством композиции ω′ и ∗. Данная композиция рав-
носильна в ИП= переводу Θ′. Если силлогистическая формула
А не содержит общих терминов, то [ω′(A)]∗ = A∗ = Θ′(A). В
противном случае осуществляем рассуждение, аналогичное со-
держащемуся в доказательстве Метатеоремы 5.

q.e.d.
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Конструктивная математика: обзор
достижений, недостатков и уроков.
Часть I
Н.Н. Непейвода

abstract. The whole manifold of constructivist conceptions of last
century is analyzed. They are systematized and some aspects and lessons
for naive attempts of applying are highlighted.

Ключевые слова: конструктивизм, реализуемость, интерпретация
Колмогорова, топологические интерпретации, аппроксимации, некор-
ректные задачи, принцип конечной информации

1 Введение
XX век в математике характерен появлением неклассических
альтернатив традиционной математике как целому. Их мы бу-
дем называть общим термином «конструктивизм», поскольку
они базировались на желании давать не просто рассуждения,
а конструкции, в каком-то смысле реализуемые. Поэтому и раз-
личные формы конструктивизма, и интуиционизм на равных
фигурируют в данном анализе. Они переживали и расцвет, и
надломы, и золотую осень, а ныне находятся, по терминоло-
гии Л.Н. Гумилева, на мемориальной стадии. Нынешние работы
о конструктивизме либо используют некоторые элементы кон-
структивной логики (часто примитивно и неточно), либо глу-
боко и точно описывают, насколько великими были люди и до-
стижения эпохи расцвета. Рассмотрим, какие же уроки можно
извлечь из достижений и неудач конструктивизма.

В связи с поставленной задачей в данной работе исторические
замечания соединяются с анализом достигнутых результатов и
переработкой их в таком стиле, чтобы прояснить их возможные
связи с нынешней теорией и практикой. Во многих случаях это
требует серьезной переработки материала, который излагался
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в соответствии с духом и предрассудками того времени, чтобы
приблизить его к духу и предрассудкам нашего. И, конечно же,
в отдельных случаях такая переработка перерастала в новое ис-
следование.

Сразу же заметим, что ветераны конструктивизма могут воз-
ражать против данного изложения материала, поскольку во мно-
гих обоснованиях и модельных конструкциях существенно ис-
пользуются классические методы высокого уровня. На это стоит
заранее дать три ответа.

Сам Брауэр не возражал против классической математики,
особенно после появления программы Гильберта. Более того,
Брауэр эту программу поддержал, но так, что Гильберт воз-
мутился еще больше. Брауэр лишь потребовал, чтобы «прак-
тические математики» перестали воображать, что их конструк-
ции чему-то соответствуют в реальности. Эти абстрактные кон-
струкции тем не менее могут признаваться как полезное интел-
лектуальное орудие. Более того, Брауэр чувствовал, что многие
полезные реальные результаты могут быть получены лишь пу-
тем прохода через идеальное, поскольку ползучие прямые пути
к ним слишком длинны.

Н.А. Шанин строго обосновал, что во многих случаях по-
сле построения объекта показать правильность проведенного по-
строения можно и классическими методами без потери конструк-
тивности.

И, наконец, сам автор рассматривает данную работу как вы-
полнение завещанной ему А.А. Марковым задачи: поставить чет-
вертый стул между классикой, конструктивизмом и интуицио-
низмом и так, чтобы он стоял крепко и всех их соединял. Здесь
нужен не эклектизм, а осознанное многоуровневое мышление,
когда в каждый момент используются по возможности наиболее
подходящие средства, и полученные с их помощью результаты
анализируются не с точки зрения корректности обоснования в
другом сегменте рассуждений, ставящем перед собой уже совер-
шенно иные цели, а с точки зрения возможности их применения
там как (говоря терминами информатики) отдельного модуля с
закрытым кодом и открытым интерфейсом. То, что допустимо
в одном модуле, может быть абсолютно неприемлемо в другом.
Разнородные концепции можно соединять, но лишь на уровне
передачи результатов.
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2 Соглашения об обозначениях
В данной работе используются принятые в современной теоре-
тической информатике λ-обозначения для функций. Это полно-
стью устраняет, в частности, путаницу и нестрогость, возника-
ющие при использовании традиционных обозначений, когда x2

может означать как конкретное значение, так и функцию пре-
образования x в x2. Функция записывается как λx. x2.

Соответственно применение функции к аргументам записыва-
ется как список, в котором первым членом является функция, а
последующими — ее аргументы. Во многих тонких случаях эта
запись удобнее, чем традиционная математическая запись типа
µ(X). Во избежание путаницы с применением функции, обыч-
ный список обозначаем угловыми скобками ⟨a1 a2 . . . an⟩.

Поскольку используются значения самых разных типов, вклю-
чая только абстрактные, в формулах мы будем по хорошей тра-
диции информатиков специфицировать все переменные их типа-
ми, за исключением того случая, когда явно высказано какое-то
общее соглашение о типах переменных, действующее в данном
фрагменте текста. Например, запись

∀X : Set∃n : NatA(X,n)

означает, что X — переменная для множеств, а n — для нату-
ральных чисел1. Используются следующие стандартные типы
данных и конструкции новых типов.

Set — тип всех множеств.
Nat — тип натуральных чисел.
Int — тип целых чисел.
Real — тип действительных чисел.
Set(Type) — тип множеств элементов типа Type.
⟨Type1, . . . ,Typen⟩ — тип n-ок, члены которых перечисленных

типов.
(Type1 → Type2) — тип всюду определенных функций из зна-

чений первого типа в значения второго типа.

1В информатике уже твердо осознано, что типы данных — не множе-
ства. Здесь мы в соответствующих местах приведем аргументацию, почему
их нельзя отождествлять и в конструктивной математике и почему нельзя
считать, что каждый тип данных описывается предикатом.
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(Type1 ⇀ Type2) — тип частичных функций из значений пер-
вого типа в значения второго типа.

Поскольку в конструктивизме, как и в информатике, нет воз-
можности обойти использование частичных функций при помо-
щи известного трюка: функция, которая не определена в данной
точке, выдает в ней значение Error, — постольку явно вводится
квазипредикат осмысленности выражения. !(f t) означает, что
данное выражение имеет значение. Отметим еще один тонкий
момент. Это не всегда означает, что !t, поскольку f при вычис-
лениях может просто игнорировать свой аргумент. Еще чаще
такое происходит с функциями многих аргументов. Логические
предикаты считаются всегда определенными и существенно ис-
пользующими все свои аргументы. Логические же связки, сле-
дуя Клини, определим так, что они могут игнорировать оши-
бочность некоторых своих аргументов.
A ∨B считается осмысленным и обоснованным, если один из

аргументов осмыслен и обоснован. Второй в данном случае иг-
норируется.
A ⇒ B считается осмысленным, если B осмысленно во всех

случаях, когда верно A. И, наоборот, если B уже доказано, то
A нас не интересует ни с какой точки зрения.
A&B считается осмысленным и опровергнутым, если осмыс-

лен и опровергнут один из членов.
∃xA(x) считается осмысленным и обоснованным, если A(t)

обосновано для некоторого t, такого, что !t.
∀xA(x) считается осмысленным и опровергнутым, если A(t)

опровергнуто для некоторого t, такого, что !t.
Мы вообще не задаемся схоластическим вопросом, каково же

значение P (t), если t не определено. Формула просто семанти-
чески некорректна, если такая ее подформула оказалась в кон-
тексте, где она не игнорируется.

И последнее, но одно из самых важных, замечаний.

Мы не отождествляем алгоритмичность и эффективную вычис-
лимость. Алгоритмические преобразования — один из видов эф-
фективной вычислимости.

Здесь мы следуем Брауэру, аргументы которого и их матема-
тический и методологический анализ приведены ниже.
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3 Предпосылки конструктивизма
Мы не будем рассматривать реверансы в сторону конструктив-
ности в трудах, скажем, братьев Грассманов и Кронекера. Они
не уловили важнейшего аспекта, который делает конструкти-
визм конструктивизмом и который имел смелость осознать и
обнародовать Л. Э. Я. Брауэр [1, 2, 3].

В математике конца XIX века было осознано, что некоторые
«теоремы существования» доказываются настолько грязно, что
они не дают и, видимо, в принципе не могут дать никакого по-
строения объекта, существование которого утверждается.

ПРИМЕР 1. Грязной, в частности, является теорема о суще-
ствовании неизмеримого множества действительных чисел при
любом определении частичной функции меры µ из множеств
действительных чисел в неотрицательные действительные чис-
ла, обладающем следующими базовыми свойствами.

1. Мера отрезка [0, 1] равна 1: (µ [0, 1]) = 1.

2. Мера множества из одной точки равна 0: (µ {a}) = 0.

3. Мера множества Y , получающегося из множества X ли-
нейным преобразованием λx. a · x + b, вычисляется как
(µ Y ) = (µ X) · a.

4. ЕслиXi — последовательность непересекающихся множеств,
мера каждого из которых определена, то определена и ме-
ра их объединения

(µ

∞∪
i=1

Xi) =

∞∑
i=1

(µ Xi).

5. Если определены (µ X) и (µ Y ), то определены (µ X ∩ Y )
и (µ X \ Y ).

6. Если X ⊂ Y и оба множества измеримы, то (µ X) 6 (µ Y ).

Прежде всего покажем, что измеримое подмножество отрезка
[0, 1) можно циклически сдвинуть внутри этого отрезка и мера
его при этом не изменится. Пусть дано измеримое множество X.



196 Н.Н. Непейвода

Пусть 1 > a > 0. Линейным преобразованием λx. x+ a сдвинем
X на a. Получившееся множество обозначим Xa. Согласно свой-
ству 3, (µ X) = (µ Xa). Теперь поделим множество Xa на два
подмножества: X<

a = Xa ∩ [0, 1); X>
a = Xa \ [0, 1). Тогда резуль-

тат циклического сдвига X на a есть X<
a ∪ (λx. x + a − 1 X>

a ).
Обозначим его X ↑ a. Согласно 5, (µ X>

a ) + (µ X<
a ) = (µ X). Но

(µ (λx. x+ a− 1 X>
a )) = (µ X>

a ). (µ X ↑ a) = (µX).
Теперь рассмотрим отношение эквивалентности

w= {⟨x y⟩ | (x− y) ∈ Q} .

Здесь Q — множество рациональных чисел. В каждом классе
эквивалентности чисел из [0, 1) выберем по элементу. Множество
всех получившихся элементов обозначим P . Если P циклически
сдвинуть на рациональное число a, то P ↑ a ∩ P = ∅. Далее,∪

a∈Q&a>0&a<1

P ↑ a = [0, 1).

Если предположить, что P имеет меру, то эта мера либо равна
0, либо равна некоторому ε > 02.

Тогда в первом случае получаем

(µ[0, 1) =
∑

a∈Q&a>0&a<1

(µ P ↑ a) =
∑

a∈Q&a>0&a<1

0 = 0,

а во втором

(µ[0, 1) =
∑

a∈Q&a>0&a<1

(µ P ↑ a) =
∑

a∈Q&a>0&a<1

ε = +∞,

но и то, и другое абсурдно.
Конец примера.

Проанализируем данный пример, поскольку он достаточно
показателен. Прежде всего, исключительно грязная сущность
данной теоремы была понятна почти сразу после ее доказатель-
ства. Математики стали искать явные примеры неизмеримых
множеств, но найти таковые никак не удавалось. Лишь в 1930 г.

2Из последнего свойства меры следует, что ε 6 1, но в дальнейшем рас-
суждении это нам не понадобится.



Обзор констуктивизма. I 197

Н.Н. Лузин построил такое явно определенное множество, в от-
ношении которого никак не удавалось доказать его измеримость
либо неизмеримость, но это уже было гораздо позже.

Далее, в доказательстве теоремы используется аксиома вы-
бора, которая, как только она была явно осознана, оказалась
замешанной практически во всех подобных «грязных» доказа-
тельствах. Сформулируем ее.

Если у нас есть функция Φ, перерабатывающая каждое ι ∈ I в
непустое множество Xι, то есть и функция φ, которая выбирает
по одному элементу из каждого такого множества: (φ ι) ∈ (Φ ι).

Если множества Xι состоят из элементов достаточно хорошо
определенного типа данных, в котором, например, все элементы
можно каким-то стандартным способом упорядочить так, что-
бы в каждом непустом подмножестве был наименьший элемент
(вполне упорядочение), то такую функцию выбора можно про-
сто построить, находя по каждому Xι его минимум.

Неудивительно, что аксиома выбора оказалась эквивалентной
«теореме» Кантора о возможности вполне упорядочить любое
множество. А. Пуанкаре3, в частности, увидев роль этой аксио-
мы во многих грязных теоремах существования, предложил об-
ходиться без нее. До сих пор большинство математиков «тра-
диционной ориентации» уверены, что именно аксиома выбора
ответственна за грязные теоремы существования.

Более того, в 1968 г. Соловей строго доказал, что в стандарт-
ной теории множеств ZF невозможно явно построить ни одного
неизмеримого множества. А чуть позже он совместно с други-
ми логиками доказал, что лузинское множество таково, что для
него измеримость невозможно ни доказать, ни опровергнуть.

Но почему же без аксиомы выбора не обошлись? А потому,
что она же «ответственна» и за многие исключительно краси-
вые и концептуально важные результаты. Например, за теорему
полноты классической логики. Без нее не построишь моделей
нестандартного анализа, где можно корректно работать с бес-
конечно малыми и бесконечно большими. И даже столь простое
и очевидное на первый взгляд утверждение, что декартово про-
изведение любого семейства непустых множеств непусто, оказы-
вается эквивалентно аксиоме выбора!

3Один из тех, кто впервые явно осознал аксиому выбора.
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Наряду с прекрасными и концептуально богатыми результа-
тами из аксиомы выбора получается целый ряд парадоксальных
и в чем-то почти сумасшедших следствий. Например, шар мож-
но разделить на четыре множества и одну точку таким образом,
что конгруэнтными преобразованиями из них можно составить
два таких же шара. Очевидно, что эти множества неизмеримы
и построить их также нельзя.

Есть и еще один фактор. Просто отказаться от положения,
у которого столько интересных и концептуально важных след-
ствий, полностью бесперспективно. Нужно что-то предложить
взамен. И были предложены целых два варианта.

Первый вариант основывается на парадоксальном результате
(одном из многих, которые получаются при помощи сильной и
интересной аксиомы). Рассмотрим следующую бесконечную иг-
ру с полной информацией, идея которой принадлежит польским
математикам. Пусть дано некоторое подмножество X отрезка
[0, 1]. Оно заранее известно обоим игрокам. Далее оба игрока по
очереди называют двоичные цифры, начиная со старшего раз-
ряда дроби. После конца времен подводится итог. Если получив-
шееся действительное число попало в X, то выигрывает первый
игрок. Если нет, то второй. Оказывается, при помощи аксиомы
выбора можно «построить» X такое, что ни один из игроков не
имеет выигрывающей стратегии. Поскольку наличие «существо-
вания» в любой антагонистической игре с полной информацией
выигрывающей стратегии для одного из игроков «интуитивно
очевидно», появился интересный кандидат на альтернативу ак-
сиоме выбора: аксиома детерминированности, которая именно
это и утверждает. В теории множеств с аксиомой детерминиро-
ванности, в частности, любое множество действительных чисел
измеримо.

Но гони черта в дверь, он влезет в окно и приведет с со-
бой семь сотоварищей. В альтернативной теории множеств была
найдена игра, в которой оба игрока имеют выигрывающую стра-
тегию. А грязные теоремы в ней отнюдь не исчезли.

Вторую альтернативу, базируясь на прекрасной идее Б. Рас-
села, предложил К. Гёдель. Б. Рассел для избежания парадок-
сов теории множеств предложил два взаимосвязанных решения.
Одно из них стало традиционным в информатике, а именно тре-
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бование строго соблюдать типы данных. Второе не стало столь
популярным. Оно заключается в том, что даже внутри одного
типа данных, содержащего абстрактные объекты, скажем, мно-
жества, нужно следить за тем, чтобы каждое из появляющих-
ся множеств было бы определимо через предшествующие. К.
Гёдель показал, что в бестиповой теории множеств такие мно-
жества4 образуют модель теории множеств. Но в этой модели
аксиома выбора как раз и оказалась выполнена, даже если ее не
было в исходной модели.

Таким образом, в начале XX века стало осознаваться всеми
мыслящими5 математиками, что положение с математически-
ми построениями весьма плачевно и что с этим нужно что-то
делать.

4 Появление конструктивизма
Конструктивизм начался с блестящего интуитивного прозрения
голландского аспиранта Л. Э. Я. Брауэра, который осознал, что
причина и грязных, и просто неконструктивных «теорем суще-
ствования» не в какой-то конкретной аксиоме, а в самой логике.
Классическая логика изначально создавалась для обоснований
и опровержений, а не для построений.

В конструктивной логике основной задачей является нахож-
дение идеальных умственных построений. Три слова, которые
выделены, являются цитатой из Брауэра и поражают своей точ-
ностью. Мы не обязательно гонимся за тем, чтобы конструкция,
которую мы создали, была бы полностью применима на практи-
ке и, более того, даже не ставим перед собой цели, чтобы наша
теория хотя бы в принципе давала лишь практически реализу-
емые конструкции. В теории нам нужны и чистые теоремы су-
ществования, когда объект построен, но практического способа
реализовать найденное построение нет. Именно ориентация на
построения в принципе, а не в реальности, позволила конструк-
тивизму разработать ряд красивых систем, имеющих большее

4Гёдель назвал их конструктивными и имел некоторое основание для
этого. Но мы не используем данный термин, поскольку к конструктивизму
они никакого отношения не имеют.

5Но не всеми лихо доказывающими теоремы, больше ничем, кроме непо-
средственного успеха, не интересующимися и поэтому гордо называющими
себя «практическими».



200 Н.Н. Непейвода

отношение к реальности, чем те, которые с самого начала огра-
ничивали себя ориентацией на непосредственную применимость.

Таким образом, в конструктивной логике утверждение об «ис-
тинности теоремы» полностью теряет смысл. Теорема должна
быть реализуема в том смысле, что ее доказательство должно
содержать построение всех тех объектов, которые строятся в
теореме, и на базе лишь той информации, которая содержится
в условиях теоремы. Тем самым математические утверждения,
которые выглядят одинаково, могут нести разный смысл в клас-
сической и конструктивной математике.

ПРИМЕР 2. Утверждение

∀X : Set ∃n : NaturalA(X,n)

в классической математике означает истинность6

∃n : NaturalA(X0, n)

при каждом данном X0, рассматриваемом по отдельности. В
конструктивной же математике та же формула означает суще-
ствование общего эффективного метода построения числа n по
каждому множеству X0.

Брауэр, проанализировав классическую логику, установил, что
основное препятствие к реализуемости — сильный закон исклю-
ченного третьего A ∨ ¬A. С конструктивной точки зрения он
читается «Мы знаем все». Естественно, тогда никакой нужды
строить что-то нет. Если мы доказали, что нечто существует, то
оно действительно существует в некоем идеальном математиче-
ском мире. Такой взгляд на мир, являющийся грубой вульгари-
зацией взглядов Платона, принято называть математическим
платонизмом.

Стоит заметить, что сам Аристотель никогда не утверждал
закон исключенного третьего в данной форме. Он приводил в
качестве контрпримера к сильному закону исключенного тре-
тьего высказывание «Завтра будет морское сражение», которое
сегодня не истинно и не ложно. Аристотель формулировал этот
закон в более мягкой форме: «A и ¬A не могут быть одновремен-
но ложны». Эту форму можно записать в качестве логической

6Вопрос о том, что есть истина, мы разбирать здесь не будем.
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формулы ¬¬(A ∨ ¬A). Данная логическая формула, как пока-
зал сам Брауэр, выполнена в конструктивной интуиционистской
логике Брауэра7.

Тем самым Брауэр не вводил никаких новых логических зна-
чений. Он признавал непознанное и даже непознаваемое, но не
считал это равноправной с истинностью или ложностью харак-
теристикой высказывания. В частности, легко видеть, что с те-
чением времени непознанное может стать познанным, а степеней
непознаваемости много (начиная со знаменитого высказывания
оракула «Познай самого себя», что невозможно для сложной
системы). И даже принципиально непознаваемое может быть
частично познано.

В своей математической практике Брауэр все время ссылался
на нерешенные в тот момент задачи, выбирая те из них, кото-
рые казались наименее перспективными и наименее интересны-
ми для решения. Например, в качестве такой задачи он часто
использовал следующую:

Встречается ли последовательность 0123456789 в десятич-
ном разложении числа π?

Брауэр не представлял ни мощности современных компьюте-
ров, ни тупости их пользователей, и, наверно, перевернулся бы
в гробу, если бы некто, просмотрев несколько миллионов знаков
числа π, вычисленных на компьютере, громко объявил бы, что
он решил задачу Брауэра. Конечно же, сам Брауэр не желал,
чтобы кто-нибудь решал такую задачу, он прекрасно понимал,
что, даже если она вдруг будет решена в ту или иную сторону,
он моментально подберет другую подобную.

ПРИМЕР 3. Рассмотрим, как в стиле Брауэра опровергается
теорема о сходимости любой монотонной ограниченной сверху
последовательности действительных чисел.

Пусть M — последовательность десятичных цифр

01234567891011121314151617181920 . . . 1000000,

7Мы специально используем столь длинное наименование, чтобы четко
отличать логику, предложенную Брауэром, принятую и развивавшуюся во
всех школах конструктивизма вплоть до 80-х годов XX в., от других кон-
структивных логик, которые начали появляться после 1980 г.
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в которой записаны подряд все числа от 0 до 1000000. Рассмот-
рим последовательность рациональных чисел

an =


1 − 1

2n , если до n-го знака
не найдено M в разложении π,

2 − 1
2m , иначе, где m — наименьший знак,

с которого начинается M .

Тогда мы не знаем предела этой последовательности даже с точ-
ностью до 0,5.

Конечно же, такой метод рассуждений несколько уязвим, по-
скольку любая конкретная проблема такого рода может неожи-
данно быть решена. А самое главное, что он вызывал сильное
раздражение у подавляющего большинства не только матема-
тиков, но также у прикладников и у физиков, воспитанных в
традициях квазирелигии прогресса. Почему это мы ссылаемся
на то, чего пока что не узнали? Вот дойдут у кого-нибудь руки,
и узнаем!8 А основывать научные рассуждения на невежестве
— противоречит идеалам Великой и Святой Непререкаемой На-
учной Истины9.

Пользуясь теоремой Гёделя о неполноте, еще неизвестной в
момент, когда Брауэр интенсивно развивал интуиционизм, но
предсказанной им в полемике с Д. Гильбертом, можно модифи-
цировать пример следующим образом.

ПРИМЕР 4. Пусть в нашей конкретной теории G — такая фор-
мула, для которой неразрешима ни она сама, ни проблема ее
неразрешимости. Тогда построим последовательность рациональ-
ных чисел следующим образом.

an=

{
1 − 1

2n , если до n нет кодов доказательства G
2 − 1

2m , иначе, где m — наименьший код доказательства G.

Тогда мы не знаем предела этой последовательности даже с точ-
ностью до 0,5.

Но и данное рассуждение подвержено критике. Следуя в пер-
вую очередь идеям критики Брауэра, заметим, что построение

8Здесь оппоненты оказались более правы, чем Брауэр.
9Сравните с нынешними либералами и «неоконсерваторами», которые

точно так же молятся на Великую и Святую Свободу и Демократию.
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неразрывно связано с достаточно произвольно выбранной кон-
кретной формализацией математики. А с классической точки
зрения, если G неразрешима, то «содержательно истинно», что
у нее нет никакого доказательства, и предел данной последова-
тельности 1.

Следующей ахиллесовой пятой в первоначальных рассужде-
ниях Брауэра было то, что он ссылался на «математическую ин-
туицию» как на источник своих концепций. Верно в этой ссыл-
ке было только одно: Брауэр отвергал стандартную концепцию
научного рационализма, которая и по сей день владеет умами
почти всех ученых и особенно околонаучного сообщества. Он
не стеснялся основывать свои рассуждения на незнании, почти
уравнивая его в правах со знанием. Единственным преимуще-
ством знания в концепции Брауэра было то, что, если незна-
ние иногда устранимо, то раз полученное знание сохраняется
навсегда.

Таким образом, Брауэр не был в деструктивной оппозиции к
понятию прогресса10. Знание Брауэр считал неуничтожимым и
прогрессивно развивающимся. Он принципиально отвлекался от
того, что, познавая или приобретая новое, мы слишком часто те-
ряем не менее ценное старое. Таким образом, он позиционировал
свою концепцию как занимающуюся чистым знанием, не игно-
рируя при этом тот очевидный факт, что, чем больше мы знаем,
тем больше мы не знаем, и в пределе приходим к мудрости Со-
крата: «Я знаю то, что ничего не знаю». Все конструктивистские
школы XX века разделяли, наряду с интуиционистской логикой
Брауэра, его отношение к математике как к области чистого
знания.

В защиту Брауэра стоит привести по крайней мере два важ-
ных положения. Во-первых, восточная философия и мистика
стали решающими вдохновляющими факторами для Брауэра, и
его мировоззрение близко к чистому идеализму11. Так что ссыл-
ки на интуицию можно считать несколько неудачной попыткой
перевода на европейский язык понятия чистого созерцания и
дао. Во-вторых, современное науковедение, исследуя научные

10К самому этому понятию, а не к его общепринятой вульгаризации!
11И во всяком случае намного ближе к исходным платоновским концеп-

циям, чем так называемый «математический платонизм».
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революции (одной из которых, безусловно, стало открытие кон-
структивизма Брауэром), пришло к общему закону: первоот-
крыватель чего-то принципиально нового и важного, как пра-
вило, неадекватно обосновывает и неадекватно позиционирует
свое открытие. Брауэр здесь не был исключением.

Видимо, для Брауэра не явилось сюрпризом, что его диссер-
тация вызвала раздражение научного сообщества. Может быть,
скорее для него было сюрпризом12, что его диссертация была
тем не менее успешно защищена. И следующий шаг Брауэра
еще раз показывает, насколько права восточная мудрость: «Ум-
ный человек с честью выходит из такой ситуации, в которую
мудрый не попадает». Брауэр не стал разбивать голову о сте-
ну, пытаясь пробить броню непонимания и отторжения. Он как
будто забыл на несколько лет о своей скандальной диссертации,
занялся общей топологией и добился таких результатов, что и
поныне считается одним из ее отцов-основателей и классиков. В
частности, прекрасен со всех сторон следующий его результат.

Теорема о неподвижной точке Брауэра.

Любое непрерывное отображение конечномерного шара в
себя имеет неподвижную точку.

И неожиданно Брауэр, уже получив признание научного со-
общества и достигнув такого неформального положения, когда
его нельзя было далее игнорировать13, заявил, что та область, в
которой он добился таких блестящих успехов, никакого смысла
не имеет, и что вся математика больна с самого начала. Соот-
ветственноматематикунужнополностью перестраивать.Брауэр
стал (сначала один, а затем при помощи горстки учеников) вы-
полнять эту титаническую задачу возведения здания математи-
ки на новом фундаменте и по новым правилам14.

Гениальность Брауэра проявилась еще и в том, что он с само-
го начала не ограничил конструктивизм финитными объектами.

12И честью для нидерландской науки.
13За формальными званиями он никогда не гнался, так и оставшись до

самой пенсии старшим преподавателем провинциального нидерландского
университета.

14Так и вспоминается цитата из Евангелия: «Разрушьте храм сей, и я в
три дня воздвигну его» (Иоанн, гл.2, ст. 19).
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Он ввел в свою математику, в частности, последовательности,
алгоритм для которых неизвестен, и поэтому они не могут счи-
таться полностью описанными финитными объектами. В самом
деле, ведь не менее важно конструктивно работать с физиче-
ским датчиком, который отнюдь не финитен, чем с конечной
последовательностью символов, задающей обычную программу.

Заметим еще раз, что цель данного обзора — не мемориаль-
ная, а реальная. Поэтому в дальнейшем изложении мы стре-
мимся трансформировать идеи конструктивизма таким обра-
зом, чтобы были видны возможности их приложений к совре-
менной информатике и возможности их развития в современной
математике (порядок приоритетов здесь очень важен!)

5 Базовые принципы и методы конструктивизма
5.1 Принцип конечной информации и

чум-пространства
Сразу же после начала перестройки математики выявилось, что
конструктивная математика в гораздо большей степени требо-
вательна к выбору исходных понятий и определений, чем клас-
сическая. Но, чтобы рассмотреть показательный пример с по-
нятием действительного числа, нам необходимо явно сформу-
лировать тот принцип, который также принадлежит в исходной
формулировке Брауэру. Здесь ему придана более общая форма
в связи с тем, что он рассматривается для различных разновид-
ностей конструктивизма.

Принцип конечной информации
Пусть Φ — эффективное преобразование объекта α в объект β.
Тогда всякая конечная информация, которую можно вычислить
по β, может быть вычислена, с использованием Φ и конечной
информации об α.

В частности, в интуиционизме Брауэра конечной информа-
цией о функции финитных объектов считается любое конечное
число результатов этой функции на заданных аргументах. Если
эти результаты не являются финитными объектами, то в свою
очередь берется конечная информация о них.

Рассмотрим с этой точки зрения пример с монотонной ограни-
ченной последовательностью, который рассматривался в преды-
дущем параграфе.
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Пусть α — монотонная ограниченная сверху последователь-
ность действительных чисел. Пусть некий метод Φ претенду-
ет на то, что он умеет строить предел такой последовательно-
сти. Тогда конечная информация о пределе должна вычислять-
ся по конечной информации о последовательности, то есть, в
частности, по конечному числу ее результатов. Пусть ограни-
чение сверху 3. Сконструируем входную последовательность α
действительных чисел следующим образом. Будем подавать на
вход Φ число 0 столько раз, сколько понадобится, чтобы (Φ α)
наконец-то выдал ответ с точностью до 1. Если этот ответ будет
больше 0.5,то в дальнейшем так и будемподаватьна вход 0, если
же он будет меньше 2, то станем подавать на вход число 2.5.

Заметим, что здесь мы проявили аккуратность. Поскольку о
результате может также иметься лишь конечная информация,
границы определены таким образом, чтобы по результату, вы-
численному с точностью до 1, можно было с гарантией опреде-
лить хотя бы одну из этих границ. При этом пришлось отка-
заться от автоматизма, что рассматриваемые случаи обязатель-
но взаимоисключающие. Если обе границы удовлетворены, то
дальше контрпример можно строить любым из двух способов.

Хотелось бы привести конкретный контрпример, а не контр-
пример относительно некоего гипотетического метода. Но в пре-
дыдущем параграфе было показано, что такие «контрпримеры»
апеллируют к вполне конкретному незнанию, порожденному ли-
бо нынешним состоянием наших исследований, либо принятой в
данный момент конкретной аксиоматической системой. А в дан-
ном рассуждении мы показали пример весьма общего метода до-
казательства эффективной неразрешимости задач, совершенно
не использующего детали конкретной алгоритмической форма-
лизации и базирующегося лишь на принципе конечной инфор-
мации. Но, чтобы его сформулировать, нам предстоит уточнить
неформально вытекающую из принципа конечной информации
структуру эффективно заданных (или же эффективно исполь-
зуемых) нефинитных объектов. В нижеследующем построении
мы базируемся на идеях Ю.Л. Ершова [6]15.

15Можно было бы попытаться использовать идеи Д. Скотта, направлен-
ные на то же, но у Ю.Л. Ершова намного четче выделено понятие эффек-
тивного базиса пространства.
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Напомним некоторые понятия из топологии.
Любое частично упорядоченное множество (чум) L можно

рассматривать как топологическое пространство, если опреде-
лить базис окрестностей следующим образом. Окрестностью каж-
дой точки x считается множество всех элементов y ∈ L, таких,
что y < x. Эти окрестности Ox вместе с пустым множеством об-
разуют базис открытых множеств. Соответственно открытыми
множествами являются все замкнутые вверх множества, то есть
такие O ⊆ L, что

∀x (x ∈ O ⇒ ∀y (y ∈ L&x 4 y ⇒ y ∈ O)).

Все открытые множества образуются объединением конечных
пересечений множеств Ox.

Такое топологическое пространство несколько необычно для
привыкших к пространствам, базирующимся на действитель-
ных числах, поскольку если y ≻ x, то y неотделимо от x в
том смысле, что каждое открытое множество, содержащее x,
содержит и y. Но для любых двух элементов x, y ∈ L всегда су-
ществует такое открытое множество O, что {x, y} ̸⊂ O. Таким
образом, любые два элемента различимы. Топологические про-
странства, обладающие таким слабым свойством различимости
элементов, называются T0-пространствами. T0-пространства ча-
ще всего строятся, исходя из чумов, и всегда порождают чумы
своих элементов. Мы будем называть их здесь чум-простран-
ствами или топологическими чумами.

Перейдем теперь к определениям, необходимым для строгого
представления принципа конечной информации и следствий из
него.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Подмножество X чума L кофинально, если
нет элемента, большего всех его членов:

¬∃x : L∀y : L (y ∈ X ⇒ y ≺ x).

Чум-пространство называется полным, если выполнены два усло-
вия.

1. У каждых двух элементов есть верхняя грань.

2. Любое линейно упорядоченное кофинальное множество эле-
ментов имеет верхнюю грань.
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Чум-пространство регулярно, если оно полно, и у любых двух
элементов есть нижняя грань.

Точкой чум-пространства называется его максимальный эле-
мент.

Базис чум-пространства — всюду плотная совокупность эле-
ментов X.

Чум-пространство называется полностью эффективным (Э0-
пространство), если оно полно и в нем выделен базис элемен-
тов, называемых эффективными приближениями или просто
приближениями.

Естественно определяются прямые произведения и прямые
суммы в категории чум-пространств. Еще одной важной опера-
цией над чум-пространством S является взятие пространства S⋆,
элементы которого называются совокупностями элементов S⋆.
Совокупности — это конечные множества значений из S, причем
разные значения несравнимы. На совокупностях определяется
следующий частичный порядок.

S1 4 S2 ⇐⇒ ∀a (a ∈ S1 ⇒ ∃b (b ∈ S2&a 4 b)).

Таким образом, совокупность считается больше, если она либо
уточняет, либо дополняет другую. Заметим, что при этом впол-
не может быть так, что в большей совокупности меньше элемен-
тов, поскольку один элемент может иногда уточнять сразу не-
сколько.

Неформально заметим, что при задании Э0-пространства мы
будем следить, чтобы его базис действительно был эффективно
задан. Но заранее ограничивать себя алгоритмически заданным
базисом либо финитными конструктивными объектами мы не
будем. Причины этого достаточно принципиальны и показаны
ниже.

ПРИМЕР 5. Пространство действительных чисел может быть
представлено как получаемое следующими двумя шагами. Вна-
чале производим пополнение чума, образованного интервалами
с рациональными концами и интервалом (−∞,+∞), при следу-
ющем отношении порядка:

[c, d] 4 [a, b] ⇐⇒ [a, b] ⊆ [c, d].



Обзор констуктивизма. I 209

Неравенство 4 можно содержательно понимать следующим
образом

(1) i 4 j ⇐⇒ j уточняет информацию, содержащуюся в i.

Соответственно самая неточная информация (никакой, кроме
типовой принадлежности объекта) в интервале (−∞,+∞). Это
пространство регулярно, поскольку можно построить минималь-
ный интервал, содержащий два данных. Оно не является решет-
кой, поскольку наибольшего элемента нет. Наибольший элемент
можно было бы ввести как пустой интервал, но тогда мы полу-
чили бы действительные числа, пополненные значением «невоз-
можная информация о числе».

Далее строим фактор-пространство получившегося Э0-про-
странства по отношению эквивалентности

(2) x ≃ y ⇐⇒ x и y — точки, и каждые два приближения
к ним пересекаются.

Сами действительные числа задаются как точки Э0-простран-
ства.

В данной конструкции есть два общих места. Большинство
используемых нами пространств строится как пополнение бази-
са и в дальнейшем факторизация множества точек. Подобный
процесс будем описывать следующим образом.

Возьмем в качестве приближений интервалы с рациональны-
ми концами и интервал (−∞,+∞) при отношении порядка:

[c, d] 4 [a, b] ⇐⇒ [a, b] ⊆ [c, d],

и факторизуем точки по отношению эквивалентности x ≃ y.
Получившееся пространство обозначим R.

Рассмотренный пример приводит к общему определению Э-
пространства.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Эффективное пространство (Э-простран-
ство) — фактор-пространство Э0-пространства по отношению
эквивалентности, выразимому как ΠΣ-формула над приближе-
ниями к элементам:

∀a (a 4 x⇒ ∃b (b 4 y&R(a, b))
&

∀a (a 4 y ⇒ ∃b (b 4 x&R(a, b))
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либо же Π-формула над приближениями к элементам:

∀a, b (a 4 x&b 4 y ⇒ R(a, b)).

В обоих случаях R — эффективно проверяемое свойство.
В первом случае такое пространство называется тестовым

пространством, во втором — потоком.

ПРИМЕР 6. Рассмотрим теперь несколько других базисов.
Базис 1. Двоичные интервалы вида [n/2k, (n+ 1)/2k]. Отно-

шение вложения как в прошлом примере. Построение простран-
ства действительных чисел как в прошлом примере.

Это пространство — аналог двоичного представления действи-
тельных чисел. Его обозначим R2.

Базис 2. Можно выбрать троичные интервалы стандартным
образом. Но интереснее видоизмененное представление: интер-
валы вида (n/3k, (n+ 2)/3k). Здесь конечные точки интервалов
исключены, поскольку интервалы одного уровня пересекаются.
Построение пространства такое же, как в предыдущих приме-
рах. Получившееся пространство обозначим R3.

Базис 3. Рассмотрим теперь представление на базе непрерыв-
ных дробей. Непрерывная дробь представляет собой конечное
или бесконечное выражение вида

−5 +
1

1 +
1

2 +
1

3 +
1

4 + · · ·
Чтобы ясно отделить конечную дробь от бесконечных, будем

последний ее этаж записывать в виде m +
1

1
. Таким образом,

непрерывную дробь можно представить следующей структурой
данных: это кортеж либо бесконечная последовательность це-
лых чисел. Все члены ее, начиная со второго, положительные
натуральные числа. Последнее число конечной последователь-
ности равно 1. В бесконечной последовательности все числа, на-
чиная со второго, больше 0. Таким образом, в нашей кодировке
−3 записывается как [−4, 1], а выписанная выше бесконечная
непрерывная дробь как последовательность [−5, 1, 2, 3, 4, . . . ].
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Известно, что любое действительное число однозначно разла-
гается в непрерывную дробь, причем рациональные числа пред-
ставляются конечными дробями, а иррациональные — бесконеч-
ными.

Здесь естественно взять в качестве приближений конечные
непрерывные дроби и точки естественно определяются как пре-
дел продолжающейся последовательности конечных дробей.
Отождествления здесь не нужно, так что в каком-то смысле эта
модель действительных чисел простейшая с классической точки
зрения. Обозначим ее Rcf .

Базис 4. Аналогичен базису 1, но теперь длина отрезка —
любое неотрицательное рациональное число, а не обязательно
1

2n . Получившееся пространство обозначим R0. С классической
точки зрения уж эти-то два базиса кажутся абсолютно изоморф-
ными с точки зрения результата. И там, и здесь в качестве при-
ближений дано значение числа вместе с его точностью.

Базис 5. (Сечения Дедекинда) Базисом являются рациональ-
ные числа, которые интерпретируются как сегмент (−∞, a]. От-
ношение порядка — обычное отношение на рациональных чис-
лах. Точки отождествляются, если в каждой из пары последо-
вательностей α, β, сходящихся соответственно к первой и ко
второй точке, для любого члена первой последовательности αn

и для любого ε > 0 есть член βm второй последовательности,
такой, что αn − ε < βm, и наоборот. Поскольку предложение
длинное, приведем его запись на точном логическом языке:

α∼β⇐⇒∀n :nat∀ε :rational(ε>0⇒∃m :nat ((α n) − ε<(β m))&
∀n :nat∀ε :rational(ε>0⇒∃m :nat ((β n) − ε<(α m)).

Наибольшую точку называем +∞. Действительные числа RD —
точки данного пространства, исключая бесконечность.

Базис 6. (Модифицированные сечения Дедекинда) Каждый
элемент базиса состоит из двух рациональных чисел a < b. Вто-
рой элемент называется верхней границей. При сравнении двух
элементов базиса границы должны совпадать, а первые члены
сравниваются, как обычно. Такое определение порядка обеспе-
чивает ограниченность каждой сходящейся последовательности,
причем ее верхняя граница задана с самого начала.

При отождествлении двух последовательностей границы во-
обще не принимаются во внимание.



212 Н.Н. Непейвода

В этом случае +∞ не возникает.
С классической точки зрения все эти представления приводят

к одному и тому же множеству действительных чисел. С кон-
структивной точки зрения ситуация намного интереснее, и мы
разберем ее ниже, базируясь на анализе В.А. Успенского.

Совершенно другая концепция сходимости представлена в сле-
дующем примере. Начнем с важного для последующего изложе-
ния определения.

Пусть для некоторого устройства либо для некоторой про-
граммной системы имеется машина, обеспечивающая получение
результатов каждой программы и каждых входных данных, ес-
ли эта программа вообще дает результат на этих данных, так
называемая информационная машина.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть дан некоторый дискретный тип про-
грамм P, чум тестовой информации T и чум-пространство S =
(A×R)⋆. Информационная машина — функционал F : (P,T →
S), неубывающий по второму аргументу:

∀p : P, t1, t2 : T (t1 4 t2 ⇒ (F p t1) 4 (F p t2)).

Содержательно информационная машина интерпретируется
как способ получения совокупностей пар ⟨аргумент, значение⟩
по тесту программы.

ПРИМЕР 7. Рассмотрим, как можно задать пространство про-
граммно определимых функций.

Пусть базисом являются конечные множества пар натураль-
ных чисел, упорядоченные по включению. Программы для алго-
ритмов также будем кодировать натуральными числами. Пусть
информационной машиной K является алгоритм, строящийся
следующим образом.

Возьмем универсальный всюду определенный пошаговый ин-
терпретатор алгоритмов U , построенный Постом и обладающий
следующими свойствами.

Алгоритм с программой p определен на n и дает на нем ответ
m тогда и только тогда, когда для некоторого k (U p n k) =
m+ 1. Таким образом, пока интерпретатор не вычислил ответа
программы, он дает для данного аргумента n ответ 0. Поправим
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программу интерпретатора таким образом, что, выдав один раз
ненулевое значение, он будет выдавать его для всех k1 > k.

Каким-то стандартным вычислимым образом взаимно-од-
нозначно закодируем пары натуральных чисел натуральными
числами, введя всюду определенную вычислимую функцию
(pair m n) и обратные ей (pr1x), (pr2x) таким образом, что
(pair (pr1x) (pr2x)) = x. Более того, это кодирование можно сде-
лать таким, что для двух кодов пар при x1 > x2 члены пар не
могли бы оба убывать. Теперь построим всюду определенный
алгоритм (K p x), выдающий по программе p и тесту x, яв-
ляющемуся натуральным числом, совокупность всех пар ⟨n, r⟩,
таких, что для некоторого y 6 x (U p n (pr1y)) = (pr2y) + 1.

Поскольку программы у нас неупорядочены, программно-опре-
делимая функция — предел совокупностей, являющихся резуль-
татами (K p x) при данном p. Заметим, что в пространстве со-
вокупностей такой предел не обязательно является наибольшим
элементом, и тем более не является таким в его замыкании. Ведь
вычислимая функция может быть не всюду определена.

ПРИМЕР 8. Покажем, как всего одной программой можно за-
дать множество всех функций.

Пусть базисом являются кортежи из 0, 1, упорядоченные по
отношению «быть началом». Таким образом, базис у нас — пол-
ное двоичное дерево. Тесты совпадают с элементами базиса.
Программа всего одна: p0.

Информационная функция

(I p0 x) = x.

Содержательно это функция «Чего изволите, босс?» В ответ
на тест она выдает именно те результаты, которые заложены
в данном тесте. Пределы линейных последовательностей тестов
являются точками пространства. В нем определимы все после-
довательности элементов 0, 1.

Рассматривая последние два примера, мы видим, что линей-
но упорядоченный чум тестов означает детерминированность
наших программ, а наличие несравнимых элементов означает
наличие индетерминизма. А неограниченно повторяемый произ-
вол порождает все, что угодно. Кстати, последний пример имеет
прямое отношение к теории программирования.
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Э. Дейкстра весьма обоснованно заметил в своей книге, что
одной из самых вредных подпорок в программировании явля-
ется необходимость делать альтернативы условного оператора
обязательно взаимоисключающими. В самом деле, если мы вы-
бираем наилучшее решение, и обе рассматриваемые альтернати-
вы с точки зрения нашей системы оценок равнозначны, то мож-
но выбрать любую из них. Это выражается следующим услов-
ным оператором:
if

x<y then write(x),

y<x then write(y)

fi

Этот условный оператор более логичен и гибок, чем тради-
ционные детерминированные конструкции программирования.
Но в точно такой же форме выражается и построение из приме-
ра 8:
if

x6x+1 then write(0),

x6x+2 then write(1)

fi

Заметим, что во всех рассмотренных случаях мы задали аб-
страктные объекты не просто базисом, а базисом из финитных
объектов с разрешимыми отношениями равенства и порядка.
Эти финитные объекты на практике могут служить приближе-
ниями к абстрактным и рассматриваться как конечная инфор-
мация о них. Тем самым в каждом конкретном варианте пред-
ставления абстрактных объектов получает точное представле-
ние и принцип конечной информации.

В случае Э-пространств принцип конечной информации мо-
жет быть конкретизирован следующим образом.

Топологическая формулировка принципа конечной ин-
формации.
Пусть есть эффективный функционал Φ из одного Э-простран-
ства в другое. Тогда для каждого приближения βi к (Φ α) найдет-
ся приближение αj к α, такое, что для каждого α1, для которого
αj является приближением, βi является приближением к (Φ α1).

Например, для действительных чисел, заданных стягивающи-
мися интервалами, для получения интервала приближения к
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результату нужен интервал приближения к аргументу, и, таким
образом, вычислимые функции оказываются по самому факту
их определения непрерывными.

Если два пространства заданы своими базисами, то конструк-
ции прямого произведения и прямой суммы таких пространств
очевидны: в первом случае базисом являются пары элементов
двух базисов, ⟨a, b⟩ 4 ⟨c, d⟩ ⇐⇒ a 4 c & b 4 d. Во втором до-
статочно взять размеченное объединение двух базисов, добавить
к ним глобальный минимальный элемент и считать элементы
различных базисов несравнимыми.

ТЕОРЕМА 1. Категории потоков и тестовых пространств
декартово замкнуты.

Ю.Л. Ершов показал, что в таких пространствах естественно
определяются и функционалы сколь угодно высоких конечных
типов. Мы здесь используем идею его конструкции в пересмот-
ренном виде.

5.2 Метод провокации и некорректные задачи
Базируясь на принципе конечной информации, можно дать об-
щий способ установления неразрешимости проблем в конструк-
тивной математике, не зависящий от конкретной формализации
алгоритма либо эффективного метода.

Метод провокации

Пусть дана проблема построения по каждому α, имеющему тип
T1, для которого выполнено свойство A(α), объекта β типа T2,
удовлетворяющего свойству B(α, β). На конструктивном языке
она в общем случае записывается формулой16

(3) ∀α : T1 (A(α) ⇒ ∃β : T2B(α, β))

или же, в частном случае, когда построенный объект заведомо
конечен,

(4) ∀α : T1 (A(α) ⇒ B1(α) ∨ · · · ∨Bn(α)).

16Именно в общем случае! Если формулы A и B не являются чисто де-
скриптивными, то ситуация может осложниться. Более того, ниже разо-
бранный случай с ∨ относится именно к данной группе исключений.
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Пусть функционал Φ претендует на то, что он строит по каж-
дому объекту α, удовлетворяющему свойству A(α), объект, удо-
влетворяющий свойству B(α, (Φ α)), либо на то, что Φ указывает
верный член дизъюнкции. Чтобы установить, что данная пробле-
ма эффективно неразрешима, достаточно дать метод построения
поcледовательности приближений (ϖ Φ n), который работает сле-
дующим образом. Он вырабатывает вспомогательную последова-
тельность приближений (ϖ0 n), не зависящую от Φ, подает ее на
вход Φ и в момент, когда функционал Φ выдаст некоторое прибли-
жение к решению, обладающее заранее заданной заведомо дости-
жимой характеристикой (например, некоторой точностью либо
ответом на вопрос в конкретной точке), далее выдает в зависимо-
сти от этого ответа одну из конечного числа последовательностей
приближений (ϖi n), показывающую ошибочность выданного от-
вета (например, если выдано число с некоторой точностью, даль-
нейшие наши приближения находятся вне интервала, в котором
может лежать данное число)17.

Таким образом, структуру провоцирующего функционала
можно описать следующей (квази)программной конструкцией.
Поскольку такой язык будет часто использоваться ниже, дадим
некоторые пояснения.

Эффективные методы, которые считаются данными извне, за-
даются директивой import. Знания об этих методах описывают-
ся как specification. Отношение x . Ξ означает, что x явля-
ется приближением к идеальному объекту Ξ. Тип приближений
для типа type описывается как approx(type1). Если дан функ-
ционал Φ, то (Φ0 x) означает существующий согласно принципу

17(Примечание А.П. Бельтюкова) Возражение С.С. Лаврова против
диагональной конструкции при доказательстве неразрешимости (в част-
ности, таковы многие варианты «метода провокации»): контрпример для
разрешающей процедуры не может использовать саму эту разрешающую
процедуру.

Мой комментарий: это надо понимать так, что программа анализа про-
грамм является объектом более высокого уровня и внутри анализируемой
программы оказаться не может.

В связи с этим, по С.С. Лаврову, все современные конструктивные до-
казательства алгоритмической неразрешимости и сложностной иерархии,
основанные на диагональных методах, некорректны.

Возражение автора. Квазипрограммное описание метода провокации,
данное ниже, показывает, что программа анализа и выдачи контрпримера
ни в коем случае не оказывается внутри опровергаемой программы. Она
ее вызывает как модуль.
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конечной информации функционал, выдающий приближения к
результату по приближениям к аргументу.
import Φ: (type1 → type2);
specification

∀Ξ : type1 (A(Ξ) ⇒ B(Ξ, (Φ Ξ)) &
∀Ξ : type1(A(Ξ) ⇒ ∃x2 : approx(type2) (x2 . (Φ Ξ)&C(x2))&
∀x2, x3 : approx(type2) (C(x2)&x2 4 x3 ⇒ C(x3))&
∀x2 : approx(type2) (C(x2) ∨ ¬C(x2));

comment Описания вспомогательных функций ϖi,
выдающих разные варианты провоцирующей последовательно-
сти
end comment

function ϖ: (Nat→ approx(type1));
parameter i: Nat;
begin

if

not C((Φ0 (ϖ0 i)) then result (ϖ0 i),

C((Φ0 (ϖ0 i)) then

if

D1((Φ0 (ϖ0 i)) then result (ϖ1 i),
. . . ,
Dn((Φ0 (ϖ0 i)) then result (ϖn i)

fi;

fi

end;

ПРИМЕР 9. Покажем неразрешимость задачи ∀x : Real (x 6
0∨x > 0) при определении действительных чисел через последо-
вательности стягивающихся интервалов длины 1/2n (названное
у нас R).

Пусть дана некоторая функция f: (Real → {1,2}), претен-
дующая на решение этой проблемы. Будем подавать на ее
вход последовательность [−1/2n+1, 1/2n+1], пока f не выдаст
номер варианта. Если она выдаст 1, дальше будем подавать
[1/2n+i+1, 1/2n+i], если 2, то [−1/2n+i+1,−1/2n+i]. Тем самым
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мы обманули данную функцию, спровоцировав ее дать ответ и
в дальнейшем изменив последовательность так, чтобы она под
выданный вариант не подходила.

Соответственно неразрешима и задача

(5) ∀x : Real (x < 0 ∨ x = 0 ∨ x > 0).

При развитии интуиционистского анализа методом провока-
ции18 были впервые открыты (20-е годы) задачи, «решение»
которых, предлагаемое в классической математике, некоррект-
но (например, вычисление производной или нахождение нуля
непрерывной функции, меняющей знак). Некорректность в фор-
ме неразрешимости сохраняется для таких задач во всех формах
конструктивизма. Впоследствии эти задачи были переоткры-
ты классиками и официально названы «некорректными». Но
до сих пор, скажем, в знаменитой численной библиотеке CERN
FORTRAN имеются алгоритмы, «решающие» некорректные за-
дачи и, конечно же, дающие непредсказуемые ошибки (пример
принадлежит акад. С.К. Годунову).

Более того, еще в 20-е годы в интуиционистской математи-
ке были открыты и методы превращения некорректных задач
в корректные, причем порою более общие, чем впоследствии
предложенные классиками этого направления Тихоновым и Са-
марским, хотя, конечно же, в технической части гораздо ме-
нее развитые. А именно интуиционисты обратили внимание на
необходимость логической перестановки задачи, а прикладники
ограничились переходом от одного метрического пространства
к другому, что выразимо в рамках традиционной численной па-
радигмы вычислительной математики.

Брауэр пытался обратить внимание на некорректные задачи
и на практическую полезность полученных результатов, но при-
кладники его пренебрежительно проигнорировали, что привело
в дальнейшем к позиционированию интуиционистского вариан-
та конструктивизма как чистой науки и к избеганию контактов
с прикладниками.

Рассмотрим другие варианты применения метода провокации,
а также методы превращения некорректных задач в коррект-
ные. Это проиллюстрирует, в частности, сильную зависимость

18Сам Брауэр так его не называл.
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конструктивных результатов от удачного выбора исходных по-
нятий19.

ПРИМЕР 10. Покажем, как в конструктивном анализе видо-
изменить предыдущую задачу, чтобы она стала корректной, а
именно дадим метод для решения задачи

(6) ∀x : Real, ε : Rational (ε > 0 ⇒ x > −ε ∨ x < ε).

Вычислим x с точностью до ε/2. Пусть a — рациональное число,
представляющее приближенное значение x (либо середина ин-
тервала, либо конкретное представление, если выбрано другое
из представлений действительных чисел). Тогда имеет место по
крайней мере одно из двух: либо a− ε/2 > −ε, либо a+ ε/2 < ε.
В первом случае гарантирована выполнимость первого члена
дизъюнкции, во втором — второго.

Посмотрев внимательно на этот пример, сразу можно увидеть
одну из причин неприятия «практиками» практически ценных
советов интуиционистов. Ведь мы не даем однозначного реше-
ния, во многих случаях оба решения приемлемы. А, скажем,
Тихонов первым пунктом в определении корректной задачи по-
ставил единственность решения, что с логической точки зрения
по крайней мере излишне.

Впоследствии практики мучительно долго приходили к необ-
ходимости отхода от однозначно определенных методов. В про-
граммировании первым обратил внимание на неестественность
(и даже концептуальную противоречивость с принципами струк-
турного программирования) требования полной детерминиро-
ванности условных выражений Э. Дейкстра20.

ПРИМЕР 11. Покажем разрешимость задачи

∀x : Real (x 6 0 ∨ x > 0)

19Не путать с конкретными представлениями понятий! Они становятся
важны не в теории, а при приложениях теории к практике, где такие пред-
ставления нужно выбирать очень хорошо. Поэтому теория, слишком завя-
занная на конкретное представление данных, моментально теряет большую
часть практической ценности.

20Впрочем, зачем кидать камень в практиков, когда логики тысячелети-
ями ставили на первое место в проблеме классификации требование несов-
местимости различных альтернатив.
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при определении действительных чисел через двоичные разло-
жения. Поскольку все двоичные знаки становятся известными,
первый же из них определяет знак числа. Разрешима даже более
сильная проблема:

∀x : Real (x < 0 ∨ x > 0).

А вот трихотомия

∀x : Real (x 6 0 ∨ x = 0 ∨ x > 0)

по-прежнему остается неразрешимой, поскольку, вычислив сколь
угодно много двоичных знаков, равных 0, мы не можем гаран-
тировать, что следующий не окажется 1, и на этой основе можно
применить метод провокации.

При такой конструкции действительных чисел вычислима и
соответственно непрерывна функция

(f x) =

{
1 при x > 0,
0 при x < 0.

Заметим, что эти рассуждения применимы не только к 0, но
и к любому двоично-рациональному числу, только придется по-
дождать до последнего знака после точки.

Таким образом, в данном представлении действительных чи-
сел числа становятся неравноправными, и оно весьма подозри-
тельно (по меньшей мере) в качестве основы для построения
конструктивного понятия действительного числа.

Здесь мы замечаем еще одну особенность конструктивной ма-
тематики. Она гораздо тоньше анализирует исходные понятия,
чем классическая, и сигнализирует не только о грубой ошибке,
приводящей к противоречивости теории (как классическая), но
и о более тонких концептуальных ошибках, к прямому противо-
речию не ведущих.

Правда, если рассмотреть последний пример с точки зрения
классической топологии, то к нему находится прямая аналогия:
множество действительных чисел, базисом топологии на кото-
ром взяты полуинтервалы [a, b), где a — двоично-рациональное
число. Эту топологию можно было бы назвать топологией дво-
ичной системы счисления.
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Рассмотрим еще один любопытный пример.

ПРИМЕР 12. Возьмем определение действительных чисел че-
рез непрерывные дроби Rcf . В данном случае особой точкой
является любое рациональное число. Более того, для каждого
рационального числа a решается задача трихотомии

∀x : Real (x 6 a ∨ x = a ∨ x > a),

и еще более того, она решается единым методом для всех рацио-
нальных чисел (вычисления непрерывной дроби действительно-
го числа на один этаж глубже, чем дробь данного рационального
числа), так что выполнено

∀a : Rational∀x : Real (x 6 a ∨ x = a ∨ x > a).

Таким образом, при данном определении действительных чи-
сел, в частности, вычислима функция (sgn x).

Но вот проблема, является ли действительное число рацио-
нальным, неразрешима, поскольку как только претендент вы-
даст ответ, что число рациональное, мы дальше начнем пода-
вать бесконечную непрерывную дробь, а если ответит, что нет,
на следующем же шаге закончим дробь.

Однако можно вычислить функцию Дирихле, если модифици-
ровать пространство результатов (причем совершенно безобид-
но с классической точки зрения).

Возьмем известный пример фукнции Дирихле

(D x) =

{
1, если число рациональное;
0, если число иррационально

и модифицированной функции Дирихле, разрывной во всех ра-
циональных точках:

(D1 x) =


1

n
, если рациональное число представляется

несократимой дробью
m

n
;

0, если число иррационально.

Эти функции вычислимы, если разрешить в начале любой непре-
рывной дроби иметь цепочку нулей, а бесконечная цепочка ну-
лей — это нуль.
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И опять у нас находится классическая аналогия с нестандарт-
ной топологией на действительных числах. Возьмем в качестве
базиса все замкнутые сегменты с рациональными концами.

Рассмотренные примеры позволяют провести следующее по-
строение.

Определим функционал из R в Nat следующим образом.

function sign : (Real → Nat);

parameter x: Real;

begin

for i: Nat from 0 by i+1 do

(x0 i).down > 0 then {result(1);leave},

(x0 i).up < 0 then {result(-1);leave},

(x0 i).down 6 0 & (x0 i).up > 0 then relax

od;

end

Дадим некоторые пояснения к данному функционалу. Мы ис-
пользуем недетерминированную форму цикла, которая позволя-
ет в случае хорошо структурированной программы обойтись без
присваиваний. После for описываются параметры цикла (зна-
чения, которые изменяются от шага к шагу цикла); после from
задаются их начальные значения, после by задаются изменения
параметров на следующем шаге цикла.

Сам цикл подобен условному оператору и состоит из несколь-
ких (не обязательно взаимоисключающих) альтернатив. leave
— приказ завершить цикл. relax — пустой оператор.

Действительное число представляется как последовательность
замкнутых интервалов

[(x0 i).down, (x0 i).up].

Здесь определена функция, которая почти всегда вычисляет
(sign x), но зацикливается при x = 0. Этот пример покаывает
фактор, упущенный Брауэром в интуиционизме, но учитывав-
шийся во всех дальнейших вариантах конструктивизма: эффек-
тивные операторы могут быть не всюду определены, и самоогра-
ничение лишь всюду определенными функциями в конструктив-
ной математике весьма затруднительно корректно провести.
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ПРИМЕР 13. Видоизменим пример 9 для случая троичного раз-
ложения с интервалами удвоенной длины. Он проходит и для
данного случая, что показывает, что корень зла не столько в вы-
боре конкретной системы счисления, сколько в рабском следо-
вании ей. Представление действительных чисел R3 оказывается
полностью эквивалентно R. Это представление изобрел Брауэр.

ПРИМЕР 14. Этот пример21 показывает, что не всегда разни-
цу в конструктивном статусе представлений можно объяснить
в терминах классической топологии. Рассмотрим R и R0. Пока-
жем, что нет эффективного функционала, который по каждому
элементу R0 строит равный ему элемент R.

Воспользуемся методом провокации. Будем подавать на вход
функционала последовательность сегментов[

1 − 1

2n
, 2

]
до тех пор, пока испытуемый функционал не выдаст значение
элемента R с точностью до 1/4. После этого обманем его, по-
скольку у нас ошибка заведомо превосходит 1.

ПРИМЕР 15. Данный пример, принадлежащий Г. Минцу, по-
казывает, что конструктивные структуры не всегда приводят к
классическим топологиям.

Рассмотрим объединение двух сегментов (−∞, 0] и [0,+∞).
Обозначим его RM. Оно представляется через приближения ана-
логично R, но в приближениях не может быть один конец сег-
мента положительный, а другой отрицательный. 0 здесь не яв-
ляется изолированной точкой, поскольку сегмента [0, 0] нет и
соответственно в данном случае приближения не образуют ба-
зиса топологии на R в традиционном смысле. Но разрешима
проблема

∀x : RealM (x > 0 ∨ x 6 0).

ПРИМЕР 16. И, наконец, рассмотрим пример с программно опре-
деленными типами данных. Пусть наши программы имеют сле-
дующий вид

21Впервые встретившийся в другой конкретной формализации в работах
Н.А. Шанина.
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const a,b: Rational; function fab : (Nat → Rational);

parameter i: Nat;

begin

if i=0 then result(a),

i>0 & (fab i-1)=a then result(a)

i>0 & (fab i-1)=a then result(b)

i>0 & (fab i-1)=b then result(b)

fi;

end

Это рекурсивное недетерминированное определение. Содер-
жательно оно означает, что мы до некоторого момента выдаем
a, а затем b.

Две точки считаются равными, если с некоторого момента
значения совпадают. Поскольку эти значения — рациональные
числа, вроде бы мы получили те же самые рациональные числа.

Но в этом примере неразрешима задача отличить друг от дру-
га два рациональных числа, поскольку какие бы числа a, b мы
ни взяли, конкретная программа fab представляет как раз тот
случай, на котором может обмануться любой функционал, по-
скольку если она слишком долго будет выдавать a, функционал
даст ответ, и его можно будет обмануть.

Здесь мы столкнулись еще с одним вариантом метода про-
вокации для недетерминированных алгоритмов. Показывается,
что некоторый вариант исполнения параметра может обмануть
функционал, и тем самым мы не можем гарантировать нужный
результат. Но вопрос, обманет ли функционал данное конкрет-
ное исполнение, остается открытым.

Методом провокации можно анализировать на корректность
множество задач. А нахождение конструктивно корректной пе-
реформулировки некорректной задачи является одним из спо-
собов практического решения некорректных задач и, наверно,
потенциально самым мощным из таких способов.

Рассмотрим в связи с вышеизложенным классическую некор-
ректную задачу, которой по традиции мучают первокурсников в
стандартных курсах программирования, никогда не упоминая,
что она некорректная и их решения смысла не имеют.
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ПРИМЕР 17. (Метод деления пополам)
Рассмотрим равномерно непрерывную на отрезке [0, 1] функ-

цию действительного переменного f : (Real → Real). Пусть она
удовлетворяет следующим условиям:

1. (f 0) = −1; (f 1) = 1.

2. f возрастает на [0, 1].

Как видно, у нас условия на функцию даже более жесткие,
чем в стандартном методе деления пополам.

Конечным приближением к равномерно непрерывной функ-
ции можно считать кусочно-линейную трубку с рациональными
точками сочленения кусков22, то есть конечную последователь-
ность параллелограммов с вертикальными боковыми гранями и
рациональными вершинами, такую, что каждый следующий па-
раллелограмм расположен правее предыдущего по оси x и пе-
ресекается с ним по общей боковой грани. Любая равномерно
непрерывная функция представима как предел стягивающейся
последовательности таких трубок.

Поставим задачу нахождения корня такой функции (который,
как известно, в принципе существует). Покажем, что нет эффек-
тивного функционала, решающего данную задачу.

Построим последовательность трубок следующего вида

(fn x) =


[
(0,−1), (0,−1 + 1

2n ), (1
3 ,−

1
2n ), (1

3 ,
1

2n )
]
,[

(1
3 ,−

1
2n ), (1

3 ,
1

2n ), (2
3 ,−

1
2n ), (2

3 ,
1

2n )
]
,[

(2
3 ,−

1
2n ), (2

3 ,
1

2n ), (0, 1 − 1
2n ), (0, 1)

]


Пока выдаются такие трубки, корень может быть везде на[
1
3 ,

2
3

]
. Как только функционал выдаст корень с точностью до

1/9, видоизменим следующую трубку так, чтобы корень попал в
незахваченную ответом область данного интервала. Например,
так работает следующий условный оператор:

22В дальнейшем мы строго обоснуем такой выбор; но сейчас это увело
бы нас далеко в теоретические тонкости, не нужные для решения данной
конкретной задачи.
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if a> 1
2 then

result





[
(0,−1), (0,−1 + 1

2n+2 ), (1
3 ,−

1
2n+1 ), (1

3 ,−
1

2n+2 )
]
,[

(1
3 ,−

1
2n+1 ), (1

3 ,−
1

2n+2 ), (1
2 ,

1
2n+1 ), (1

2 ,
1

2n+2 )
]
,[

(1
2 ,

1
2n+1 ), (1

2 ,
1

2n+2 ), (2
3 ,

3
2n+2 ), (2

3 ,
1

2n )
]
,[

(2
3 ,

3
2n+2 ), (2

3 ,
1

2n ), (0, 1 − 1
2n+2 ), (0, 1)

]




,

a6 1
2 then

result





[
(0,−1), (0,−1 + 1

2n+2 ), (1
3 ,−

1
2n ), (1

3 ,−
3

2n+2 )
]
,[

(1
3 ,−

1
2n ), (1

3 ,−
3

2n+2 ), (1
2 ,−

1
2n+1 ), (1

2 ,−
1

2n+2 )
]
,[

(1
2 ,−

1
2n+1 ), (1

2 ,−
1

2n+2 ), (2
3 ,

1
2n+2 ), (2

3 ,
1

2n+1 )
]
,[

(2
3 ,

1
2n+2 ), (2

3 ,
1

2n+1 ), (0, 1 − 1
2n+2 ), (0, 1)

]




fi;

end

Но ведь программу для решения этой неразрешимой задачи
пишет любой23 первокурсник. В чем же дело? В этой программе
он вовсю использует неразрешимую задачу (5), а «мудрые» пре-
подаватели никогда не дают ему тесты, на которых выявляется
некорректность данной задачи.

Возникает вопрос, как же решить эту нерешаемую пробле-
му? Нужно просто чуть-чуть видоизменить ее постановку, по-
няв, что же нам на самом деле может быть нужно на практике.
Нам нужно такое значение аргумента, при котором функция
была бы практически неотличима от нуля. А найти такое зна-
чение — разрешимая задача, и метод деления отрезка пополам
великолепно с ней справляется за счет применения недетерми-
нированного условного оператора из (6). Тем самым приходим
к корректной постановке конструктивной задачи:

∀f : (Real → Real) ((f 0) < 0&(f 1) > 0 ⇒
∀ε : Real (ε > 0 ⇒ ∃x : Real (x > 0&x < 1& |(f x)| < ε)))

23В нынешнее время приходится добавить: не безнадежно зазомбирован-
ный ЕГЭ.
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6 Интуиционистская логика как конструктивная

Выше мы неоднократно ссылались на то, что для конструк-
тивиста утверждение есть в значительной степени задача на
построение. Можно сказать, что он интересуется не истинно-
стью, а реализуемостью. В данном случае реализуемость, ко-
нечно же, обычно понимается как реализуемость в принципе, и
вопрос о том, можно ли уложиться в данные ресурсные огра-
ничения на первый взгляд кажется вторым вопросом, который
можно поставить себе после того, как математическая реали-
зуемость установлена. Более того, именно такое отношение к
задачам, решаемым в конструктивной математике, было полно-
стью общепринятым вплоть до 80-х годов XX в. Прежде всего
рассмотрим, что получалось на данном пути. Ведь пренебреже-
ние чисто практическими аспектами отнюдь не всегда приводит
к непрактичным теориям. Гораздо чаще к таковым приводит
именно ползучее следование тому, что кажется в данный мо-
мент «запросами практики».

А.Н. Колмогоров (1930) (и чуть позже А. Гейтинг, но в ме-
нее общем виде) дал общую конструкцию для естественных
математических семантик кон структивизма именно как кон-
структивизма: абстрактное понятие реализуемости. Рассмотрим
содержательную идею определения реализуемости по Колмо-
горову.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Колмогоровская реализуемость.
Сопоставим каждой формуле A некоторую совокупность объ-
ектов r A, сообразуясь с содержательным пониманием зада-
чи, решить которую необходимо для обоснования A. Объекты
из данной совокупности будем называть решениями задачи A.
a r A означает, что a — решение A, т. е. что a ∈ r A. Пусть
U — наш универс рассмотрения.

1. Решения элементарных формул задаются по определению.

2. Решение A&B есть пара решений A и B соответственно,
объединенная в единую структуру данных.

3. Решение ∃xA(x) есть структура данных из конкретного
значения x0 ∈ U и реализации A(x0).
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4. Решение A ∨ B есть вариантная структура, в которой со-
держится метка решенной подзадачи (либо A, либо B) и
решение указанной задачи.

5. Решение A ⇒ B есть эффективный функционал, опреде-
ленный на всех решениях A и преобразующий их в реше-
ния B.

6. Решение ∀xA(x) есть эффективный функционал, опреде-
ленный на всех элементах универса U и преобразующий
каждый x0 ∈ U в решение A(x0).

7. Если нет таких a, что ar A, то 0 r ¬A.

Это определение можно превратить в формальное двумя пу-
тями. Более легкий состоит в том, чтобы взять конкретные пред-
ставления перечисленных структур данных и функционалов (на-
пример, кодирование натуральными числами и стандартное по-
нятие алгоритма, как это сделал C.K. Клини, которому и при-
надлежит исключительно удачный термин «реализуемость»).
Второй — попытаться действовать предельно абстрактно с тем,
чтобы дать общий метод и общую схему, применимую к целому
ряду частных случаев, в том чисел и к таким понятиям реше-
ния, которые либо существенно уже общего понятия алгоритма,
либо формально шире, либо просто не укладываются в ту же
парадигму, что и стандартная алгоритмическая вычислимость.
В соответствии с общим духом данной работы здесь избирается
второй путь. Как и формализация принципа конечной инфор-
мации, этот путь требует, чтобы сначала были определены усло-
вия на тип объектов, являющихся реализациями, и необходимые
операции на нем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пространство реализаций — совокуп-
ность объектов, на которой заданы константы nihil, 1, 2; всюду
определенные собирающие функции (pair x y), (in1 x), (in2 x);
частичные разбирающие функции (pr1 x), (pr2 x), (label x),
(content x), (ev f x), (case a b c), обладающие следующими свой-
ствами.

1. Если z = (pair x y), то !(pr1 z) и (pr1 z) = x, !(pr2 z) и
(pr2 z) = y.
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2. Если z = (in1 x), то !(label z), !(content z), (label z) = 1,
(content z) = x.

3. Если z = (in2 x), то !(label z), !(content z), (label z) = 2,
(content z) = x.

4. Если a = 1, то !(case a
¯
c) и (case a

¯
c) = b.

5. Если a = 2, то !(case a
¯
c) и (case a

¯
c) = c.

Для представления логики необходимы дополнительные тре-
бования на пространство, которые легче всего выражаются в
терминах λ-исчисления с типами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пространство реализаций называется од-
нократно λ-собирающим, если для любого выражения t[x], по-
строенного при помощи функционалов (pair x y), (in1 x), (in2 x)
из элементов данной интерпретации и переменной x, имеется
элемент λx. t[x], такой, что

(ev λx. t[x] a) = b ⇐⇒ b = t[x | a].

Здесь и далее t[x | a] означает подстановку в выражение элемен-
та вместо свободной переменной.

Пространство реализаций называется λ-замкнутым, если оно
одновременно является моделью λ-исчисления с типами и типо-
вой неопределенностью, где выполнены следующие приписыва-
ния типов:

Type ⌊a⌋ = τ ⊗ π ⊃ Type ⌊(pr1 a)⌋ = τ ;
Type ⌊a⌋ = τ ⊗ π ⊃ Type ⌊(pr2 a)⌋ = π;
Type ⌊a⌋ = τ & Type ⌊b⌋ = π ⊃ Type ⌊(pair a b)⌋ = τ ⊗ π);
Type ⌊a⌋ = τ ⊕ π ⊃ Type ⌊(label a)⌋ = label;
Type ⌊a⌋ = τ ⊕ π & (label a) = 1 ⊃ Type ⌊(content a)⌋ = τ ;
Type ⌊a⌋ = τ ⊕ π & (label a) = 2 ⊃ Type ⌊(content a)⌋ = π;
Type ⌊a⌋ = τ ⊃ Type ⌊(in1 a)⌋ = τ ⊕ π;
Type ⌊b⌋ = π ⊃ Type ⌊(in2 b)⌋ = τ ⊕ π;
Type ⌊a⌋ = label & Type ⌊b⌋ = τ & Type ⌊c⌋ = τ ⊃

Type ⌊(case a b c)⌋ = τ);
Type ⌊nihil⌋ может быть любым типом, в том числе и void;
Type ⌊1⌋ = label;
Type ⌊2⌋ = label.
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Внимание! Мы намеренно не приложили никаких усилий,
чтобы разбирающие функции были определены только в том
случае, когда объект собран при помощи соответствующей со-
бирающей функции. А содержательно, определяя разбирающие
и собирающие функции, необходимо следить, чтобы осмыслен-
ность разбирающих функций проверялась эффективно, т.е. в
случае неприменимости они выдавали точное сообщение об ошиб-
ке. Я пока еще не знаю, как формализовать это требование аб-
страктно и вместе с тем адекватно24, но оно гораздо важнее
формальной точной обратимости.

С использованием аппарата современной теоретической ин-
форматики [7] минимальное требование на замкнутость может
быть кратко выражено следующим образом.

Условие λ-замкнутости
Любой типизированный λ-терм над функционалами из нашей
интерпретации определяет объект соответствующего типа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Колмогоровская реализуемость (фор-
мальное определение). Пусть r A — множество решений
A, и a r A означает, что a — решение A, т.е. что a ∈ r A.
Пусть U — наш универс рассмотрения. Оператор, преобразу-
ющий A в r A, называется колмогоровской интерпретацией,
если выполнены следующие условия:

1. Для конъюнкции:

(∗) ∀a, b (ar A & br B ⊃ (pair a b) r (A&B)) ,
∀c (cr A&B ⊃ !(pr1 c) & (pr1 c) r A & !(pr2 c) & (pr2 c) r B) .

2. Для квантора ∃:

(∗) ∀a, c (ar A(c) ⊃ (pair a c) r ∃xA(x),

∀c
(

cr ∃xA(x) ⊃
!(pr1 c) & (pr1 c) ∈ U & !(pr2 c) & (pr2 c) r A(pr1(c))

)
.

24Предупреждение для тех, кто попытается, увидев очевидную «дыру»,
заделать ее простейшим способом. Для всех простейших способов я знаю
причины их неадекватности.
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3. Для дизъюнкции:

(∗) ∀a (ar A ⊃ (in1 a) r A ∨B) ,
(∗) ∀b (br B ⊃ (in2 b) r A ∨B) ,

∀c

cr (A ∨B) ⊃
!(content z) &!(label z) &

(((label z) = 1) & (content z) r A)) ∨
((label z) = 2) & (content z) r B)))

 .

4. Для импликации:

(∗) ∀a (ar A & f r (A⇒ B) ⊃ !(ev f a) & (ev f a) r B) .

∀f (∀a (ar A &⊃!(ev f a) & (ev f a) r B) ⊃ f r (A⇒ B)) .

5. Для квантора ∀:

(∗) f r ∀xA(x) ⊃ ∀a (a ∈ U ⊃ !(ev f a) & (ev f a) r A(a)) .

∀f (∀a (a ∈ U ⊃!(ev f a) & (ev f a) r A(a)) ⊃ f r (∀xA(x)) .

6. Для отрицания:
(*) Если нет таких a, что ar A, то nihil r ¬A.
Если nihil r ¬A, то нет ни одного a, такого, что ar A.

Если оставить лишь подпункты с (*), то интерпретация называ-
ется собирающей колмогоровской, или просто собирающей. Если
отбросить подпункты с (*), то интерпретация называется разби-
рающей колмогоровской, или просто разбирающей.

Через ! r A обозначается тот факт, что r A непусто. Если
! r A, то A называется реализуемой в данной колмогоровской
интерпретации.

Это определение отличается от оригинального в нескольких
отношениях. Во-первых, у Колмогорова25 не было явно указан-
ных отображений и операторов, а прямо говорилось, что множе-
ство r A&B — прямое произведение r A× r B, множество
r A∨B — прямая сумма r A⊕ r B. Пункт, соответствующий
r A ⇒ B, был определен только частично. Было сказано, что

25Как и у Гейтинга, как и у многих других вплоть до проникновения в
данную область категорного подхода.
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элементами r A ⇒ B являются эффективные преобразования
r A в r B, но само понятие эффективного преобразования

оставалось неопределенным26.
Далее, поскольку вплоть до 40-х годов ХХ в. еще не было яс-

но, насколько фундаментально в эффективной математике по-
нятие ошибки и что оно неустранимо, у Колмогорова (впрочем,
и у Гейтинга тоже) не было никаких оговорок насчет частично
определенных функционалов. И, наконец, у Колмогорова вез-
де были эквивалентности, он даже не думал о том, что мож-
но из его реализаций выбирать еще подмножества и получать
более слабые колмогоровские интерпретации, соответствующие
дополнительным критериям на решения либо даже ограничен-
ным классам построений.

Таким образом, в сущности интерпретация Колмогорова была
мета-интерпретацией, общим методом построения целого мно-
жества интерпретаций. Наше определение еще сильнее подчер-
кивает этот аспект и ее взаимосвязи с категорными конструкци-
ями. Посмотрите на операторы и отображения, определявшиеся
в пунктах 1 и 3. Они прямо соответствуют категорным конструк-
циям прямого произведения и прямой суммы.

Рассмотрим логические характеристики колмогоровской ин-
терпретации.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. В собирающей колмогоровской интерпре-
тации имеют место следующие правила перехода:

1. Если ! r A и ! r B, то ! r A&B.

2. Если ! r A или ! r B, то ! r A ∨B.

3. Если ! r A(u) для некоторого u ∈ U , то ! r ∃xA(x).

Таким образом, все прямые собирающие правила естествен-
ного вывода обычной классической логики выполнены в любой
собирающей колмогоровской интерпретации. Установим допол-
нительные условия на собирающие интерпретации, при которых
и косвенные собирающие правила для ⇒ и ∀ также приемлемы.

26Здесь мы на следующем витке спирали практически вернулись к Кол-
могорову, но длительное время именно за эту недоговоренность его больше
всего «пинали» и отказывались признать его приоритет.
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Для этого необходимо условие замкнутости, которое содер-
жательно представляется естественным и в некотором смысле
минимальным для эффективных функционалов.

Условие термальной замкнутости

Любое корректное выражение, составленное из уже имеющих-
ся эффективных функционалов и содержащее свободные пере-
менные, может быть объявлено новым функционалом, аргу-
ментами которого являются свободные переменные.

Точное формальное выражение данного условия в случае со-
бирающих интерпретаций требует некоторого фрагмента моде-
ли λ-исчисления с типами, а именно чтобы пространство реали-
заций было однократно λ-собирающим.

Грубо говоря, если мы ухитрились уложиться в ограничения,
создав некоторый сложный объект, то его составные части так-
же построены согласно заданным ограничениям. Такое свойство
может служить гарантией, что в первом приближении процессы
построения описываются адекватно27.

27Во втором приближении дело может обстоять совсем не так. В част-
ности, известно, что нетривиальное решение можно порою найти, лишь
пройдя через ошибку. Уложиться в ограничения для финального резуль-
тата порою возможно, лишь выйдя за их пределы по ходу построения и
затем компенсировав сделанные «ошибки».

Такой прием обыгрывается в рассказе А. Азимова «ВЫХОД ИЗ ПО-
ЛОЖЕНИЯ» из его знаменитой книги «Я, робот». Суперинтеллектуаль-
ному роботу дали задачу найти способ летать со сверхсветовой скоростью.
Почему-то на этой задаче ломались все его предшественники. Он не сло-
мался, поскольку был интеллектуальнее предыдущих и понял, что, хотя
сверхсветовой прыжок приведет к смерти экипажа (а по законам робото-
техники причинение вреда человеку недопустимо), эта смерть обратима.

Но для компенсации «морального ущерба» робот ухитрился расцветить
смерть пародийными видениями типа

“Это была смерть!
Это был мир без движения и без ощущений.
Мир тусклого, бесчувственного сознания — сознания тьмы, и безмолвия,

и хаоса. И главное — сознания вечности. От человека остался лишь ничтож-
ный белый клочок — его «я», закоченевшее и перепуганное. . .

Потом проникновенно зазвучали слова, раскатившиеся над ним морем
громового гула:

— На вас плохо сидит ваш гроб? Почему бы не испробовать эластичные
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ПРИМЕР 18. Рассмотрим формулу ∀x (A(x)∨¬A(x)). В колмо-
горовской интерпретации ее реализуемость означает, что имеет-
ся такое f , что для всех x0 ∈ U

!(label (ev f x0)),
!(content (ev f x0)),
(label (ev f x0)) = 1 ⊃ (content (ev f x0)) r A,
(label (ev f x0)) = 2 ⊃ (content (ev f x0)) r ¬A.

Из перечисленных свойств реализации следует, что функция
λx. (label (ev f x)) эффективно решает проблему распознавания,
выполнена или нет A. Заметим, что функция λx. (content (ev f x))
справляется с такой работой намного хуже.

Возможность краткого и красивого выражения разрешимо-
сти является одним из преимуществ конструктивизма в области
выразительности.

Из условия λ-замкнутости следует тождественная реализуе-
мость всех формул, доказуемых в интуиционистской логике. Но
это условие тем не менее не гарантирует полной формальной
адекватности реализуемости для интуиционистской логики. На-
пример, для любой замкнутой формулы A реализуемо A ∨ ¬A.
В самом деле, если у нас есть реализация A, то реализуема
первая часть дизъюнкции, если ее нет — вторая. Таким обра-
зом, интерпретация реализуемости интуиционистски замкнута
лишь для равномерной реализуемости, когда логическая форму-
ла считается реализуемой, если есть типизируемый замкнутый
λ-терм, который после постановки типов входящих в формулу
пропозициональных букв и предикатов как типов переменных
становится реализацией логической формулы. Итак, говорить о
реализуемости логической формулы можно лишь в контексте.
Рассмотрение формулы как формулы с предикатными и пропо-
зициональными переменными — один из этих контекстов. Дру-
гой — наличие единой реализации для всех интерпретаций. Ни
тому, ни другому требованию равномерности A∨¬A не удовле-
творяет.

гробы фирмы Трупа С. Кадавра? Их научно разработанные формы соот-
ветствуют естественным изгибам тела и обогащены витаминами. Пользуй-
тесь гробами Кадавра — они удобны. Помните. . . вы. . . будете. . . мертвы. . .
долго. . . долго!..”
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Сложности, связанные с чисто формальной интерпретацией
конструктивных формул через реализуемость, привели к тому,
что в логических работах основными интерпретациями стали
другие. Но для нас основной интерпретацией остается реализу-
емость, поскольку именно она выражает основное назначение
конструктивной логики. Более того, для использования теории
в качестве основы для построений, необходимо иметь не просто
аксиомы, а аксиомы, помеченные объектами, их реализующими.
Другими словами, каждая конструктивная аксиома описыва-
ет некоторый программный модуль.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Конструктивная теория — теория, в кото-
рой каждая аксиома снабжена именем реализующего ее объекта:
a r Axiom. Модель конструктивной теории Th — такая колмо-
горовская интерпретация, в которой объект, специфицирующий
аксиому, реализует данную аксиому.

Итак, для конструктивных теорий недостаточно абстрактной
«истинности» аксиомы в любой модели. Нужно, чтобы ее ре-
ализовал именно тот объект, для которого она объявлена спе-
цификацией в описании теории (или же, эквивалентно, объект,
который объявлен реализацией аксиомы). Установим теорему
корректности интуиционистской логики относительно колмого-
ровских интерпретаций с условием λ-замкнутости для произ-
вольных теорий и выясним принципиальные препятствия, вы-
растающие перед абстрактной теоремой полноты.

ТЕОРЕМА 2. (Теорема об извлечении программы) По интуи-
ционистскому доказательству формулы A в конструктивной
теории Th можно построить λ-терм, реализующий A в любой
конструктивной модели Th.

Доказательство. Воспользуемся формализацией выводов в ви-
де графов, эквивалентно переформулировав ее таким образом,
что правило размножения применяется лишь к допущениям вспо-
могательных выводов. Строим реализацию каждой формулы,
встречающейся в выводе, как типизированный λ-терм, завися-
щий от свободных переменных, соответствующих действующим
допущениям и произвольным переменным. Поэтому в описании
правил вывода будем ссылаться на посылки правила как на спе-
цифицированные формулы вида ar A.
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1. Аксиома ar A остается без изменений.

2. Допущению сопоставляется новое, не использованное ра-
нее, имя свободной переменной соответствующего типа x :
Type ⌊A⌋ r A.

3. Правило извлечения следствий порождает применение функ-
ции: ar A и f r A⇒ B порождают (f a) r B.

4. Правило дедукции порождает λ-абстракцию. Если x r A
— допущение вспомогательного вывода-посылки, tr B —
его результат, то λx. tr (A⇒ B).

5. Правило разъединения порождает соответствующую про-
екцию пары: если cr A&B, то (pr1 c) r A.

6. Правило соединения порождает пару: если a r A, b r B,
то (pair a b) r A&B.

7. Правило порождения ∨ порождает вложение: если ar A,
то (in1 a) r A ∨B.

8. Правило разбора случаев порождает условное предложе-
ние: если a r A ∨ B; t[x] r C, где C — результат перво-
го вспомогательного вывода, а x r A — его допущение;
r[y] r C, где C — результат второго вспомогательного вы-
вода, а y r B — его допущение, то

(case (label a) t[x | (content A)] r[y | (content A)]) r C

как результат правила.

9. Правило вспомогательной константы придает значение этой
константе, которое в дальнейшем подставляется вместо нее.
Если a r ∃xA(x), то значением вводимой вспомогатель-
ной константы ci становится (pr1 a), и (pr2 a) r A[x | ci].
В дальнейшем во всех упоминаемых термах вспомогатель-
ные константы заменяются на их значения.

10. Правило доказательства на примере порождает пару. Если
ar A[x | t], то (pair at) r ∃xA(x).
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11. Правило обобщения порождает λ-выражение. Если z —
произвольная переменная вывода, t r A(z), то λz. t r
∀xA(x).

12. Правило перехода от общего к частному порождает вызов
функции. Если f r ∀xA(x), то (f t) r A[x | t].

13. Правило приведения к абсурду. nihil r ¬A.

14. Из лжи следует все, что угодно. nihil r B.

Тривиальной индукцией по построению вывода доказывается
корректность указанного алгоритма извлечения программы и
соответственно равномерная реализуемость каждой доказуемой
формулы.

q.e.d.

Заметим, что данная теорема в нашей форме явно иллюстри-
рует несколько тонкостей. Во-первых, реализации ¬A либо фор-
мулы, полученной по ex falso quodlibet, никак не используют ре-
ализации предыдущих формул. В доказательстве корректности
используется лишь тот факт, что одновременно A и ¬A не мо-
гут реализоваться ни в какой интерпретации. Во-вторых, даже
в отсутствие отрицания целые куски доказательства могут не
использоваться в реализации теоремы. В частности, к такому
эффекту приводят формулы вида

∀x, y (A(x, y) ⇒ B(x)).

y здесь оказывается промежуточным значением, которое вычис-
ляется, а потом забывается.

Теперь устраним сделанное предположение о том, что прави-
ло размножения применяется лишь к допущениям. Тогда необ-
ходимо видоизменить язык создаваемых программ, введя в него
описания констант:

const c=t;

В дальнейшей части того блока, где введено описание констан-
ты, c имеет то же значение, что и t. Отметим известные факты,
касающиеся функциональных языков. Если все вычисления де-
терминированы, то описания констант формально не изменяют
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выразительной силы языка, но сокращение длины программы
при этом может быть более чем в экспоненту раз. Если же вы-
числения недетерминированы, то описания констант дают при-
ципиально новый эффект. c получает результат одного из вы-
числений t и передает его в неизменном виде, а если записать t
многократно, каждый его экземпляр может дать свое значение.

Заметим, что предыдущее рассмотрение заодно показывает,
что построенный нами алгоритм легко модифицируется при из-
менениях логического исчисления. Но эти модификации могут
оказаться весьма существенными с практической точки зрения.
Далее, только что приведенные соображения показывают, что
язык логики в принципе нейтрален по отношению к детерми-
нированности либо недетерминированности вычислений, но ма-
лейшие изменения в конкретной формализации могут склонить
чашу весов либо в одну, либо в другую сторону.

Обобщая все сказанное, можно заметить, что интуиционист-
ская логика является концептуально последовательным и краси-
вым выражением понятия реализуемости в λ-исчислении с ти-
пами, но не совпадает с этим исчислением. В доказательстве
не все части переходят в программу. Этот факт на самом де-
ле имеет фундаментальное значение для приложений логики к
информатике, а его игнорирование — одна из бед нынешнего
примитивного и основанного на грубой силе подхода к прило-
жениям логики. Итак, в достаточно сложном конструктивном
доказательстве с необходимостью возникают неконструктив-
ные части. Далее, эксперименты с реализуемостью, проделан-
ные в данном параграфе, показывают, что есть широкий спектр
возможностей варьировать понятие реализуемости. И, наконец,
изменения в выборе формы представления доказательств, вро-
де бы неважные с внутренней логической точки зрения, могут
приводить к принципиальным сдвигам в соотношениях между
доказательствами и конструируемыми объектами.
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Секвенциальная аксиоматизация
паранормальной логики
PContPComp1

В.М. Попов

abstract. The sequent calculas axiomatizing paranormal logic PContPComp
is presented.

Ключевые слова: секвенция, исчисление, паранормальная логика,
паранепротиворечивая логика, параполная логика

Предлагается удобное для осуществления поиска доказатель-
ства секвенциальное исчисление, аксиоматизирующее логику
PContPComp из [3].

Язык L логики PContPComp есть стандартный пропозицио-
нальный язык с алфавитом {&,∨,⊃,¬, ), (, p1, p2, p3, . . . } (разу-
меется, символы &, ∨ и ⊃ — бинарные, а символ ¬ — унарная ло-
гические связки языка L, ) и ( — технические символы языка L,
символы p1, p2, p3, . . . — пропозициональные переменные этого
языка). Принимаем обычные соглашения об опускании скобок
в L-формулах и используем «формула» вместо «L-формула».
Логикой называем непустое множество формул, замкнутое от-
носительно правила подстановки в L и правила modus ponens в
L. Теорией логики L называем множество формул, включающее
логику L и замкнутое относительно правила modus ponens в L.
Множество всех формул называем тривиальной теорией. Про-
тиворечивой теорией логики L называем такую теорию T логи-
ки L, что для некоторой формулы A верно следующее: A ∈ T
и ¬A ∈ T. Паранепротиворечивой теорией логики L называем
такую противоречивую теорию T логики L, что T не есть триви-
альная теория. Паранепротиворечивой логикой называем такую
логику L, что существует паранепротиворечивая теория логики

1Pабота выполнена пpи поддеpжке PГНФ, проект № 10-03-00570а.
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L. Полной теорией логики L называем такую теорию T логики
L, что для всякой формулы A верно: A ∈ T или ¬A ∈ T. Па-
раполной теорией логики L называем такую теорию T логики
L, что T не является полной теорией логики L и всякая пол-
ная теория логики L, включающая T, есть тривиальная теория.
Параполной логикой называем такую логику L, что существует
параполная теория логики L. Паранормальной логикой назы-
ваем логику, которая является паранепротиворечивой и пара-
полной логикой. Следуя [3], строим исчисление HPContPComp
гильбертовского типа и определяем логику PContPComp. Язык
исчисления HPContPComp есть L. Правило modus ponens в L
является единственным правилом вывода этого исчисления. Вы-
воды (в частности, доказательства) в HPContPComp строятся
обычным для гильбертовского типа исчислений образом (см. [1],
[4]). Множеству всех аксиом исчисления HPContPComp принад-
лежат все те и только те формулы, каждая из которых имеет
хотя бы один из следующих видов (здесь и далее A, B и C есть
формулы):

(I) (A⊃B)⊃((B⊃C)⊃(A⊃C)),
(II) A⊃(A∨B),
(III) A⊃(B∨A),
(IV) (A⊃C)⊃((B⊃C)⊃((A∨B)⊃C)),
(V) (A&B) ⊃ A,
(VI) (A&B) ⊃ B,
(VII) (C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ (A&B))),
(VIII) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A&B) ⊃ C),
(IX) ((A&B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)),
(X) ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A,
(XI) ¬(A ∨B) ⊃ (¬A&¬B),
(XII) (¬A&¬B) ⊃ ¬(A ∨B),
(XIII) ¬(A&B) ⊃ (¬A ∨ ¬B),
(XIV) (¬A ∨ ¬B) ⊃ ¬(A&B),
(XV) ¬(A ⊃ B) ⊃ (¬A&B),
(XVI) (¬A&B) ⊃ ¬(A ⊃ B),
(XVII) ¬¬A ⊃ A,
(XVIII) A ⊃ ¬¬A,
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(XIX) (A&¬A) ⊃ (B ∨ ¬B).

Множество всех формул, доказуемых в HPContPComp, обо-
значаем через PContPComp. Согласно [3], PContPComp являет-
ся паранормальной логикой. Эта логика есть пересечение пара-
непротиворечивой (но не параполной) логики PCont и парапол-
ной (но не паранепротиворечивой) логики PComp (см. [2], [3]).
Построим секвенциальное исчисление GPContPComp. Алфавит
А языка этого секвенциального исчисления есть объединение
алфавита языка L с двухэлементным множеством {,, →} сим-
волов. Непустой последовательностью формул называем слово в
алфавите А, имеющее вид A1,. . . ,An, где n есть целое положи-
тельное число, а A1, . . . , An есть формулы. В случае, когда n=1,
A1,. . . ,An есть A1. Пустой последовательностью формул назы-
ваем пустое слово (в алфавите А). Называем π последовательно-
стью формул, если π есть непустая последовательность формул
или пустая последовательность формул. Условимся обозначать
через Γ, Σ, ∆ и Θ последовательности формул. Секвенцией на-
зываем слово в алфавите А, имеющее вид Γ → ∆.

Пусть Seq есть множество всех секвенций и для всякого цело-
го положительного числа n Seqn есть n-ная декартова степень
множества Seq. Называем R секвенциальным правилом, если
для некоторого целого положительного числа n R ⊆ Seqn+1. На-
зываем П применением секвенциального правила R, если П ∈ R.
Для описания применений секвенциальных правил потребуется
операция •. Можно доказать, что существует единственная би-
нарная операция (обозначаем ее через •) на множестве всех по-
следовательностей формул, удовлетворяющая следующим трем
условиям (а), (б) и (в).

(а) Γ•∆ = Γ, если ∆ есть пустая последовательность формул.

(б) Γ•∆ = ∆, если Γ есть пустая последовательность формул.

(в) Γ • ∆ = Γ,∆, если ни Γ, ни ∆ не есть пустая последова-
тельность формул.

Правилами исчисления GPContPComp являются определяемые
ниже двадцать пять секвенциальных правил (и только они).
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Каждое из этих секвенциальных правил определяем путем ука-
зания общего вида применения данного правила. При этом, сле-
дуя традиции, пользуемся двухмерным представлением упоря-
доченных пар секвенций и упорядоченных троек секвенций.

((Γ • A,B) • ∆) → Θ

(Γ • B,A) • ∆) → Θ
(ПЛ),

Γ → ((∆ • A,B) • Θ)

Γ → ((∆ • B,A) • Θ)
(ПП),

(A,A • Γ) → Θ

(A • Γ) → Θ
(СЛ),

Γ → (Θ • A,A)

Γ → (Θ • A)
(CП),

Γ → Θ

(A • Γ) → Θ
(ДЛ),

Γ → Θ

Γ → (Θ • A)
(ДП),

(A • Γ) → Θ

((A&B) • Γ) → Θ
(ВКЛ1),

(A • Γ) → Θ

((B&A) • Γ) → Θ
(ВКЛ2),

Γ → (Θ • A) Γ → (Θ • B)

Γ → (Θ • (A&B))
(ВКП),

((¬A) • Γ) → Θ ((¬A) • Γ) → Θ

((¬(A&B)) • Γ) → Θ
(ВOКЛ),

Γ → (Θ • (¬A))

Γ → (Θ • ¬(A&B))
(ВОПК1),

Γ → (Θ • (¬A))

Γ → (Θ • ¬(B&A))
(ВОПК2),

(A • Γ) → Θ (B • Γ) → Θ

((A ∨ B) • Γ) → Θ
(ВДЛ),

Γ → (Θ • A)

Γ → (Θ • (A ∨ B))
(ВДП1),

Γ → (Θ • A)

Γ → (Θ • (B ∨ A))
(ВДП2),

((¬A) • Γ) → Θ

((¬(A ∨ B)) • Γ) → Θ
(ВОДЛ1),

((¬A) • Γ) → Θ

((¬(B ∨ A)) • Γ) → Θ
(ВОДЛ2),
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Γ → (Θ • (¬A)) Γ → (Θ • (¬B))

Γ → (Θ • (¬(A ∨ B)))
(ВОДП),

Γ → (Θ • A) (B • Σ) → Θ

(((A ⊃ B) • Γ) • Σ) → (Θ • Σ)
(ВИЛ),

(A • Γ) → Θ

Γ → (Θ • (A ⊃ B)))
(ВИП),

(A,¬B • Γ) → Θ

((¬(B ⊃ A)) • Γ) → Θ
(ВОИЛ),

Γ → (Θ •A)) Γ → (Θ • (¬A))

Γ → (Θ • (¬(A ⊃ B)))
(ВОИП),

(A • Γ) → Θ

(¬¬A • Γ) → Θ
(ВООЛ),

Γ → (Θ •A)

Γ → (Θ • ¬¬A)
(ВООП),

Γ → (Θ • A) (B • Σ) → Θ

(((A ⊃ B) • Γ) • Σ) → (Θ • Σ)
(сечение).

Множество всех основных секвенций исчисления GPContPComp
есть множество всех секвенций, каждая из которых имеет вид
A → A или A,¬A → B,¬B. Выводы в секвенциальном ис-
числении GPContPComp строятся обычным для секвенциаль-
ного типа исчислений образом (см., например, [1] и [4]). Для
GPContPComp имеет место теорема об устранимости сечения
(подробное доказательство этой теоремы методом Генцена, пред-
ложенным в [1], проведено в дипломной работе Знаменской Н.А.
«Теорема об устранимости сечения для секвенциального исчис-
ления, аксиоматизирующего пересечение паранепротиворечивой
логики Розоноэра с ее параполным напарником» (МГУ, фило-
софский факультет, кафедра логики, 2010, научный руководи-
тель Попов В.М.)).

Тот факт, что секвенциальное исчисление GPContPComp ак-
сиоматизирует логику PContPComp, устанавливает нижеследу-
ющая теорема.

ТЕОРЕМА. Для всякой формулы A: секвенция →A доказуема в
GPContPComp тогда и только тогда, когда A ∈ PContPComp.
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Секвенциальные аксиоматизации
пропозициональных логик
нельсоновского типа1

В.М. Попов

abstract. The sequent systems axiomatizing four Nelson’s type
logics are presented.

Ключевые слова: секвенция, исчисление, паранормальная логика,
паранепротиворечивая логика, параполная логика

Формулируются свободные от сечения секвенциальные аксио-
матизации четырех пропозициональных логик, родственных ло-
гикам, определяемым построенными в [5] и в [6] исчислениями
N иN−. В [5] предложены секвенциальные исчисления Ns иN−

s ,
первое из которых эквиполентно исчислению N , а второе — ис-
числению N−. Построенные ниже секвенциальные исчисления
GPComp(N) и GPar(N) эквиполентны с точностью до несуще-
ственных деталей секвенциальному исчислению, являющемуся
пропозициональной частью исчисления Ns, и секвенциальному
исчислению, являющемуся пропозициональной частью исчисле-
ния N−

s соответственно.
Язык L всех рассматриваемых здесь логик есть стандартный

пропозициональный язык, алфавиту которого принадлежат все
следующие символы и только они: &, ∨, ⊃ (бинарные логи-
ческие связки языка L), ¬ (унарная логическая связка языка
L), ) и ( (технические символы языка L), p1, p2, p3, . . . (про-
позициональные переменные языка L). Допускаем применение
обычных соглашений об опускании скобок в L-формулах и ис-
пользуем «формула» вместо «L-формула». Опишем исчисления

1Pабота выполнена пpи поддеpжке PГНФ, проект № 10-03-00570а.
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HPar(N), HPContPComp(N), HPCont(N) и HPComp(N) гильбер-
товского типа, индуцирующие интересующие нас логики. Мно-
жеству всех аксиом исчисления HPar(N) принадлежат все те и
только те формулы, каждая из которых имеет хотя бы один из
следующих семнадцати видов (здесь и далее A, B и C есть фор-
мулы):

(I) (A⊃B)⊃((B⊃C)⊃(A⊃C)),
(II) A⊃(A∨B),
(III) A⊃(B∨A),
(IV) (A⊃C)⊃((B⊃C)⊃((A∨B)⊃C)),
(V) (A&B) ⊃ A,
(VI) (A&B) ⊃ B,
(VII) (C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ (A&B))),
(VIII) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A&B) ⊃ C),
(IX) ((A&B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)),
(X) ¬(A ∨B) ⊃ (¬A&¬B),
(XI) (¬A&¬B) ⊃ ¬(A ∨B),
(XII) ¬(A&B) ⊃ (¬A ∨ ¬B),
(XIII) (¬A ∨ ¬B) ⊃ ¬(A&B),
(XIV) ¬(A ⊃ B) ⊃ (¬A&B),
(XV) (¬A&B) ⊃ ¬(A ⊃ B),
(XVI) ¬¬A ⊃ A,
(XVII) A ⊃ ¬¬A.

Множеству всех аксиом исчисления HPContPComp(N) при-
надлежат все те и только те формулы, каждая из которых име-
ет хотя бы один из видов (I)-(XVII) или имеет вид (A&¬A) ⊃
(B ∨ ¬B). Множеству всех аксиом исчисления HPCont(N) при-
надлежат все те и только формулы, каждая из которых имеет
хотя бы один из видов (I)-(XVII) или имеет вид (B ∨¬B). Мно-
жеству всех аксиом исчисления HPComp(N) принадлежат все
те и только формулы, каждая из которых имеет хотя бы один
из видов (I)-(XVII) или имеет вид (A&¬A) ⊃ B. Каждое из ис-
числений HPar(N), HPContPComp(N), HPCont(N), HPComp(N)
имеет единственное правило вывода — правило modus ponens в
L. Во всяком из этих исчислений выводы (в частности, доказа-
тельства) строятся обычным для гильбертовского типа исчис-
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лений образом. Опираясь на вышеприведенные определения ис-
числений HPar(N), HPContPComp(N), HPCont(N), HPComp(N)
и данные в [2] определения исчислений HPar, HPContPComp,
HPCont, HPComp, замечаем, что язык всех указанных исчисле-
ний есть L, каждое из этих исчислений имеет единственное пра-
вило вывода — правило modus ponens в L, выводы (в частности,
доказательства) во всех этих исчислениях строятся обычным
для гильбертовского типа исчислений образом, множество всех
аксиом исчисления HPar (исчисления HPContPComp, исчисле-
ния HPCont, исчисления HPComp) есть объединение множества
всех аксиом исчисления HPar(N) (исчисления HPContPComp(N),
исчисления HPCont(N), исчисления HPComp(N) соответствен-
но) с множеством всех формул вида ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A. Кроме
того, можно доказать, что формула ((p1 ⊃ p2) ⊃ p1) ⊃ p1 недо-
казуема ни в одном из исчислений HPar(N), HPContPComp(N),
HPCont(N), HPComp(N). Таким образом, исчисления HPar(N),
HPContPComp(N), HPCont(N), HPComp(N) являются собствен-
ными сужениями исчислений HPar, HPContPComp, HPCont,
HPComp соответственно. Определяем Par(N) как множество
всех формул, доказуемых в HPar(N). Аналогично определяем
PContPComp(N), PCont(N) и PComp(N). Термины «логика»,
«паранепротиворечивая логика» и «паранормальная логика» да-
лее используем в соответствии с их определениями, данными
в [3]. Можно доказать, что

(а) Par(N) и PContPComp(N) есть различные паранормаль-
ные логики, при этом Par(N) ⊆ PContPComp(N),

(б) PCont(N) есть паранепротиворечивая, но не параполная
логика,

(в) PComp(N) есть параполная, но не паранепротиворечивая
логика,

(г) PContPComp(N) ⊆ PCont(N) ∩ PComp(N), но
PContPComp(N) и PCont(N) ∩ PComp(N) не равны.

Приступим теперь к конструированию секвенциальных ис-
числений GPar(N), GPContPComp(N), GPCont(N), GPComp(N).
Построение каждого из этих исчислений аналогично построе-
нию исчисления GPContPComp в работе [3]. Обозначая через
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ВИП(N) секвенциальное правило, являющееся множеством всех
упорядоченных пар вида < (A • Γ) → B, Γ → A ⊃ B >, где Γ —
последовательность формул, определяем множество всех пра-
вил вывода каждого из исчислений GPar(N), GPContPComp(N),
GPCont(N) и GPComp(N) как такое множество М, что П ∈ М
тогда и только тогда, когда П есть ВИП(N) или любое, исклю-
чая ВИП, правило вывода исчисления GPContPComp. Множе-
ство всех основных секвенций исчисления GPar(N) есть мно-
жество всех секвенций вида A → A. Множество всех основных
секвенций исчисления GPContPComp(N) есть объединение мно-
жества всех основных секвенций исчисления GPar(N) с множе-
ством всех секвенций вида A,¬A → B,¬B. Множество всех
основных секвенций исчисления GPCont(N) есть объединение
множества всех основных секвенций исчисления GPar(N) с мно-
жеством всех секвенций вида → A,¬A. Множество всех основ-
ных секвенций исчисления GPComp(N) есть объединение мно-
жества всех основных секвенций исчисления GPar(N) с множе-
ством всех секвенций вида A,¬A →. Выводы во всех секвенци-
альных исчислениях GPar(N), GPContPComp(N), GPCont(N) и
GPComp(N) строятся обычным для этого типа исчислений об-
разом. Для каждого из этих исчислений доказана теорема об
устранимости сечения. С использованием этой теоремы пока-
зано, что исчисления GPar(N), GPContPComp(N), GPCont(N),
GPComp(N) являются секвенциальными аксиоматизациями ло-
гик Par(N), PContPComp(N), PCont(N), PComp(N), соответствен-
но. Точнее, доказана теорема о том, что для всякой логики L
из {Par(N), PContPComp(N), PCont(N), PComp(N)} и для вся-
кой формулы A верно, что секвенция → A выводима в GL то-
гда и только тогда, когда A ∈ L. Можно доказать также сле-
дующее утверждение: позитивный фрагмент любой из логик
Par(N), PContPComp(N), PCont(N), PComp(N) является пози-
тивным фрагментом интуиционистской пропозициональной ло-
гики, язык которой есть L. В свете утверждения ясно, что ни
одна из логик Par(N), PContPComp(N), PCont(N), PComp(N)
не имеет конечной характеристической матрицы. Тем не менее,
все эти логики разрешимы. Разрешимость любой из указанных
логик вытекает из разрешимости построенного выше секвенци-
ального исчисления, аксиоматизирующего эту логику. В свою
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очередь, для каждого исчисления GPar(N), GPContPComp(N),
GPCont(N), GPComp(N) разрешимость доказывается генценов-
ским методом, который впервые применен в [1]. При этом в ходе
применения генценовского метода для доказательства разреши-
мости исчисления G из{GPar(N), GPContPComp(N), GPCont(N),
GPComp(N)} используется нижеследующая теорема об обобщен-
ной подформульности G-выводов, а не аналог теоремы 2.513
из [1] (теоремы о подформульности LI-выводов и LK-выводов).

ТЕОРЕМА. Пусть G∈{GPar(N), GPContPComp(N), GPCont(N),
GPComp(N)}.

Если формула A есть подформула формулы, входящей в неко-
торую секвенцию, принадлежащую G-выводу, последняя секвен-
ция которого есть S, то

(1) если A не имеет вид ¬B ни для какой формулы B, то A
есть подформула некоторой формулы, входящей в S,

(2) если A имеет вид ¬B для некоторой формулы B, то по
крайней мере одна из формул B или ¬B есть подформула
некоторой формулы, входящей в S.

В заключение заметим, что естественно возникающая пробле-
ма построения свободной от сечения секвенциальной аксиомати-
зации логики PCont(N) ∩ PComp(N) открыта.
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Об одном некартезианском
расширении системы Е1

Н.Н. Преловский

abstract. In this paper a non-Cartesian extension of relevant system
E (of entailment) is considered.

Ключевые слова: тезис Сушко, релевантная логика, некартезиан-
ская логика, расширение системы Е

В «Размышлениях о первой философии» [1] Рене Декарт пи-
шет: «Итак, я сделаю предположение, что не всеблагой Бог, ис-
точник истины, но какой-то злокозненный гений, очень могу-
щественный и склонный к обману, приложил всю свою изобре-
тательность к тому, чтобы ввести меня в заблуждение: я буду
мнить небо, воздух, землю, цвета, очертания, звуки и все вооб-
ще внешние вещи всего лишь пригрезившимися мне ловушками,
расставленными моей доверчивости усилиями этого гения; я бу-
ду рассматривать себя как существо, лишенное рук, глаз, плоти
и крови, каких-либо чувств: обладание всем этим, стану я по-
лагать, было лишь моим ложным мнением; я прочно укореню в
себе это предположение и тем самым даже если не в моей вла-
сти окажется познать что-то истинное, по крайней мере, от меня
будет зависеть отказ от признания лжи, и я, укрепив свой ра-
зум, уберегу себя от обманов этого гения, каким бы он ни был
могущественным и искусным».

Отметим, что уверенность Декарта в возможности избежать
обманов злокозненного гения при помощи отрицания всего, что
кажется истинным, по всей видимости, основана на хорошо из-
вестном свойстве классической логики, согласно которому, отри-
цая неистинные положения, мы получаем положения истинные.

1Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 11-03-00761а.
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Однако многозначные логики, выступающие в качестве возмож-
ных альтернатив классики, в общем случае не обладают выше-
названным свойством. Поэтому логики, в которых отрицание не
являющегося истинным суждения само не обязательно является
истинным, можно назвать некартезианскими.

Более того, в большинстве известных многозначных логик,
как и в классической логике, имеется достаточное количество
выразительных языковых средств для различения каждой па-
ры значений в наименьших по мощности характеристических
для данных логик матрицах. Быть может, именно это свойство
логических построений играет ключевую роль во всей аргумен-
тации Декарта? Поясним, что подразумевается под различением
пар значений в логической матрице. Для этого дадим ряд опре-
делений.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 (Язык, формулы, множества формул).
Языком будем называть пару L = ⟨{p1, p2, ...}, {Cn1 , Cn2 , . . . ,

Cnm}⟩, где {p1, p2, . . . } есть счетное множество пропозициональ-
ных переменных, а {Cn1, Cn2, . . . , Cnm} — конечное множество
ni-местных логических связок, 1 ≤ i ≤ m.

C помощью F будем обозначать множество всех правильно по-
строенных в языке L формул. Формулы из F будем обозначать
греческими буквами α, β, δ, возможно, с индексами. Для обозна-
чения произвольных множеств формул из F будем использовать
заглавные греческие буквы Γ,∆,Θ, возможно, с индексами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 (Логика, логическая система).
Под логикой будем понимать пару LOG = ⟨F,⊢LOG⟩, где ⊢LOG

есть отношение логического следования между множествами
формул и формулами, определенное на F .

Логической системой (исчислением), соответствующей (соот-
ветствующим) логике LOG, будем называть пару LS(LOG) =
⟨∆A, R⟩, где ∆A есть конечное множество формул из F , называ-
емых схемами аксиом, а R есть конечное множество правил вы-
вода в стандартной Гильбертовской формулировке, такую, что
обычным образом определенное в LS(LOG) отношение выводи-
мости в точности совпадает с отношением следования ⊢LOG.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 (Логическая матрица, оценка, семантика).
Под логической матрицей будем понимать пару M = ⟨V,D⟩,
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где V есть непустое множество логических значений, D ⊂ V –
непустое множество выделенных значений.

Оценкой § в матрице M будем называть гомоморфное отоб-
ражение §: F 7→ V .

В дальнейшем будут также использоваться стандартные по-
нятия выполнимости и общезначимости формул, а также следо-
вания в матрице M и характеристической матрицы.

Под матричной семантикой логики LOG будем понимать мно-
жество всех оценок SEM(LOG) = {§i: F 7→ V }.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 (Различение значений матрицы M). Значе-
ния v1 и v2 матрицыM называются различимыми, если и только
если:

• v1 ∈ D ⇔ v2 /∈ D, либо

• в F имеется формула α(pi), включающая лишь вхождения
логических связок и единственной пропозициональной пе-
ременной pi, такая, что ∀§1, §2 ∈ SEM(LOG):

§1(pi) ∈ {v1, v2} & §2(pi) ∈ {v1, v2} & §1(pi) ̸= §2(pi) ⇒
§1(α(pi)) ∈ D ⇔ §2(α(pi)) /∈ D.

Заметим, что в наименьших по мощности характеристических
матрицах большинства известных многозначных логик, как и в
классической логике, любая пара значений v1 и v2 является раз-
личимой в указанном выше смысле. Однако данное свойство не
является априорно присущим произвольной многозначной ло-
гике. Логики, в наименьших по мощности характеристических
матрицах которых имеются неразличимые значения, могут быть
названы сильно некартезианскими.

Сильно некартезианские логики играют важную роль в дис-
куссиях вокруг так называемого тезиса Сушко, согласно кото-
рому все логики являются логически двузначными. Эта роль
обусловлена тем, что для сильно некартезианских логик невоз-
можно построить бивалентную семантику в соответствии с ал-
горитмами, приводящимися в серии работ К. Калейро и других
авторов (например, в [2]).
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Рассмотрим теперь, чтобы не быть голословными, одну инте-
ресную сильно некартезианскую логику Sm∼

4
2. Множество свя-

зок языка L данной логики есть множество {∼,∨,∧,→}.
Оценками в семантике SEM(Sm∼

4 ) будем считать всевозмож-
ные гомоморфные отображения §: F 7→ {t, b, n, f} в соответствии
со следующими истинностными таблицами:

∨ t∗ b n f

t∗ t t t t

b t b t b

n t t n n

f t b n f

∧ t∗ b n f

t∗ t b n f

b b b f f

n n f n f

f f f f f

→ t∗ b n f

t∗ t f f f

b t t f f

n t f t f

f t t t t

x ∼ x

t∗ f

b n

n b

f t

Будем также считать, что на множестве истинностных значе-
ний {t, b, n, f} установлен следующий частичный порядок:
t ≥ b ≥ f, t ≥ n ≥ f . Данный порядок сохраняется и на про-
извольных подмножествах множества {t, b, n, f}.

Следование в семантике SEM(Sm∼
4 ) определяется стандарт-

ным образом, как сохранение выделенного значения от посылок
к заключениям.

Исчисление Sm∼
4 является расширением системы Е (of Entail-

ment) релевантной логики. Система Sm∼
4 является взрывоопас-

ным3 расширением системы Е.
Значения b и n являются в матрице данной логики неразличи-

мыми в указанном выше смысле. Это означает, что для данной
2Sm∼

4 является сокращенным названием для четырехзначной логики,
табличные определения связок которой совпадают с табличными определе-
ниями связок матрицы Смайли с одним выделенным значением и инволю-
цией в качестве отрицания. О матрице Смайли см. в [3], [4].

3Термин «взрывоопасная (explosive)» в отношении к логике является
распространенным в англоязычной литературе обозначением для непара-
непротиворечивых логик.
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логики невозможно построить бивалентную семантику, исполь-
зуя алгоритм Калейро. По-видимому, решающим фактом здесь
является то, что логика Sm∼

4 является модальной, поскольку по-
пытки уменьшить мощность матрицы, соответствующей данной
логике, приводят к тому, что общезначимые модальные форму-
лы теряют свою общезначимость.
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2005. P. 169–189.

[3] Anderson A., Belnap N. Entailment: The Logic of Relevance and Necessity. Vol. I.
Princeton University Press. 1975. P. 161-162.

[4] Карпенко А.С. Развитие многозначной логики. М.: URSS, 2010. С. 141-142.
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abstract. In this paper the notion of p-logic is generalied and the
class of natural p-logics and it’s functional properties are considered.
It is shown that paraconsistent logic P1 and paracomplete logic I1 are
funclionally equivalent. In conclusion natural p-logics are presented as
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B pаботе [3] по аналогии с понятием p-алгебpы и дважды p-
алгебpы вводится понятие p-логики и дважды p-логики.
P -логика задается связками ∨,∧, ⌉, дуальная p-логика — связка-
ми ∨,∧, ⌈. ∨ и ∧ есть обычные max (дизъюнкция) и min(конъюнк-
ция), а ⌉ и ⌈ задаются следющими таблицами:

p ⌉p ⌈p
1 0 0
1
2 0 1

0 1 1

Логика со связками ∨,∧, ⌉ и ⌈ есть дважды p-логика.
B данной статье обобщается понятие p-логики и pассматpива-

ется класс естественных p-логик, подpобно исследуются функ-
циональные свойства этого класса систем.

Пpи опpеделении класса естественных p-логик ключевую
pоль игpает заданный нами в [4] класс естественных импли-
каций.

Посpедством импликации1 следующим обpазом опpеделим
дизъюнкцию:

x ∨ y =Df (x→i y) →i y (1 ≤ i ≤ 28).

1Здесь и далее импликации с указанными номерами см. в [4].
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B pезультате получаем 18 уникальных дизъюнкций. Далее
опpеделим двойственную связку — конъюнкцию:

x ∧i y =Df∼ (∼ x∨i ∼ y) (1 ≤ i ≤ 18).

Таким обpазом, имеем 18 естественных p-логик (логик со связ-
ками {∨i,∧i, ⌉}, где (1 ≤ i ≤ 18)) и соответственно 18 есте-
ственных дуальных p-логик (логик со связками {∨i,∧i, ⌈}, где
(1 ≤ i ≤ 18)). Пpиведем таблицы истинности, соответствующие
дизъюнкциям и конъюнкциям естественных p-логик, и пеpену-
меpуем их.

∨1 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1
2

1
0 1 1

2
0

∧1 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

0 1
2

0
0 0 0 0

∨2 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1
2

0
0 1 1

2
0

∧2 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

0 1
2

0
0 0 0 0

∨3 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1
2

1
2

0 1 1
2

0

∧3 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

1
2

1
2

0
0 0 0 0

∨4 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 0 1
0 1 0 0

∧4 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

0 1 0
0 0 0 0

∨5 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 0 0
0 1 0 0

∧5 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

1 1 0
0 0 0 0

∨6 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 0 1
2

0 1 0 0

∧6 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

1
2

1 0
0 0 0 0

∨7 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1 1
0 1 1 0

∧7 1 1
2

0

1 1 0 0
1
2

0 0 0
0 0 0 0

∨8 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1
2

1 1
0 1 1 0

∧8 1 1
2

0

1 1
2

0 0
1
2

0 0 1
2

0 0 0 0

∨9 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1
2

1
2

1
0 1 1

2
0

∧9 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

0 1
2

1
2

0 0 0 0

∨10 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1
2

1
2

1
0 1 1 0

∧10 1 1
2

0

1 1 0 0
1
2

0 1
2

1
2

0 0 0 0
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∨11 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1
2

1
0 1 1 0

∧11 1 1
2

0

1 1 0 0
1
2

0 1
2

0
0 0 0 0

∨12 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1
2

0 1
0 1 0 0

∧12 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

0 1 1
2

0 0 0 0

∨13 1 1
2

0

1 1 1
2

1
1
2

1 0 1
0 1 1 0

∧13 1 1
2

0

1 1 0 0
1
2

0 1 0
0 0 1

2
0

∨14 1 1
2

0

1 1 1
2

1
1
2

1
2

0 1
0 1 1 0

∧14 1 1
2

0

1 1 0 0
1
2

0 1 1
2

0 0 1
2

0

∨15 1 1
2

0

1 1 1
2

1
1
2

1 1
2

1
0 1 1

2
0

∧15 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

0 1
2

0
0 0 1

2
0

∨16 1 1
2

0

1 1 1
2

1
1
2

1
2

1
2

1
0 1 1

2
0

∧16 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

0 1
2

1
2

0 0 1
2

0

∨17 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1 1
2

1
0 1 0 0

∧17 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

0 1
2

0
0 0 0 0

∨18 1 1
2

0

1 1 1 1
1
2

1
2

1
2

1
0 1 0 0

∧18 1 1
2

0

1 1 1 0
1
2

0 1
2

1
2

0 0 0 0

Обратим внимание на то, что среди естественных p-логик при-
сутствует p-логика со связками ∨3 и ∧3. Заметим, что ∨3 и ∧3

есть обычные max (дизъюнкция) и min(конъюнкция), т.е. ∨3,∧3, ⌉
есть p-логика, описанная в [3]. В этой же работе показано, что
трехзначя логика Лукасевича  L3 есть дважды p-логика, т.е. в
нашем обозначении логика со связками ∨3,∧3, ⌉, ⌈.

Pассмотpим функциональные свойства полученного класса
естественных p-логик, а также выясним, какие известные тpех-
значные логики им соответствуют.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Естественные p-логики со связками ∨i,
∧i, ⌉ и ∨i,∧i, ⌈, где (1 ≤ i ≤ 18 и i ̸= 3), функционально эквива-
лентны.

Доказательство. Функциональная эквивалентность логик со
связками ∨i,∧i, ⌉ и ∨i,∧i, ⌈, где (1 ≤ i ≤ 18 и i ̸= 3) следует из
соотношений (1)–(3):

(1) i ∈ {1, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}
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⌈p =Df⌉(p∧i⌉⌉p),
⌉p =Df ⌈(p ∨i ⌈⌈p);

(2) i ∈ {2, 5}
⌈p =Df⌉((p∨i ⌉p)∧i⌉⌉p),
⌉p =Df ⌈((p ∧i ⌈p) ∨i ⌈⌈p);

(3) ⌈p =Df⌉(p∨6⌉p),
⌉p =Df ⌈(p ∧6 ⌈p).

Утвеpждение доказано. q.e.d.

Таким обpазом, поскольку логики со связками ∨i,∧i, ⌉ и ∨i,∧i,
⌈, где (1 ≤ i ≤ 18 и i ̸= 3), функционально эквивалентны, доста-
точно будет pассмотpеть логики со связками ∨i,∧i, ⌉.

Далее, нам понадобится следующее утвеpждение.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. B естественных p-логиках со связками
∨i,∧i, ⌉, где i ∈ {1, 2, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18}, выpазимо
отpицание ∼.

Доказательство. B силу pанее доказанного утвеpждения 1 до-
казательство утвеpждения 2 следует из соотношений (1)–(4):

(1) i ∈ {1, 2, 9, 15, 16}
∼ p =Df ⌈p ∧i (⌉p ∨i p);

(2) i ∈ {8, 10, 12, 14, 18}
∼ p =Df (p ∨i ⌈p)∧i⌉p;

(3) ∼ p =Df (p∨6⌉p) ∧6 ⌈p;

(4) ∼ p =Df⌉p ∧13 (⌈p ∨13 p).

Утвеpждение доказано.
q.e.d.

Пеpейдем к pассмотpению взаимоотношений между естествен-
ными p-логиками.

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. P -логики со связками ∨i,∧i, ⌉(i ∈ {4, 5, 7})
попаpно функционально эквивалентны.
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Доказательство. Пpи доказательстве будем учитывать pанее
доказанное утвеpждение 1.

Сначала покажем эквивалентность логик со связками ∨5,∧5, ⌉
и ∨7,∧7, ⌉. Это веpно, в силу следующих соотношений:

(1) p ∨7 q =Df⌉⌉p∨5 ⌉⌉q,
p ∧7 q =Df (p ∨5 p) ∧5 (q ∨5 q);

(2) p ∨5 q =Df ⌈⌈p ∨7 ⌈⌈q,
p ∧5 q =Df (p ∨7 p) ∧7 (q ∨7 q).

Далее покажем, что логика со связками ∨7,∧7, ⌉ функцио-
нально эквивалентна логике со связками и ∨4,∧4, ⌉.

Это спpаведливо в cилу следующих соотношений:

(1) p ∨7 q =Df⌉⌉p∨4⌉⌉q,
p ∧7 q =Df (p ∨4 p) ∧4 (q ∨4 q);

(2) p ∨4 q =Df ((⌉q ∧7⌉⌉p) ∨7 ⌈⌈q) ∨7 ⌈⌈p,
p ∧4 q =Df ((⌉⌉q ∧7 ⌈q)∧7⌉⌉p) ∨7 (p ∧7 q).

Таким обpазом, утвеpждение доказано.
q.e.d.

Заметим, что паpанепpотивоpечивая логика P1 [10] есть ло-
гика с исходными связками ⌈ и →7. Оказалось, P1 можно пpед-
ставить в теpминах естественных p-логик.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4. Логика P1 есть p-логика со связками
∨7,∧7, ⌉.

Доказательство. Покажем, что логика со связками ⌈ и →7

функционально эквивалентна логике со связками ∨7,∧7, ⌉. Это
спpаведливо, поскольку имеют место следующие соотношения:

(1) p ∨7 q =Df ((p→7 q) →7 q),

p ∧7 q =Df⌉(⌉⌉p→7 q) или p ∧7 q =Df⌉(⌉p∨7⌉q);
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(2) p→7 q =Df (⌉(p ∨7 p)) ∨7 (q ∨7 q).

Утвеpждение доказано.
q.e.d.

B pаботе [11] исследуется так называемая тpехзначная паpа-
полная логика I1, дуальная к P1. Это логика с одним выде-
ленным значением и с исходными связками ⌉ и →5. Как и P1,
логика I1 пpедставима в теpминах естественных p-логик.

УТВЕРЖДЕНИЕ 5. Логика I1 есть p-логика со связками ∨5,
∧5, ⌉.

Доказательство. Покажем, что логика со связками ⌉ и →5

функционально эквивалентна логике со связками ∨5,∧5, ⌉. Это
спpаведливо, поскольку имеют место следующие соотношения:

(1) p ∨5 q =Df ((p→5 q) →5 q),

p ∧5 q =Df⌉(⌉⌉p→5⌉q) или p ∧5 q =Df⌉(⌉p∨5⌉q);

(2) p→5 q =Df (⌉(p ∨5 p)) ∨5 (q ∨5 q).

Утвеpждение доказано.
q.e.d.

Таким обpазом, следствием доказанных утвеpждений 3–5, яв-
ляется тот факт, что логики P1 и I1, pанее pассматpиваемые в
литеpатуpе исключительно как дуальные по отношению дpуг к
дpугу и совеpшенно pазличные, с функциональной точки зpения
пpедставляют собой одну и ту же логику.

Заметим, что кpоме P1 и I1 появилась некоммутативная функ-
ционально эквивалентная им логика со связками ∨4,∧4, ⌉, ко-
тоpую обозначим посpедством T8.

B статье [9] указано, что логики P1 и I1 являются комбинаци-
ей двух изомоpфов2 классической логики C2, содеpжащихся в
B3, однако, поскольку эти логики функционально эквивалент-
ны, спpаведливо говоpить о том, что логика P1(I1) содеpжит
два изомоpфа классической логики C2.

2Адаптиpуя теpминологию Д.А. Бочваpа [1] к языку настоящей pаботы,
под тpехзначным изомоpфом C2 понимается фpагмент тpехзначной логики
по классу тавтологий, совпадающий с C2. Подpобно об изомоpфах см. [2].
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Далее, pассмотpим дpугой класс естественных p-логик. Для
удобства обозначим p-логику со связками ∨8,∧8, ⌉ как логику
T7. Тогда можем указать целый класс p-логик, эквивалентных
T7.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6. P -логика со связками ∨i,∧i, ⌉(i ∈ {1, 2, 6,
10, 12, 13, 18}) функционально эквивалентна логике T7.

Доказательство. Учитывая pанее доказанное утвеpждение 2
и опpеделение конъюнкции в p-логике, пpи доказательстве эк-
вивалентности соответствующих p-логик достаточно показать
взаимовыpазимость дизъюнкций соответствующих p-логик. Пpи
доказательстве также будем учитывать следствие из доказанно-
го утвеpждения 1, т.е. тот факт, что в p-логиках со связками
∨i,∧i, ⌉, где (1 ≤ i ≤ 18 и i ̸= 3) выpазимо отpицание ⌈.

(а) Покажем, что p-логика со связками ∨i,∧i, ⌉(i ∈ {10, 12, 13,
18}) и логика T7 функционально эквивалентны. Это имеет
место в силу соотношений:

(1) p ∨10 q =Df p∨8⌉⌉q,
p ∨8 q =Df ((p ∨10 ⌈⌈q)∨10⌉⌉q);

(2) p ∨18 q =Df p ∨8 ((⌉⌉q ∧8⌉⌉p) ∨8 ⌈⌈q),
p ∨8 q =Df (p ∨18 ⌈⌈q)∨18⌉⌉q);

(3) p ∨12 q =Df ((p ∨8 q) ∧8 (⌉q ∨18 ⌈⌈p)) ∨8 ⌈⌈q,
p ∨8 q =Df (p ∨12 q)∨12⌉⌉q;

(4) p ∨12 q =Df ⌈⌈q ∨13 ((q ∨13 p) ∧13 (⌉q ∨13 ⌈⌈p)),
p ∨13 q =Df (q ∨12 p) ∨12 (p ∨12 q).

(б) Далее покажем, что p-логика со связками ∨i,∧i, ⌉(i ∈ {1, 2,
6}) и логика T7 функционально эквивалентны. Это имеет
место в силу соотношений:

(1) p ∨1 q =Df (⌉⌉p∧2⌉q) ∨2 (p ∨2 q),
p ∨2 q =Df (⌈⌈p∨1⌉⌉q) ∧1 (p ∨1 q);
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(2) p ∨2 q =Df q ∨6 (p ∨6 q),
p ∨6 q =Df ((q ∨2 p) ∧2 (⌉q ∨2 ⌈⌈q)) ∨2 ⌈⌈p;

(3) p ∨8 q =Df p ∨6 ((⌈q ∧6⌉⌉p) ∨6 (⌉p∧6⌉⌉q)),
p ∨6 q =Df ((p∨8⌉q) ∨8 ⌈p) ∧8 (⌈⌈q ∨8 ⌈⌈p).

Очевидно, доказательство утвеpждения 6 следует из доказан-
ных положений (а) и (б).

q.e.d.

Далее,

УТВЕРЖДЕНИЕ 7. P -логика со связками ∨i,∧i, ⌉(i ∈ {9, 14,
16}) есть тpехзначная логика Лукасевича  L3.

Доказательство.

(а) Сначала покажем, что p-логики со связками ∨9,∧9, ⌉,∨14,
∧14, ⌉ и ∨16,∧16, ⌉ попаpно функционально эквивалентны.
Учитывая опpеделение конъюнкции в p-логике и то, что в
указанных p-логиках выpазимы ∼ и ⌈ (утвеpждения 1, 2),
доказательство положения (а) следует из соотношений (1)
и (2):

(1) p ∨9 q =Df (p ∨16 q) ∨16 (⌉⌉q ∧16 ⌈p),
p ∨16 q =Df (∼ q ∧9 q) ∨9 (p ∨9 q);

(2) p ∨16 q =Df ((p ∨14 q) ∨14 (⌉⌉p ∧14 ⌈p)) ∨14 q,
p∨14q =Df ((p∨16⌈⌈q)∨16(q∨16⌈⌈p))∧16((⌈⌈q∧16⌉⌉p)∨16

(⌉q ∨16 ⌈p)).

(б) Докажем, что, напpимеp, p-логика со связками ∨16,∧16, ⌉
есть  L3.
Это спpаведливо, с одной стоpоны, в силу функциональ-
ной пpедполноты  L3, с дpугой стоpоны, в силу того, что
посpедством связок ∨14,∧14, ⌉ опpеделима импликация ло-
гики Лукасевича (в нашем обозначении →3)3.

p→3 q =Df ((∼ p ∧14 q) ∨14 (⌉⌉q ∨14 ⌈p)).
3Для доказательства достаточно опpеделить импликацию Лукасевича,

поскольку известно, что в логике со связками ∨14,∧14, ⌉ выpазимо отpица-
ние Лукасевича ∼ (доказанное pанее утвеpждение 2).
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Таким обpазом, утвеpждение 7 доказано.
q.e.d.

УТВЕРЖДЕНИЕ 8. P -логики со связками ∨11,∧11, ⌉ и ∨17,
∧17, ⌉ функционально эквивалентны.

Доказательство. Доказательство утвеpждения следует из со-
отношений:

(1) p ∨11 q =Df p ∨17 (q ∨17 p),

p ∧11 q =Df q ∧17 (p ∧17 q);

(2) p ∨17 q =Df ((p ∨11 q) ∧11 q) ∨11 p,

p ∧17 q =Df ((p ∧11 q) ∨11 q) ∧11 p.

Утвеpждение доказано.
q.e.d.

Для удобства p-логику со связками ∨11,∧11, ⌉ обозначим T5.
P -логику со связками ∨15,∧15, ⌉ обозначим T6.

Таким обpазом, класс естественных p-логик pазбивается на
пять подклассов: это p-логики, функционально эквивалентные
логике Лукасевича  L3, p-логики, функционально эквивалентные
логике Сетте P1, p-логики, функционально эквивалентные ло-
гикам T5, T6, T7 соответственно. Связки конъюнкции и дизъ-
юнкции в T7 и T6 являются некоммутативными. Интеpесно,
что для логики T5 получили два эквивалентных постpоения с
некоммутативными связками (∨17,∧17) и коммутативными (∨11,
∧11).

Заметим, что таблицы для связок ∨11,∧11 логики T5 встpеча-
ются в pаботе [5], где пpиводится классификация тpехзначных
логик значения, исходя из свойств соответствующих им унивеp-
сальных алгебp. Логика со связками ∨11,∧11 относится к классу
слабых исчеpпывающих логик значения.

B pаботе [7] описаны 11 пpедполных классов логики Бочваpа
B3 и логика T6 является одним из них. Заметим, с этой точки
зpения, логика P1 есть класс всех внешних функций. Покажем,
что это так.

B pаботе [8] B.И. Шестаков опpеделяет штpих Шеффеpа γ
для внешних связок B3
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γ 1 1
2 0

1 0 0 0
1
2 0 0 1

0 0 1 1

Это множество связок он обозначает как Б1. Тогда докажем
следующее утвеpждение:

УТВЕРЖДЕНИЕ 9. Логика P1 есть Б1.

Доказательство. Докажем функциональную эквивалентность
P1 и Б1.

Очевидно, связки P1 есть внешние связки Б1, т.е. они опpе-
делимы посpедством штpиха Шеффеpа γ.

Далее посpедством связок логики P1 опpеделим штpих Шеф-
феpа γ. Согласно pанее доказанному утвеpждению 4, логика P1

есть логика со связками ∨7,∧7, ⌈, также в P1 выpазимо отpи-
цание ⌉ (доказанное утвеpждение 1). Тогда опpеделить штpих
Шеффеpа можно следующим обpазом:

p γ q =Df (⌉p ∧7 ⌈q) ∨7 (⌈p∧7⌉q).

Утвеpждение 9 доказано.
q.e.d.

Здесь стоит отметить, что класс внешних связок был впеpвые
выделен в 1938 г. Д.А. Бочваpом [1]. Как только что указыва-
лось, специально этот класс pассмотpен в [8]. Здесь же пpедстав-
лены ноpмальные фоpмы для Б1. Далее, в pаботе B.К. Финна [7]
описаны все пpедполные классы Б1 — семь классов.

Пpи изучении функциональных свойств p-логик относительно
логики P1 спpаведливо следующее утвеpждение:

УТВЕРЖДЕНИЕ 10. P1 функционально вложима в некотоpую
p-логику со связками ∨,∧, ⌉, если p-логика обладает следую-
щими свойствами:

(1) p-логика функционально эквивалентна дважды p-логике
(т.е. в p-логике выpазимо отpицание ⌈);
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(2) связки ∨,∧ являются С-pасшиpяющими, т.е. сохpаня-
ются классические значения, когда аpгументы пpинима-
ют значения из множества {0, 1}.

Доказательство. Для доказательства утвеpждения покажем,
что посpедством связок ∨,∧, ⌉ выpазимы связки логики P1.
Очевидно, достаточно показать, что выpазимы ∨7,∧7.

p ∨7 q =Df⌉⌉p∨⌉⌉q,

p ∧7 q =Df ⌈⌈p∧⌈⌈q.

Утвеpждение 10 доказано. q.e.d.

Очевидными следствиями утвеpждения 10 являются следую-
щие: (1) P1 ⊂  L3; (2) P1 ⊂ T7; (3) P1 ⊂ T6; (4) P1 ⊂ T5.

Далее покажем, что логики T5 и T6 функционально незави-
симы, т.е. T5 ̸⊂ T6 и T6 ̸⊂ T5.

T6 ̸⊂ T5, так как согласно утвеpждению 2 в T6 выpазимо
отpицание ∼, в то вpемя как посpедством связок T5 отpицание
∼ опpеделить невозможно4. С дpугой стоpоны, как было pанее
упомянуто, логика T6 есть пpедполный в B3 класс функций. Из
постpоения ноpмальных фоpм (I-J-с.д.н.ф.) для логики B3 [6]
следует, что, напpимеp, дизъюнкция ∨11 логики T5 не опpеде-
лима в B3, а значит, ее нельзя опpеделить и с помощью связок
T6. Таким обpазом, T5 ̸⊂ T6.

УТВЕРЖДЕНИЕ 11. Логика T5 функционально вложима в
логику T7.

Доказательство. Для доказательства достаточно посpедством
связок ∨1,∧1, ⌉ опpеделить дизъюнкцию ∨11. Это можно сде-
лать, напpимеp, так:

p ∨11 q =Df (p ∨1 q) ∨1 p.

Утвеpждение 11 доказано. q.e.d.
4Свойства ∨, ∧ логики T5 таковы, что (1) они пpинимают значение 1

2

только в одном случае — пpи значении аpгументов 1
2
; (2) x∨x = x и x∧x = x.

Таким обpазом, посpедством связок ∨,∧, ⌉, ⌈ опpеделить ∼ нельзя.
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УТВЕРЖДЕНИЕ 12. Логика T6 функционально вложима в
логику T7.

Доказательство. Для доказательства достаточно посpедством
связок ∨1,∧1, ⌉ опpеделить дизъюнкцию ∨15. Это можно сде-
лать, напpимеp, так:

p ∨15 q =Df (⌉⌉p∧1⌉q) ∨1 q.

Утвеpждение 12 доказано. q.e.d.

С дpугой стоpоны, свойства связок логики T7 таковы, что T7

не вложима ни в T5, ни в T6.
T7 ̸⊂ T5, так как согласно утвеpждению 2 в T7 выpазимо

отpицание ∼, в то вpемя как было pанее указано, посpедством
связок T5 отpицание ∼ опpеделить невозможно.

T7 ̸⊂ T6, поскольку T6 ⊂ B3, и из постpоения ноpмальных
фоpм (I-J-с.д.н.ф.) для логики B3 [6] следует, что, напpимеp,
дизъюнкция ∨1 логики T7 не опpеделима в B3, а значит, ее
нельзя опpеделить и с помощью связок T6.

Далее, в силу функциональной пpедполноты логики  L3 веp-
но, что T7 ⊂  L3. Однако  L3 не вложима в T7, в пpотивном
случае, в T7 была бы выpазима, напpимеp, сильная pегуляpная
дизъюнкция ∨. Bозьмем в качестве исходных связок T7 связки
∨1,∧1, ⌉.

Имеем: 0 ∨ 1
2 = 1

2 ∨ 0 = 1
2 ∨ 1

2 = 1
2 . Свойства связок ∨1,∧1

таковы, что невозможно опpеделить такую связку ∨х, чтобы
0 ∨х 1

2 = 1
2 ∨х 0 = 1

2 или 1 ∨х 1
2 = 1

2 ∨х 1 = 1
2 . Подобные pас-

суждения дают основания говоpить, что  L3 ̸⊂ T7.
В результате, класс естественных p-логик обpазует pешетку

по отношению функционального вложения одной логики в дpу-
гую, и в качестве элементов решетки выступают трехзначные
логики — логика Лукасевича  L3, логика Сетте P1, а также но-
вые логики T5, T6, T7:
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Pис.1. Pешетка естественных p-логик
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abstract. The aim of this paper is a comparative analysis of two
conceptually different approaches to the construction of logic. The first
approach, going from Aristotle, called traditional, the second can be
called semiotic.
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Целью настоящей работы является сравнительный анализ
двух концептуально различных подходов к построению логи-
ки. Первый подход, идущий от Аристотеля, назовем традици-
онным, второй — семиотическим.

Прежде чем приступать к анализу, уточним понимание логи-
ки, которого мы будем придерживаться.

«Логика — это нормативная наука о формах и прие-
мах интеллектуальной познавательной деятельно-
сти, осуществляемой с помощью языка» [2, c. 9].

Важной чертой логики является нормативность. Смысл ее в сле-
дующем:

«Задача логики состоит в том, чтобы ответить
на вопрос: как мы должны мыслить, если хотим до-
стичь цели познавательного процесса — получить
адекватные знания об исследуемых объектах. Логи-
ка, таким образом, является наукой не о сущем, а
о должном, наукой нормативной. Она вырабатыва-
ет нормы, критерии правильности осуществления
интеллектуальных процедур, формируя тем самым

1Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 11-03-00761а.
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некий канон, стандарт, идеал, следование которо-
му является необходимым условием успешного осу-
ществления научной и вообще любой рациональной
деятельности» [2, c. 19].

1 Традиционный подход
При традиционном подходе построение логики начинается с при-
нятия ряда онтологических предпосылок. Эти предпосылки в
самом общем виде содержат ответ на вопрос, как устроен мир.
Они являются отправной точкой, из которой разворачивается
построение логики как науки. Начальные онтологические пред-
посылки традиционного подхода заключались в том, что мир
состоит из вещей и свойств, которыми эти вещи могут об-
ладать.

Вслед за онтологическими принимаются определенные эпи-
стемические предпосылки. Они говорят о том, каким образом
знания о мире получают представление в языке. Основными
языковыми единицами, выполняющими эту функцию, считают-
ся предложения. Характер отношения предложений к явлениям
окружающей реальности фиксируется в понятии истинности.

«... тот, кто говорит о вещах в соответствии с
тем, каковы они есть, говорит истину, тот же,
кто говорит о них иначе, — лжет...» [Платон, Кра-
тил, 385b];
«... говорить о сущем, что его нет, или о не-сущем,
что оно есть, — значит говорить ложное; а гово-
рить о том, что сущее есть и не-сущее не есть, —
значит говорить истинное» [Аристотель, Метафи-
зика, IV, 7, 1011b 25].

Свойство предложений быть истинными подчиняется законам,
которые получили название законов логики. Изначально это бы-
ли закон тождества, закон противоречия и закон исключенно-
го третьего. Поскольку считалось, что субъектно-предикатная
структура простых предложений воспроизводит объективно су-
ществующие отношения между вещами и свойствами, эти зако-
ны одновременно получили и онтологическую интерпретацию.
Чтобы познание было возможным, законы мысли должны были
следовать законам бытия.
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Третьей составляющей традиционного подхода к построению
логики является формулировка целей познания.

Для Аристотеля целью познания было постижение вечных
форм, существующих посредством отдельных вещей. Он раз-
делял восходящее к Пармениду различение знания и мнения.

«Предмет знания и знание отличаются от предме-
та мнения и от мнения, ибо знание направлено на
общее и основывается на необходимых положениях;
необходимое же есть то, что не может быть ина-
че. Многое же хотя и истинно и существует, но
может быть и иным. Ясно поэтому, что о нем нет
науки» [Аристотель. Вторая Аналитика, 88 b 30-35].

Очевидно, что логика, в основу которой кладутся вполне кон-
кретные предположения об устройстве мира, о характере его
отражения в языке и целях познания, исторически ограничена
и рано или поздно перестанет удовлетворять запросам реальной
научной практики.

Логика Аристотеля с небольшими изменениями просущество-
вала вплоть до XIX в., когда наступила пора пересмотра ее осно-
ваний. В науке, и в первую очередь в математике, к тому време-
ни были получены впечатляющие результаты, но они не имели
логического обоснования. Была осознана ограниченность онто-
логии вещей и свойств, и на смену ей пришла онтология вещей и
отношений, в которых эти вещи могут находиться. Свойства ста-
ли рассматривать как частный случай отношений. Было введе-
но понятие пропозициональных функций, аргументами которых
являются наборы индивидов, а значениями — Истина или Ложь.
Это, в свою очередь, потребовало отказаться от жесткого парал-
лелизма логических структур и структур естественного языка.
Новая удобная символика позволила приступить к созданию ис-
кусственных языков. Многие математические теории получили
строгое логическое обоснование. Если бы этим были удовлетво-
рены все потребности реформы логики, то она еще долго сохра-
няла бы за собой звание канона. Однако ее дальнейшее развитие
носило драматический характер.

Пророческими оказались слова Н.А. Васильева, сказанные им
в 1912 г.:
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«В логике мы присутствуем при падении Великой
Китайской стены:

”
эллинской и средневековой ло-

гики“. Мы присутствуем при неуклонном созидании

”
логики нового времени“ творческими усилиями

нескольких поколений. [...] Нужно расширить ее пре-
делы, удостовериться в бесконечности возможных
логических систем. Тот, кто удостоверится в этом,
будет испытывать ощущения Джордано Бруно, ко-
гда впервые в его воображении предстала бесконеч-
ность физической Вселенной, когда разлетелись
вдребезги хрустальные сферы неба. Все современное
движение в логике есть восстание против Аристо-
теля, медленно, шаг за шагом идет это восстание
то в одном пункте, то в другом. Трудно предсказы-
вать будущее» [3, c. 123].

Интуитивно прозрачная онтология вещей и свойств оказалась
логически невозможной. Предположение о том, что каждому
свойству соответствует совокупность вещей им обладающих, ве-
ло к противоречию. В качестве альтернативных онтологий были
предложены теория типов и несколько вариантов теории мно-
жеств. Выбор какой-либо из них зависел от личных предпочте-
ний исследователя или соображения целесообразности для ре-
шения той или иной задачи. В результате появилось несколько
математик.

Оценки отношения предложений языка к познаваемой реаль-
ности в терминах Истины или Лжи также подверглись крити-
ческому пересмотру. В современной логике не ограничиваются
двумя истинностными значениями. Количество возможных зна-
чений достигло континуума. Придать им какой-то содержатель-
ный смысл практически невозможно. Появились логики с про-
валами истинностных значений, противоречивыми и нечеткими
значениями. Понятие истинностного значения стало играть в ло-
гике все более и более техническую роль.

Н.А. Васильев, вводя различие эмпирической логики и мета-
логики, отказался от обязательной онтологической интерпрета-
ции предложений языка. Законы мысли могут уже не следовать
законам бытия. В результате варьирования логических законов
не осталось ни одного, который не был бы отброшен в той или



Два подхода к построению логики 273

иной системе логики. Как и в случае с неевклидовой геометрией,
то, что Н.А. Васильев называл воображаемой логикой, обрело
реальность. Самый известный пример — логика квантовой ме-
ханики.

Изменились и цели познания. Нас окружает изменчивый мир,
наши ресурсы ограничены, мы более не надеемся познать абсо-
лютную истину. Это также налагает отпечаток на допустимые
способы рассуждений и получаемые выводы.

В результате всех трансформаций логика потеряла свой нор-
мативный характер. Она перестала быть «каноном, стандар-
том, идеалом, следование которому является необходимым
условием успешного осуществления научной и вообще любой
рациональной деятельности». Окружающая реальность распа-
лась на множество фрагментов, каждому из которых, если сле-
довать традиционному подходу, соответствует своя логика. Всту-
пая в сферу непознанного, мы уже не можем быть уверены
в том, каким правилам должны следовать наши рассуждения,
чтобы предохранить нас от заблуждений.

Закономерным итогом эволюции традиционного подхода яви-
лась универсальная логика Ж.И. Безьё. Это уже не очередной
свод логических законов, а построенная по аналогии с универ-
сальной алгеброй теория всех возможных логик. Ж.И. Безьё
сравнил ее с ящиком инструментов, используемых при постро-
ении конкретных логических систем для конкретных проблем-
ных областей. Искусство таких построений схоже с приготовле-
нием майонеза, когда из различных ингредиентов, временных,
деонтических, эротетических и др. операторов, получают нечто
пригодное для анализа и проведения конкретных типов рассуж-
дений [5].

Изнауки о должном логика превратиласьв наукуовозможном.

2 Семиотический подход

Закономерно задаться вопросом, возможен ли другой подход к
построению логики, который, пусть в иных формах, но позво-
лил бы сохранить за ней роль универсального инструмента ин-
теллектуального познания, роль «нормативной науки о формах
и приемах интеллектуальной познавательной деятельности,
осуществляемой с помощью языка»?
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Обратим внимание на очевидный факт, что добытые людьми
знания всегда получали и будут получать оформление в язы-
ке совершенно независимо от того, к какой области реальности
они относятся. Это справедливо для знаний о внутреннем мире
человека и знаний об окружающей нас физической реальности.
Это справедливо для знаний о мире квантово-механических яв-
лений, для знаний о макромире и для космологических теорий о
происхождении и эволюции вселенной. Какие бы дополнитель-
ные предположения об устройстве мира ни принимались, знания
все равно будут получать представление в языке. Это является
необходимым условием их накопления и передачи от поколения
к поколению. Не может существовать единственного языка, ко-
торый был бы пригоден для этих целей и всегда сохранял это ка-
чество. Если мы хотим, чтобы логика действительно стала нор-
мативной наукой, мы должны отвлечься от всякой специфики
конкретных языков и взглянуть на них лишь как на абстракт-
ные знаковые системы. Именно знаковая природа языка делает
его универсально применимым для представления знаний о лю-
бой реальности и о любом ее фрагменте. Но содержится ли в
столь абстрактно понимаемом языке хоть что-то относящееся к
логике?

Первая зацепка, которую мы обнаруживаем, заключается в
том, что язык как абстрактная знаковая система устроен иерар-
хически.

«Язык представляет собой систему и единое целое.
Он организуется как упорядоченный набор различи-
мых и служащих различению “знаков”, которые об-
ладают свойством разлагаться на единицы низше-
го порядка и соединяться в единицы более сложные.
Эта большая структура, включающая в себя мень-
шие структуры нескольких уровней, и придает фор-
му содержанию мысли. [...] Языковая форма являет-
ся тем самым не только условием передачи мысли,
но прежде всего условием ее реализации. Мы пости-
гаем мысль уже оформленной языковыми рамками»
[1, c. 105].

Выражения языка, рассматриваемые как знаки, призваны вы-
полнять функцию быть представителями различных объектов
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мысли. Это все что о них можно сказать. О конкретной природе
объектов мысли заранее ничего не известно. Это могут быть ве-
щи, свойства, функции, отношения и т.д. Их объединяет лишь
то, что все они являются объектами мысли и в этом смысле
совершенно равноправны. Разбиение объектов мысли на кате-
гории возможно, но произойти это может только в результате
познавательной деятельности субъекта познания.

Язык логического субъекта, еще не приступившего к процессу
познания, в информационном смысле пуст. Он не содержит даже
констант для представления конкретных объектов мысли, по-
скольку ничто еще не поименовано. Чтобы иметь возможность
говорить о произвольных выражениях языка, нам потребуются
переменные, пробегающие по этим выражениям. Для представ-
ления иерархической структуры выражений языка понадобит-
ся синтаксическая операция, позволяющая на самом абстракт-
ном уровне из более простых выражений языка строить более
сложные. Можно показать, что, с математической точки зрения,
достаточно ограничиться всего лишь одной бинарной синтакси-
ческой операцией. Для ее представления удобно использовать
скобки. В этом случае построение сложных выражений языка
будет производиться по схеме:

Если A и B — выражения языка, то (AB) также
выражение языка.

Но логика не сводится к одним лишь выражениям языка. Она
предполагает существование правил рассуждений — рациональ-
но обоснованных переходов от одних выражений языка к дру-
гим. Каким может быть обоснование таких правил в языке как
знаковой системе?

Великая сила языка как инструмента познания заключается
в том, что он позволяет нам оперировать объектами внеязыко-
вой реальности на знаковом уровне. Это оперирование можно
представить как цепочку переходов от одних выражений языка
к другим. В процессе манипулирования языковыми выражени-
ями связь между ними и объектами внеположной реальности
не должна теряться. Это является необходимым условием пра-
вильности нашей языковой деятельности. Одни переходы меж-
ду выражениями обосновываются уже известными свойствами
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соотнесенных им объектов мысли. Другие — получают обосно-
вание благодаря свойствам самого языка. В самом общем виде
отношение следования между выражениями языка как знаками
можно определить следующим образом:

Из посылок Σ = {B1, . . . , Bn} следует выражение A,
если и только если существует правило R, которое
позволяет на основании значений посылок Σ опреде-
лить значение выражения A.

Сформулированная таким образом идея рассуждения не нужда-
ется в уточнении того, о каких конкретно языковых выражениях
идет речь, какова природа соответствия между этими выраже-
ниями и внеязыковой реальностью, что представляет собой эта
реальность.

Определенное нами отношение следования обладает рядом
свойств.

Если выражение A уже содержится среди посылок
Σ, значения которых известны, то тем самым из-
вестно и значение A.

Следующее свойство позволяет строить цепочки переходов от
одних выражений к другим. Рассуждения могут состоять из
нескольких шагов, если между ними имеется связь.

Если существует правило R, которое позволяет на
основании значений посылок Σ определить значение
выражения A, и существует правило Q, которое
позволяет на основании значения A определить зна-
чение выражения B, то последовательное примене-
ние этих двух правил R и Q позволит на основании
значений посылок Σ определить значение B.

Справедливость этих двух свойств обоснована самим определе-
нием следования, но если ограничиться только ими, полученная
в результате система рассуждений окажется слишком бедной.
Она будет адекватна языку, содержащему лишь простые вы-
ражения. Мы пока что никоим образом не учли тот факт, что
язык, наряду с простыми, содержит также сложные выраже-
ния, значения которых зависят от значений входящих в них бо-
лее простых выражений. Если мы знаем значения выражений
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A и B, то мы можем определить значение (AB). Это свойство
имеет место не по причине конкретной семантики, а по причине
нашего понимания языка — что значения сложных выражений
определяются значениями составляющих их частей. Когда мы
формулируем в языке некое новое сообщение для передачи дру-
гим, мы уверены, что адресат поймет нами сказанное, поскольку
и мы, и он пользуемся одним языком с одним и тем же синтак-
сисом, одной и той же семантикой. Это и является обоснованием
следующего правила.

Если из посылок Σ следует A, и из Σ следует B, то
из Σ следует (AB).

Очевидно, что перечисленные выше свойства не предполагают
каких-либо онтологических или эпистемических допущений. Они
базируются на абстрактных свойствах самого языка, а не на ги-
потетических свойствах окружающего мира.

Семиотический подход к построению логики этим не исчер-
пывается. В основе его дальнейшего развертывания лежат уже
не свойства языка, а наблюдение за особенностями деятельности
логического субъекта.

Ситуация, в которой некоторый объект выступает в роли зна-
ка, содержит три обязательных элемента: знак, означаемое и
интерпретатора. Их взаимоотношение заключается в том, что
знак представляет (репрезентирует, замещает) означаемое для
интерпретатора. Такую ситуацию называют знаковой или се-
миозисом. Роль интерпретатора в семиозисе играет логический
субъект. Данная роль наделяет его правом расширять язык но-
выми знаками. Без этого никакое новое знание не могло бы по-
лучить представления в языке. Одни знаки он вводит в язык,
чтобы репрезентировать те или иные явления окружающего ми-
ра или произвольные объекты мысли. Вследствие этого помимо
логической они несут еще и внелогическую нагрузку. Другие
знаки он вводит в язык без какого-либо обращения к внеполож-
ной реальности, и потому правила оперирования ими должны
быть отнесены к логике.

Если имеется некоторое выражение языка, которое по каким-
то причинам представляет для логического субъекта особый ин-
терес, он может запомнить его, воспользовавшись для этого опе-
рацией определения.
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«В логике определением (дефиницией) называют ло-
гическую процедуру придания строго фиксированно-
го смысла языковым выражениям (терминам язы-
ка)» [2, c. 197].

Одними из самых простых и распространенных являются явные
определения. Они имеют следующую лингвистическую форму:

A =def B.

Левая часть этого выражения, обозначенная буквой A, на-
зывается определяемым (дефиниендумом), а правая часть, обо-
значенная буквой B, — определяющим (дефиниенсом). Символ
=def «указывает, что принята конвенция считать, что вы-
ражение A означает то же самое, что и выражение B» [2,
c. 201]. В левой части определения обязательно присутствует
новый так называемый определяемый термин, который логиче-
ский субъект вводит в свой язык, расширяя его.

Поскольку введение явных определений не влечет за собой
принятия каких-либо предпосылок об окружающем мире, а яв-
ляется своего рода соглашением, которое логический субъект
заключает с самим собой, расширим определение следования
следующим образом.

Из посылок Σ и определений ∆ следует A, если и
только если существует правило R, которое позво-
ляет на основании определений ∆ и значений посы-
лок Σ определить значение A.

Определяемый термин — это не просто новая константа языка.
За ним закрепляется роль знака — представителя структуры
дефиниенса определения. С того момента, когда принято опре-
деление, это становится личным знанием логического субъекта
как интерпретатора знаковой системы. Поэтому отношение сле-
дования обладает следующим тривиальным свойством.

Если T — определяемый термин, введенный одним
из определений ∆, а Σ — множество посылок, то
из ∆ и Σ следует T .
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Коль скоро левая и правая части определения означают одно и
то же, этим можно пользоваться при построении рассуждений,
свободно заменяя одно другим.

«Явные определения обладают одним замечатель-
ным свойством — определяемые и определяющие ча-
сти могут в любом контексте замещаться друг на
друга, то есть для них верно следующее правило:

C =def D, K[C]

K[D/C]

называемое правилом замены по дефиниции. . . . Это
правило позволяет использовать явные определения
в процессах дедуктивного вывода» [2, c. 207].

Обоснование данного правила считается настолько очевидным,
что обычно его даже не приводят. С использованием правила
замены часто строят свои рассуждения люди, даже не знакомые
с тем, что такое логика.

Так как, согласно правилу замены, значение выражения
K[D/C] совпадает со значением K[C], это позволяет нам сфор-
мулировать еще одно свойство следования.

Если из посылок Σ и множества определений ∆, со-
держащего C =def D, следует выражение K[C], то
из Σ и ∆ будет следовать выражение K[D/C].

Может показаться, что введение определений и правило их за-
мены не дают ничего принципиально нового. Действительно, ес-
ли рассматривать явные определения чисто экстенсионально, то
значение левой части всего лишь совпадает со значением правой.
Но дело в том, что помимо значений обе части явных определе-
ний обладают еще и структурой. Заменяя в ходе рассуждения
определяемое на определяющее, логический субъект оперирует
не со значениями выражений, а со сложными языковыми струк-
турами, и в этом смысле переход, совершаемый от одного вы-
ражения к другому, на символьном уровне не является тожде-
ственным.

Существуют ли другие свойства отношения следования, кото-
рые пока что ускользнули от нашего внимания? На этот вопрос
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мы можем дать отрицательный ответ. Перечисленный нами на-
бор свойств в математически строгом смысле является полным
и потому может служить основанием логики, создаваемой на
пути семиотического подхода.

В этой логике могут быть представлены любые эффективные
рассуждения [4]. Интересной ее особенностью является то, что
большинство известных логических систем теряют в ней свой
прежний статус и превращаются в прикладные теории. В этом
нет ничего удивительного, поскольку это является прямым след-
ствием принимаемых в них онтологических и эпистемических
предпосылок. В то же время некоторые из традиционно пони-
маемых теорий приобретают более высокий логический статус.

Если обратиться к истории науки, то в ней можно обнаружить
попытки строить рассуждения в духе семиотического подхода.
Прежде всего имеется в виду то, что уже в наше время полу-
чило не слишком удачное название рецептурной математики.
Правила для вычисления площади прямоугольного участка зем-
ли по его сторонам, правила для вычисления объемов пирамид
и т.д. служили семантическим обоснованием для перехода от
одних выражений языка к другим. Рано или поздно такая прак-
тика потребовала бы выделения универсальных правил рассуж-
дений, т.е. построения логики на основе семиотического подхо-
да. Исторически, по причине быстрого распространения более
успешной эллинистической культуры, этого не произошло, и ло-
гика стала развиваться по уже известному пути, что в конце
концов привело к ее дроблению на множество частных методов
и постепенной потере статуса философской дисциплины.
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abstract. The aim of this paper is to answer the question what is
the genetic method for constructing theories. The distinctive feature of
genetic theories is the use of functional languages, and proof in these
theories is essentially based on the structure of terms.
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1 Введение
Время от времени в логической литературе можно встретить
упоминания о генетическом стиле мышления, генетических спо-
собах рассуждений, генетической дедукции и о генетическом ме-
тоде построения теорий в его противопоставлении аксиоматиче-
скому [1, 3, 6, 7, 10, 11]. При этом авторы, как правило, огра-
ничиваются лишь примерами, которые, по их мнению, должны
быть отнесены к генетическим, а также перечисляют возмож-
ные отличительные признаки, но не формулируют сути генети-
ческого подхода столь же ясно и строго, как это было сделано,
например, в отношении аксиоматического. Вопрос о том, что же
такое генетические способы рассуждений и что такое генетиче-
ский метод построения теорий, остается без ответа.

Большинство авторов сходятся во мнении, что исторически
первой теорией, построенной генетическим методом, была гео-
метрия Евклида [9, 13]. Она занимает в истории науки уникаль-
ное место, поскольку долгое время была одним из наиболее по-
читаемых разделов математики и служила едва ли не идеаль-
ным образцом для подражания при построении научных теорий.
Курьез, связанный с геометрией Евклида, заключается в том,
что, несмотря на общее убеждение в ее дедуктивном характе-
ре, до сих пор нет ясного понимания, в чем его специфика и
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на каких теоретических принципах основывалась эта дедукция.
Дело в том, что во время написания «Начал» Евклида и вплоть
до XIX в. существовала единственная созданная Аристотелем
законченная логическая теория, язык которой был слишком бе-
ден, чтобы в нем могли быть представлены сложные математи-
ческие понятия и доказательства теорем геометрии. Сказанное
относится не только к геометрии, но и к другим математиче-
ским дисциплинам, которые более двух тысяч лет развивались
без видимой опоры на логику.

2 Геометрия Евклида
В 1899 году Д. Гильбертом была предложена логически строгая
аксиоматизация геометрии [2], которая, однако, сильно отлича-
лась от своей прародительницы как по набору исходных поня-
тий, так и по виду аксиом.

Так, например, если у Евклида первый постулат геометрии
сформулирован следующим образом:

«Допустим:

1. Что от всякой точки до всякой точки <можно>
провести линию» [9, c. 14],

то Д. Гильберт передает его посредством двух аксиом:

«I1. Для любых двух точек A, B существует прямая
a, принадлежащая каждой из этих двух точек A, B.

I2. Для двух точек A, B существует не более одной
прямой, принадлежащей каждой из точек A, B» [2,
c. 57].

Если Евклид говорит о возможности через две точки провести
линию, то у Д. Гильберта речь идет об отношении принадлеж-
ности между уже существующими линиями и точками. Уже
этого примера достаточно, чтобы заметить принципиальное от-
личие двух подходов к построению геометрии.

С подробным анализом «Начал» Евклида можно ознакомить-
ся в комментариях к ним Д.Д. Мордухая-Болтовского [8]. Он, в
частности, пишет:
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«Только отказавшись от проектирования в прошлое
современных формально-логических понятий, мы бу-
дем в состоянии понять, что представляли для са-
мого Евклида постулаты. Евклид вовсе не приписы-
вал идеального существования геометрическим объ-
ектам, как это делал Платон. При доказательстве
какой-нибудь теоремы производилось построение
нужной геометрической фигуры, которая, таким об-
разом, и вызывалась к существованию. Возмож-
ность существования прямой, круга и т.д. обуслов-
ливалась признанием возможности производящего
их акта, мы сказали бы — построения. Более то-
го, признание возможности этого акта вынуждало
к признанию некоторых истин; так, признавая со-
гласно постулату 3 возможность описывания кру-
гов, мы тем самым приходили к признанию необхо-
димости пересечения кругов, проходящих через цен-
тры друг друга. [. . . ] При таком понимании геомет-
рия перестает быть чисто логической дисциплиной:
линейка и циркуль с дозволенными операциями слу-
жат для убеждения так же, как и силлогизм» [8,
c. 238-241].

Попробуем понять, почему именно такой подход к построению
геометрии был избран Евклидом.

С нашей точки зрения, причины этого следует искать в об-
щих философских представлениях об устройстве окружающе-
го мира и языке как конечном средстве объективации знаний.
Мир представлялся состоящим из вещей и свойств, которыми
эти вещи могут обладать. Познание было возможно, если за-
коны мысли следовали законам бытия. Субъектно-предикатная
структура предложений естественного языка, по мысли древних
философов, отражала объективно существующие связи между
вещами и свойствами. В то же время отношения, даже такие
простые, как «x больше y», не обладали объективным существо-
ванием. С этой проблемой сталкивается Сократ в диалоге Пла-
тона «Теэтет».

И значит, если бы тебе сказали, что один человек
головою больше другого, а другой головою меньше,
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ты не принял бы этого утверждения, но решитель-
но его отклонил, заявивши так:

”
Я могу сказать

лишь одно — что всякая вещь, которая больше дру-
гой вещи, такова лишь благодаря большому, то есть
она становится больше благодаря большому, а мень-
шее становится меньшим лишь благодаря малому,
то есть малое делает его меньшим“. А если бы ты
признал, что один человек головою больше, а дру-
гой меньше, тебе пришлось бы, я думаю, опасать-
ся, как бы не встретить возражения: прежде всего
в том, что большее, у тебя есть большее, а мень-
шее — меньшее по одной и той же причине, а затем
и в том, что большее делает бо́льшим малое, — ведь
голова-то мала! [Платон, Теэтет, 100e-101a].

В приведенной цитате обращает на себя внимание следующее.
Сократ видит проблему в приписывании предиката быть бо́ль-
шим, но не испытывает трудностей в употреблении этого же
термина в смысле результата сравнения вещей. Возможно, это
и есть ключ к пониманию Евклида.

Если объективное существование отношений не вписывалось в
онтологию вещей и свойств, то возможность совершать действия
с вещами, создавать из них более сложные конструкции, про-
изводить измерения, не противоречила этой онтологии. Мож-
но было смешать вино с водой и получить разбавленное вино.
Можно было сосчитать корабли в порту, измерить высоту хра-
ма. Можно было соединить две точки прямой линией и получить
отрезок. Но сказать, что две точки и линия находятся в отно-
шении принадлежности, было бессмыслицей.

Чтобы получить сложный подлежащий исследованию геомет-
рический объект, требовалось вызвать его к существованию пу-
тем построения. По Евклиду, набор элементарных действий, ис-
пользуемых для построения геометрических объектов, невелик
и перечислен в трех постулатах 1, 2 и 3:

«Допустим:
1. Что от всякой точки до всякой точки <можно>
провести линию.
2. И что ограниченную прямую <можно> непрерыв-
но продолжать до прямой.
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3. И что из всякого центра и всяким раствором <мо-
жет быть> описан круг.
4. И что все прямые углы равны между собой.
5. И если прямая, падающая на две прямые, образует
внутренние и по одну сторону углы, меньшие двух
прямых, то продолженные эти две прямые неогра-
ниченно встретятся с той стороны, где углы мень-
шие двух прямых» [9, с. 14-15].

Четвертый постулат часто относят к аксиомам, поскольку он
не говорит о способе построения, а содержит утверждение о
равенстве прямых углов. Знаменитый пятый постулат являет-
ся инструкцией по нахождению точки пересечения двух линий.
Он не содержит указания, где именно пересекутся эти линии,
но призывает продолжать их до нахождения требуемой точки.
Сегодня мы уже знаем, как вычислить расстояние, на котором
линии пересекутся.

Силлогистика Аристотеля — это теория отношений в сфе-
ре общих терминов. В то время еще не существовало понятия
функции, и потому оно не могло быть включено в логику. Но
ничто не мешало говорить и рассуждать о результатах выпол-
нения тех или иных действий, коль скоро эти результаты также
были вещами.

3 Объекты генетических теорий
Многие исследователи подчеркивают, что одной из отличитель-
ных особенностей генетического подхода к построению теорий
является «способ введения их объектов» [10, c. 422]. Если по-
смотреть на структуру доказательств Евклида, то начинаются
они либо с подробной демонстрации того, каким образом стро-
ится объект, подлежащий дальнейшему исследованию, либо со
ссылок на ранее построенные объекты. В современной логике
пошаговому построению геометрических объектов соответству-
ет композициональная структура термов. Отношение чертежа
к соответствующему идеальному геометрическому объекту то
же, что и отношение знака к означаемому. Чертежи, создавае-
мые путем ограниченного набора доступных операций, играли
не только иллюстративную роль, но и роль формального язы-
ка геометрии. Чертеж выступал в роли терма. В отличие от
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современных линейных языков язык геометрии был принципи-
ально двумерным. Его недостатком было лишь отсутствие ин-
формации об очередности построения, поскольку один и тот же
геометрический объект мог быть получен различными способа-
ми. Поэтому, во избежание двусмысленности, геометрический
чертеж с необходимостью должен был сопровождаться словес-
ными комментариями о выполненных действиях. Дальнейшие
рассуждения о свойствах объекта существенным образом опира-
лись именно на способ его построения (структуру терма). Чер-
теж (терм) должен был оставаться перед глазами на протяже-
нии всего рассуждения. Иногда в ходе доказательства требо-
валось дополнить чертеж новыми деталями (построить новый
терм). Способ введения объектов геометрии Евклида был ис-
торически обусловлен. Но отсюда вовсе не следует, что он был
плох. Наглядная структура термов геометрии значительно об-
легчала дальнейшие рассуждения и даже позволяла обходиться
без принятия дополнительных аксиом, необходимость которых
была осознана значительно позже.

Еще одним примером теории, объекты которой вводятся гене-
тически, является арифметика. Натуральные числа получаются
путем последовательного прибавления единицы к числу ноль. В
языке арифметики их задают посредством индуктивных опреде-
лений и представляют в виде потенциально бесконечной после-
довательности термов < 0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))), . . . >. Опе-
рации сложения и умножения определяются рекурсивно путем
сведения сложных термов к более простым. Благодаря этому
структура арифметических термов однозначно кодирует способ
их вычисления.

• x+ 0 = x

• x+ S(y) = S(x+ y)

• x× 0 = 0

• x× S(y) = (x× y) + x

Кроме логического отношения равенства никакие другие от-
ношения в арифметике не являются необходимыми, их всегда
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можно ввести посредством определений. При этом следует от-
метить, что удобная символика для записи арифметических вы-
ражений существовала не всегда, и долгое время, как и в случае
с геометрией, ученые были вынуждены обходиться громоздки-
ми словесными описаниями. Но они все-таки могли проводить
рассуждения и доказывать сложные теоремы.

Если сравнить способы введения объектов в двух рассмотрен-
ных выше теориях, то обнаружится, что в геометрии, в отличие
от арифметики, индуктивные определения не используются. В
арифметике все числа порождаются путем прибавления едини-
цы к постулируемому существующим единственному числу 0, а
в геометрии точки, к которым также могут применяться опе-
рации, предполагаются уже существующими. В результате мно-
жество натуральных чисел оказывается счетным, а множество
точек и соответственно множество идеальных объектов геомет-
рии — континуальны.

4 Логическая техника
В качестве второго отличия генетических теорий от аксиомати-
ческих указывают на используемую «логическую технику» [10,
c. 422].

«. . . в качестве логических средств для развития ге-
нетической теории достаточно индуктивных опре-
делений и процессов, формализуемых в теории ре-
курсивных функций» [10, c. 430].

В подтверждение этой точки зрения можно было бы привести
книгу Р. Гудстейна, где примитивно рекурсивная арифметика
формализована в виде исчисления равенств [5, С. 185]. Каж-
дая теорема данного исчисления — это утверждение о равен-
стве двух арифметических термов. Английский оригинал книги
Р. Гудстейна имеет подзаголовок «A development of recursive

arithmetic in a logic-free equation calculus», который в
русскоязычном издании был не совсем точно переведен как «Раз-

витие рекурсивной арифметики в исчислении равенств, сво-

бодном от логических связок».
В эквациональном исчислении Р. Гудстейна доказательный

переход от одного выражения к другому обосновывается исклю-
чительно рекурсивными определениями функций (структурой



288 В. И. Шалак

термов, представляющих эти функции) и свойствами отноше-
ния равенства, которое «по содержанию соответствует чему-
то такому, что в известном смысле предшествует определе-
нию какого-бы то ни было предиката, а именно — возможно-
сти различения элементов индивидной области» [4, c. 209]. Все
правила вывода — прямые.

При всей стройности и красоте таких теорий все-таки не сле-
дует отождествлять используемую в них логическую технику с
генетическим стилем мышления. Рекурсивный стиль мышления
является лишь частным случаем генетического.

Обратимся еще раз к Евклиду. Кроме постулатов, в его гео-
метрии есть и аксиомы.

«1. Равные одному и тому же равны и между собой.
2. И если к равным прибавляются равные, то и це-
лые будут равны.
3. И если от равных отнимаются равные, то остат-
ки будут равны.
4. И если к неравным прибавляются равные, то це-
лые будут не равны.
5. И удвоенные одного и того же равны между со-
бой.
6. И половины одного и того же равны между собой.
7. И совмещающиеся друг с другом равны между со-
бой.
8. И целое больше части.
9. И две прямые не содержат пространства» [9, c. 15].

Для наглядной записи первых шести аксиом воспользуемся сим-
волом отношения равенства «=» и функциональными символа-
ми «..+..», «..−..», «..×..», «../..».

Первая аксиома – это транзитивность и симметричность от-
ношения равенства.

1. Если a = c и b = c, то a = b.

Следующие пять аксиом говорят о конгруэнтности равенства.

2. Если a = b и c = d, то a+ c = b+ d.
3. Если a = b и c = d, то a− c = b− d.
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4. Если не–(a = b) и c = d, то не–(a+ c = b+ d).
5. Если a = b, то a× 2 = b× 2.
6. Если a = b, то a/2 = b/2.

Седьмая аксиома определяет один из способов вычисления ха-
рактеристической функции отношения равенства между геомет-
рическими объектами. Два объекта равны (конгруэнтны), если
их можно совместить друг с другом.

Аксиомы нужны Евклиду для того, чтобы доказывать свой-
ства геометрических объектов. Рассуждая, он использует не толь-
ко прямые правила, но и косвенные. Так, например, уже в ше-
стом предложении первой книги «Начал» [9, c. 20-21], содержа-
щем утверждение, что если углы в основании треугольника рав-
ны, то равны и прилегающие к ним стороны, Евклид прибегает
к рассуждению от противного, приходит к противоречию с вось-
мой аксиомой и отсюда заключает, что стороны равны. Как и
положено в рассуждении от противного, он вынужден исполь-
зовать снятие двойного отрицания: «Значит, AB не будет не
равной AC; значит, она ей равна» [9, c. 21]. В другом, более
раннем, издании «Начал» снятие двойного отрицания передано
словами: «Чего ради AB не будет неравна AC; следственно рав-
на» [13, c. 13]. Но закон снятия двойного отрицания не относится
к числу законов конструктивной логики.

Единственное, что объединяет рассуждения в рекурсивной
арифметике и в геометрии Евклида, — это опора на структуру
термов, которая в случае арифметики представлена рекурсив-
ными определениями функций, а в случае геометрии — очеред-
ностью выполнения операций при построении чертежей.

5 Генетический метод в научной практике
Генетический подход к построению и развертыванию теорий об-
наруживается не только в математике, но и в других науках. На
это обращает внимание В.С. Степин [11]. Он приводит ряд при-
меров из научной практики, которые наиболее адекватно опи-
сываются именно в терминах генетического стиля мышления.

«При анализе теоретических текстов обнаружива-
ется, что даже в высокоразвитых теориях, широ-
ко использующих приемы формализованной аксиома-
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тики, кроме формально-аксиоматической части су-
ществует некоторый принципиальный неформаль-
ный остаток, причем организованный вовсе не по
нормам аксиоматико-дедуктивного построения.

Выясняется, что в процессе дедуктивного развер-
тывания теории наряду с аксиоматическими прие-
мами рассуждения большую роль играет генетичес-
ки-конструктивный метод построения знаний, при-
чем выступающий в форме своего содержательного
варианта» [11, c. 127].

Законы классической механики содержат самое общее описание
механического взаимодействия тел, представленных как мате-
риальные точки. Их можно применить и для анализа осцилля-
торов, но прежде необходимо выявить все элементы исследуе-
мой модели и уточнить характер взаимодействия между ними.
Лишь после этого с использованием законов механики можно
получить уравнение малых колебаний.

«В рассуждениях физика осциллятор играет при-
мерно ту же роль, что и геометрическая фигура
в рассуждениях математика. Он позволяет уста-
новить связь между силой и величиной отклоне-
ния материальной точки от положения равновесия,
что, в свою очередь, приводит к конкретизации вто-
рого закона Ньютона и превращению его в уравнение
колебаний» [11, c. 129-130].

Осцилляторную модель можно описать и с помощью реляцион-
ного языка, но для этого она уже должна быть представлена
в виде некоторого мысленного конструкта. Поэтому более есте-
ственным способом описания модели является ее представление
в языке именно в виде конструкта по аналогии с тем, как это
делается в геометрии. После этого следует изучение характера
взаимодействия элементов модели (структуры терма) и на ос-
нове этого делаются заключения о ее свойствах. Такой способ
рассуждений, от мысленного конструкта к его свойствам, ха-
рактерен для многих естественных наук.

«Развертывание знаний осуществляется в этом
случае путем мысленного экспериментирования с
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абстрактными объектами, исследование связей ко-
торых позволяет выявлять новые признаки аб-
страктных объектов и вводить новые абстракции»
[11, c. 132].

Мысленно невозможно экспериментировать с никак не струк-
турированными точками, которыми, по сути, и являются инди-
виды реляционных моделей. Такое экспериментирование стано-
вится возможным в том случае, если индивид ассоциирован со
структурой из функционально связанных элементов. В этом и
заключается, с нашей точки зрения, суть генетического метода.

6 Выводы
С формальной точки зрения, генетический метод построения
теорий и генетический стиль мышления имеют лишь историче-
скую ценность. Отличительным признаком генетического мето-
да является использование функциональных языков, которые
по своим выразительным возможностям не превосходят, но и не
уступают реляционным [12]. Функциональным языкам принад-
лежит всего лишь исторический приоритет.

С концептуальной точки зрения, разница между генетиче-
ским и аксиоматическим подходами значительна. Генетический
подход предлагает смотреть на мир как состоящий из вещей,
свойств и функциональных связей между вещами. Такой взгляд
на мир внутренне динамичен и лучше соответствует нашим ин-
туитивным представлениям. При аксиоматическом, экзистенци-
альном подходе, мир статичен. В нем ничто не возникает, и ни-
что не исчезает. Он состоит из уже существующих вещей, нахо-
дящихся друг с другом в тех или иных отношениях. Даже время
в нем статично. Это всего лишь множество точек, находящихся
между собой в отношении раньше-позже.

Современной формой построения генетических теорий явля-
ется их аксиоматизация в языках с функциональными символа-
ми и равенством. Допускается расширение языков одноместны-
ми предикатными символами.

В случае использования чистых реляционных языков объект
исследования, будучи представлен переменной или в лучшем
случае константой, описывается одним или несколькими выска-
зываниями, говорящими о том, в каких отношениях он нахо-



292 В. И. Шалак

дится с другими объектами предметной области. Единственным
способом анализа свойств такого объекта является логическая
дедукция других реляционных высказываний о нем.

В функциональных языках объект исследования представлен
термом той или иной степени сложности. Выявление его свойств
происходит посредством анализа структуры терма. Рекурсивное
сведение свойств объекта к свойствам составляющих его под-
объектов является всего лишь частным случаем методов анали-
за. Неконструктивные способы рассуждений в функциональных
языках также являются допустимыми. Они позволяют обнару-
живать свойства, возникающие за счет более сложной органи-
зации объекта исследования, и лишь частично могут быть объ-
яснены свойствами его подобъектов.
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Системы натурального вывода
для некоторых логик
с истинностными провалами и логик
с пресыщенными оценками1

В.О. Шангин

abstract. In the paper we present Fitch-style natural deduction
systems of some logics with truth-value gluts and truth-value gaps. We
show that natural deduction systems of the logics in question can be set
up with different formulations of either the disjunction elimination rule
or the negation introduction rule. We give a constructive proof that for
each natural deduction system N of a logic α, a formula A is N-provable
iff A is a α-theorem.

Ключевые слова: теория доказательств, натуральный вывод, неклас-
сическая логика, логики с истинностными провалами и с пресыщен-
ными оценками, правило исключения дизъюнкции

Введение
Задается стандартный пропозициональный язык L с алфавитом
{p1, q1, r1, p2, . . . , (, ), ∧, ∨, ⊃, ¬}. Определение формулы языка
L обычно. Буквы A, B, C, D, A1, . . . обозначают произвольные
формулы языка L. Буквы Γ, ∆, Γ1, . . . обозначают произволь-
ные конечные множества формул языка L.

В работе используются аксиоматические системы для некото-
рых логик с истинностными провалами и логик с пресыщенны-
ми оценками. Мы используем аксиоматическую систему HPar
для логики Par [3], аксиоматическую систему HPСont для ло-
гики PCont [5], аксиоматическую систему HPСomp для логики

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РГНФ в рамках
научно-исследовательского проекта РГНФ («Логики с истинностными
провалами и логики с пресыщенными оценками: семантики обобщенных
оценок и аксиоматизации посредством исчислений с правилами
оперирования комплексами логических связок»), проект № 10-03-00570а.
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PComp [1] и аксиоматическую систему HPСontPComp для логи-
ки PContPComp [4]. Объем статьи не позволяет дать описание
данных работ, поэтому их знание предполагается. Некоторые ре-
зультаты данной работы представлены без доказательств в [6].

Статья структурирована следующим образом. В параграфе 1
задается формулировка системы натурального вывода NPar для
логики Par. На основе NPar с использованием различных огра-
ничений для правила введения отрицания задаются формули-
ровки систем натурального вывода NPCont, NPComp и
NPContPComp для логик PCont, PComp и PContPComp соот-
ветственно. Параграф 2 посвящен метатеоретическим свойствам
систем, предложенным в параграфе 1. В параграфе 3 на осно-
ве NPar с использованием различных ограничений для правила
исключения дизъюнкции задаются формулировки систем нату-
рального вывода NPCont*, NPComp* и NPContPComp* для ло-
гик PCont, PComp и PContPComp соответственно. Параграф 4
посвящен метатеоретическим свойствам систем, предложенным
в параграфе 3.

1 Система натурального вывода для логики Par
и системы натурального вывода с правилом
введения отрицания для логик PCont, PComp
и PContPComp
Система натурального вывода NPar. Задаются следующие
NPar-правила (формула слева от «/» называется посылкой, а
формула справа от «/» — заключением)2. Отметим, что, напри-
мер, правило ∨и трехпосылочно, а правило ⊃в однопосылочно.
∧и1: A ∧B / A; ∧и2: A ∧B / B; ∧в: A, B / A ∧B;
∨и: A ∨B, [A] C, [B] C / C; ∨в1: A / A ∨B; ∨в2: B / A ∨B;
⊃и: A ⊃ B, A / B; ⊃в: [C] B / C ⊃ B; ⊃р: [A ⊃ B] A / A3;
¬¬и: ¬¬A / A; ¬¬в: A / ¬¬A; ¬∨и1: ¬(A ∨B) / ¬A;
¬∨и2: ¬(A ∨B) / ¬B; ¬∨в: ¬A,¬B / ¬(A ∨B);
¬∧и: ¬(A ∧ B) / ¬A ∨ ¬B; ¬∧в1: ¬A / ¬(A ∧ B); ¬∧в2: ¬B /
¬(A ∧B); ¬ ⊃и: ¬(A ⊃ B) / A ∧ ¬B; ¬ ⊃в: A ∧ ¬B/ ¬(A ⊃ B).

2Данные правила делятся на правила введения и исключения логиче-
ской связки или комплекса логических связок.

3Правило Пирса, ⊃р, ошибочно не добавлено ко всем системам нату-
рального вывода в [6], [7].
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Выводом в системе NPar (NPar-выводом)
называется непустая конечная последовательность формул, удо-
влетворяющая следующим условиям: каждая формула есть ли-
бо посылка, либо получена из предыдущих по одному из NPar-
правил; при применении правила ⊃в (⊃р) все формулы, начи-
ная с последней неисключенной посылки C (A ⊃ B) и вплоть до
результата применения данного правила, исключаются из даль-
нейших шагов вывода; при применении правила ∨и все форму-
лы, начиная с посылки A и вплоть до формулы C, а также все
формулы, начиная с посылки B и вплоть до формулы C, исклю-
чаются из дальнейших шагов вывода.

NPar-выводом формулы B из непустого множества посылок
Γ (сокращенно Γ ⊢NPar B) называется NPar-вывод, в котором
множество неисключенных посылок есть Г и последняя форму-
ла есть формула В. NPar-доказательством формулы В называ-
ется NPar-вывод формулы В из пустого множества неисключен-
ных посылок. NPar-теоремой называется формула B, для кото-
рой имеется NPar-доказательство.

Рассмотрим двухпосылочное правило введения отрицания
¬в: [C] D, ¬D / ¬C. Добавление правила ¬в к множеству NPar-
правил вместе с требованием, что формула C — это послед-
няя неисключенная посылка в выводе, дает систему натураль-
ного вывода для классической логики высказываний адекват-
ную системе NP, предложенной в [2]. С другой стороны, мы рас-
смотрим три правила введения отрицания (PCont¬в, PComp¬в
и PContPComp¬в), которые получаются введением различных
ограничений на вид формулы С в правиле ¬в. Мы покажем,
что добавление правила PCont¬в (PComp¬в / PContPComp¬в)
к множеству NPar-правил вместе с требованием, что формула
С — это последняя неисключенная посылка в выводе, дает си-
стему натурального вывода NPCont (NPComp / NPContPComp)
для неклассической пропозициональной логики PCont (PComp
/ PContPComp). Данный подход аналогичен [3], где различ-
ные ограничения на вид основной секвенции дают секвенци-
альные исчисления GK2, GPar, GPCont для классической логи-
ки высказываний и неклассических пропозициональных логик
Par и PCont.

Система натурального вывода NPCont (NPComp /
NPContPComp). Добавляем к множеству NPar-правил правило
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PCont¬в (PComp¬в / PContPComp¬в): [C] D, ¬D / ¬C, где
C имеет вид A ∨ ¬A (¬A ⊃ (A ⊃ B) / (A ∧ ¬A) ⊃ (B ∨ ¬B)).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Выводом в системе NPCont (NPComp /
NPContPComp) называется непустая конечная последователь-
ность формул, удовлетворяющая условиям определения 1, а так-
же следующему условию: при применении PCont¬в (PComp¬в
/ PContPComp¬в) все формулы, начиная с последней неисклю-
ченной посылки С и вплоть до результата применения данного
правила, исключаются из дальнейших шагов вывода.

NPCont (NPComp / NPContPComp)-выводом формулы B
из непустого множества посылок Γ (сокращенно
Γ ⊢NPCont(NPComp/NPContPComp) B) называется NPCont
(NPComp / NPContPComp)-вывод, в котором множество неис-
ключенных посылок есть Γ и последняя формула есть формула
B. NPCont (NPComp / NPContPComp)-доказательством фор-
мулы В называется NPCont (NPComp / NPContPComp)-вывод
формулы В из пустого множества неисключенных посылок.
NPCont (NPComp / NPContPComp)-теоремой называется фор-
мула B, для которой имеется NPCont(NPComp/NPContPComp)-
доказательство.

2 Метатеоретические свойства NPar, NPCont,
NPComp и NPContPComp

Для исследования метатеоретических свойств NPar, NPCont,
NPComp и NPContPComp мы используем аксиоматические си-
стемы HPar, HPCont, HPComp и HPContPComp для логик Par,
PCont, PComp и PContPComp [3, 5, 1, 4]. Отметим, что в любой
из данных аксиоматических систем доказуемы формулы
((A ∧B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)), (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ∧B) ⊃ C)
и имеется теорема дедукции.

ТЕОРЕМА 1. Γ ⊢NPar A⇔ Γ ⊢HPar A.

Доказательство. Доказательство ⇐. Достаточно показать, что
все HPar-правила выводимы в NPar. Рассмотрим правила
(A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C)) и ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A.
Остальные случаи аналогичны.

⊢NPar (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨B) ⊃ C))
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1. A ⊃ C — посылка

2. B ⊃ C — посылка

3. A ∨B — посылка

4. A — посылка

5. C — ⊃и: 1, 4

6. B — посылка

7. C — ⊃и: 2, 6

8. C — ∨и: 3, 5, 7 [4–5], [6–7]

9. (A ∨B) ⊃ C — ⊃в: 8 [3–8]

10. (B ⊃ C) ⊃ ((A ∨B) ⊃ C) — ⊃в: 9 [2–9]

11. (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨B) ⊃ C)) — ⊃в: 10 [1–10]

⊢NPar ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A

1. (A ⊃ B) ⊃ A — посылка

2. A ⊃ B — посылка

3. A — ⊃и: 1, 2

4. A — ⊃р: 3 [2–3]

5. ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A — ⊃в: 4 [1–4]

Доказательство ⇒. Покажем сначала лемму 1.

ЛЕММА 1. Γ ⊢NPar A ⇒ ⊢HPar (Γ∧) ⊃ A, где (Γ∧) — это ∧-
образ множества формул Γ, заданный следующим образом:

Если Γ пусто, то (Γ∧) ⊃ A есть A;

Если Γ = {D1, D2, . . . , Dm},m ≥ 1, то (Γ∧) ⊃ A есть (D1∧
(D2 ∧ . . . ∧Dm) . . . ) ⊃ А.
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Доказательство. Доказательство ведется методом двойной ма-
тематической индукции по длине n и числу применений s NPar-
правил в Γ ⊢NPar A.

Базис: s = 0. Тогда A ∈ Γ.
Этому выводу соответствует HPar-доказательство формулы

(Γ∧) ⊃ A:

1. (Γ∧) ⊃ A — HPar-аксиома4

Итак, мы доказали лемму для всех NPar-выводов, в которых
нет ни одного применения NPar-правил.

Теперь предположим (IH): лемма верна для всех NPar-выводов
с числом d применений NPar-правил, d ≤ s. Покажем, что лемма
верна для всех NPar-выводов с числом s+ 1 применений NPar-
правил.

Число рассматриваемых случаев зависит от числа
NPar-правил5.

Случай 1. Формула A имеет вид ¬¬B и получена по ¬¬в из
Bi, 1 ≤ i < n+ 1.

Тогда Γ ⊢NPar A принимает следующий вид:

Γ

. . .

i. B

. . .

n+1. ¬¬B — ¬¬в: i

Этому выводу соответствует HPar-доказательство формулы
(Γ∧) ⊃ ¬¬B:

i’. (Γ∧) ⊃ B — HPar-теорема (IH)

i’+1. B ⊃ ¬¬B — HPar-аксиома
4Без потери общности, данная формула является частным случаем

HPar-аксиомы (A ∧ B) ⊃ B, если n ≥ 2. Если n = 1, то данная форму-
ла является HPar-аксиомой A ⊃ A.

5Аналогичные случаи мы пропустим.
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i’+2. ((Γ∧) ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ ¬¬B) ⊃ ((Γ∧) ⊃ ¬¬B)) — HPar-
аксиома

i’+3. (Γ∧) ⊃ ¬¬B — ⊃и: i’, i’+1, i’+2 (2 раза)

Случай 2. Формула А имеет вид Bk ⊃ Bj и получена по ⊃в
из B, 1 ≤ j < n+ 1, 1 ≤ k < n+ 1.

Тогда Γ ⊢NPar A принимает следующий вид:

Γ

. . .

k. C — посылка

. . .

j. B

. . .

n+1. C ⊃ B — ⊃в: j [k–n]

Этому выводу соответствует HPar-доказательство формулы
(Γ∧) ⊃ (С ⊃ B):

j’. ((Γ∧) ∧ C) ⊃ B — HPar-теорема (IH)

j’+1. (((Γ∧) ∧ C) ⊃ B) ⊃ ((Γ∧) ⊃ (C ⊃ B)) — HPar-теорема

j’+2. (Γ∧) ⊃ (C ⊃ B) — ⊃и: j’, j’+1

q.e.d.

Теорема 1 следует из леммы 1 и Γ ⊢HPar A⇔ ⊢HPar (Γ∧) ⊃ A.
q.e.d.

ТЕОРЕМА 2. Γ ⊢NPCont A⇔ Γ ⊢HPCont (Γ∧) ⊃ A

Доказательство. Доказательство ⇐. Достаточно дополнить слу-
чай ⇐ теоремы 1 NPCont-доказательством A ∨ ¬A.

1. ¬(A ∨ ¬A) — посылка
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2. A — ¬∨и1: 1

3. ¬A — ¬∨и2: 1

4. ¬¬(A ∨ ¬A) — PCont¬в: 2, 3 [1–3]

5. A ∨ ¬A — ¬и: 4

Доказательство ⇒. Покажем сначала лемму 2.

ЛЕММА 2. Γ ⊢NPCont A⇒ ⊢HPCont (Γ∧) ⊃ A.

Доказательство. К рассмотренным в лемме 1 случаям добав-
ляется следующий.

Формула А имеет вид ¬¬(C ∨ ¬C) и получена по PCont¬в из
Bk и Bh, 1 ≤ k < n+1, 1 ≤ h < n+1, m < n+1.

Тогда Γ ⊢NPCont A принимает следующий вид:

Γ

. . .

m. ¬(C ∨ ¬C) — посылка

. . .

k. B

. . .

h. ¬B

. . .

n+1. ¬¬(C ∨ ¬C) — ¬в: k, h [m–n]

Этому выводу соответствует HPCont-доказательство форму-
лы (Γ∧) ⊃ ¬¬(C ∨ ¬C):

k’. ((Γ∧) ⊃ ¬(C ∨ ¬C)) ⊃ Bk — HPCont-теорема (IH)

k’+1. ((Γ∧) ⊃ ¬(C ∨ ¬C)) ⊃ ¬Bk — HPCont-теорема (IH)

k’+2. C ∨ ¬C — HPCont-аксиома

k’+3. (C ∨ ¬C) ⊃ ¬¬(C ∨ ¬C) — HPCont-аксиома
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k’+4. ¬¬(C ∨ ¬C) — ⊃и: k’+2, k’+3

k’+5. ¬¬(C∨¬C) ⊃ ((Γ∧) ⊃ ¬¬(C∨¬C)) — HPCont-аксиома

k’+6. (Γ∧) ⊃ ¬¬(C ∨ ¬C) — ⊃и: k’+4, k’+5

q.e.d.

Теорема 2 следует из леммы 2 и Γ ⊢HPCont A ⇔ ⊢HPCont

(Γ∧) ⊃ A.
q.e.d.

ТЕОРЕМА 3. Γ ⊢NPComp A⇔ Γ ⊢HPComp (Γ∧) ⊃ A

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству
теоремы 2.

q.e.d.

ТЕОРЕМА 4. Γ ⊢NPContPComp A⇔ Γ ⊢HPContPComp (Γ∧) ⊃ A

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству
теоремы 2. q.e.d.

3 Системы натурального вывода с правилом
исключения дизъюнкции для логик PCont,
PComp и PContPComp

В данном параграфе мы зададим альтернативные формулиров-
ки систем натурального вывода NPCont*, NPComp* и
NPContPComp* для логик PCont, PComp и PContPComp. В от-
личие от формулировок систем натурального вывода из пара-
графа 2, где главную роль играет правило введения отрицания,
в данных формулировках главную роль играет правило исклю-
чения дизъюнкции.

Рассмотрим следующие двухпосылочные правила исключе-
ния дизъюнкции: PCont∨и: [A]C, [¬A]C / C; PComp∨и: A ∨
B, ¬A / B и PContPComp∨и: A ∨ (B ∨ ¬B), ¬A / B ∨ ¬B.
Покажем, что добавление правила PCont∨и (PComp∨и /
PContPComp∨и) к множеству NPar-правил дает систему нату-
рального вывода NPCont* (NPComp* / NPContPComp*) для ло-
гики PCont (PComp / PContPComp).
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Система натурального вывода NPCont* (NPComp* /
NPContPComp* ). Добавляем к множеству NPar-правил прави-
ло PCont∨и (PComp∨и / PContPComp∨и).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Выводом в системе NPComp* (NPCont-
PComp*) называется непустая конечная последовательность
формул, удовлетворяющая условиям определения 1. Выводом в
системе NPCont* называется непустая конечная последователь-
ность формул, удовлетворяющая условиям определения 1, а так-
же следующему условию: при применении правила PCont∨и и
все формулы, начиная с посылки A и вплоть до формулы C, а
также все формулы, начиная с посылки ¬A и вплоть до форму-
лы C, исключаются из дальнейших шагов вывода.

NPCont* (NPComp* / NPContPComp*)-выводом формулы В
из непустого множества посылок Г (сокращенно
Γ ⊢NPCont∗(NPComp∗/NPContPCont∗) B) называется NPCont*
(NPComp* / NPContPComp*)-вывод, в котором множество неис-
ключенных посылок есть Г и последняя формула есть форму-
ла В. NPCont* (NPComp* / NPContPComp*)-доказательством
формулы В называется NPCont* (NPComp* / NPContPComp*)-
вывод формулы В из пустого множества неисключенных посы-
лок. NPCont* (NPComp* / NPContPComp*)-теоремой называ-
ется формула B, для которой имеется NPCont* (NPComp* /
NPContPComp*)-доказательство.

4 Метатеоретические свойства NPCont*,
NPComp* и NPContPComp*

Аналогично параграфу 2, для исследования метатеоретических
свойств NPCont*, NPComp* и NPContPComp* используем ак-
сиоматические системы HPCont, HPComp и HPContPComp [3,
5, 1, 4].

ТЕОРЕМА 5. Γ ⊢NPCont∗ A⇔ Γ ⊢HPCont.

Доказательство. Доказательство ⇐. Достаточно дополнить слу-
чай ⇐ теоремы 1 NPCont*-доказательством A ∨ ¬A.

1. A — посылка

2. A ∨ ¬A — ∨в1: 1
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3. ¬A — посылка

4. A ∨ ¬A — ∨в2: 3

5. A ∨ ¬A — PCont∨и: 2, 4 [1–2], [3–4]

Доказательство ⇒. Покажем сначала лемму 3.

ЛЕММА 3. Γ ⊢NPCont∗ A⇒ ⊢HPCont (Γ∧) ⊃ A.

Доказательство. К рассмотренным в лемме 1 случаям добав-
ляется следующий: формула A имеет вид C и получена по
PCont∨и из Bk и Bh, m < n + 1, s < n + 1, 1 ≤ k < n + 1,
1 ≤ h < n+ 1.

Тогда Γ ⊢NPCont∗ A принимает следующий вид:

Γ

. . .

m. B — посылка

. . .

k. C

. . .

s. ¬B — посылка

. . .

h. C

. . .

n+1. C — PCont∨и: k, h [m–k], [s–h]

Этому выводу соответствует HPCont-доказательство форму-
лы (Γ∧) ⊃ C:

k’. ((Γ∧) ∧B) ⊃ C — HPCont-теорема (IH)

k’+1. ((Γ∧) ∧ ¬B) ⊃ C — HPCont-теорема (IH)
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k’+2. (((Γ∧) ∧ B) ⊃ C) ⊃ ((Γ∧) ⊃ (B ⊃ C)) — HPCont-
теорема

k’+3. (((Γ∧) ∧ ¬B) ⊃ C) ⊃ ((Γ∧) ⊃ (¬B ⊃ C)) — HPCont-
теорема

k’+4. (Γ∧) ⊃ (B ⊃ C) — ⊃и: k’, k’+2
k’+5. (Γ∧) ⊃ (¬B ⊃ C) — ⊃и: k+1’, k’+3
k’+6. (Γ∧) — посылка
k’+7. B ⊃ C — ⊃и: k’+4, k’+6
k’+8. ¬B ⊃ C — ⊃и: k’+5, k’+6
k’+9. B ∨ ¬B — HPCont-аксиома

k’+10. (B ⊃ C) ⊃ ((¬B ⊃ C) ⊃ ((B ∨ ¬B) ⊃ C)) — HPCont-
аксиома

k’+11. C — ⊃и: k’+7, k’+8, k’+9, k’+10 (3 раза)
k’+12. (Γ∧) ⊃ C — теорема дедукции: k’+11

q.e.d.

Теорема 5 следует из леммы 3 и Γ ⊢HPCont A ⇔ ⊢HPCont

(Γ∧) ⊃ A. q.e.d.

ТЕОРЕМА 6. Γ ⊢NPComp∗ A⇔ Γ ⊢HPComp A.

Доказательство. Доказательство ⇐. Достаточно дополнить
случай ⇐ теоремы 1 NPComp*-доказательством ¬A ⊃ (A ⊃ B).

1. ¬A — посылка

2. A — посылка

3. A ∨B — ∨в1: 2

4. B — PComp∨и: 1, 3

5. A ⊃ B — ⊃в: 4 [2-4]

6. ¬A ⊃ (A ⊃ B) — ⊃в: 5 [1-5]

Доказательство ⇒. Покажем сначала лемму 4.

ЛЕММА 4. Γ ⊢NPComp∗ A⇒ ⊢HPComp (Γ∧) ⊃ A.
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Доказательство. К рассмотренным в лемме 1 случаям добав-
ляется следующий: формула A имеет вид C и получена по
PComp∨и из Bk и Bh, 1 ≤ k < n+ 1, 1 ≤ h < n+ 1.

Тогда Γ ⊢NPComp∗ A принимает следующий вид:

Γ

. . .

k. A ∨ C

. . .

h. ¬A

. . .

n+1. C — PComp∨и: k, h

Этому выводу соответствует HPComp-доказательство форму-
лы (Γ∧) ⊃ C:

k’. (Γ∧) ⊃ A ∨ C — HPComp-теорема (IH)

k’+1. (Γ∧) ⊃ ¬A — HPComp-теорема (IH)

k’+2. ¬A ⊃ (A ⊃ C) — HPComp-аксиома

k’+3. ((Γ∧) ⊃ ¬A) ⊃ ((¬A ⊃ (A ⊃ C)) ⊃ ((Γ∧) ⊃ (A ⊃
C))) — HPComp-аксиома

k’+4. (Γ∧) ⊃ (A ⊃ C) — ⊃и: k’+1, k’+2, k’+3 (2 раза)

k’+5. C ⊃ C — HPComp-аксиома

k’+6. (A ⊃ C) ⊃ ((C ⊃ C) ⊃ ((A ∨ C) ⊃ C)) — HPComp-
аксиома

k’+7. (Γ∧) — посылка

k’+8. A ∨ C — ⊃и: k’, k’+7

k’+9. A ⊃ C — ⊃и: k’+4, k’+7

k’+10. C — ⊃и: k’+5, k’+6, k’+8, k’+9 (3 раза)

k’+11. (Γ∧) ⊃ C — теорема дедукции: k’+10

q.e.d.
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Теорема 6 следует из леммы 4 и Γ ⊢HPComp A ⇔ ⊢HPComp

(Γ∧) ⊃ A. q.e.d.

ТЕОРЕМА 7. Γ ⊢NPContPComp∗ A⇔ Γ ⊢HPContPComp A.

Доказательство. Доказательство ⇐. Достаточно дополнить
случай ⇐ теоремы 1 NPContPComp*-доказательством(A∧¬A) ⊃
(B ∨ ¬B).

1. A ∧ ¬A — посылка

2. A — ∧и1 : 1

3. ¬A — ∧и2: 1

4. A ∨ (B ∨ ¬B) — ∨в1: 2

5. B ∨ ¬B — PContPComp∨и: 3, 4

6. (A ∧ ¬A) ⊃ (B ∨ ¬B) — ⊃в: 5 [1-5]

Доказательство ⇒. Покажем сначала лемму 5.

ЛЕММА 5. Γ ⊢NPContPComp∗ A⇒ ⊢HPContPComp (Γ∧) ⊃ A.

Доказательство. К рассмотренным в лемме 1 случаям добав-
ляется следующий: формула А имеет вид C ∨¬C и получена по
PContPComp∨и из Bk и Bh, 1 ≤ k < n+ 1, 1 ≤ h < n+ 1.

Тогда Γ ⊢NPContPComp∗ A принимает следующий вид:

Γ

. . .

k. A ∨ (C ∨ ¬C)

. . .

h. ¬A

. . .

n+1. C ∨ ¬C — PContPComp∨и: k, h
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Этому выводу соответствует HPContPComp-вывод формулы
(Γ∧) ⊃ (C ∨ ¬C):

k’. (Γ∧) ⊃ (A ∨ (C ∨ ¬C)) — HPContPComp-теорема (IH)

k’+1. (Γ∧) ⊃ ¬A — HPContPComp-теорема (IH)

k’+2. (Γ∧) — посылка

k’+3. A ∨ (C ∨ ¬C) — ⊃и: k’, k’+2

k’+4. ¬A — ⊃и: k’+1, k’+2

k’+5. A — посылка

k’+6. A ∧ ¬A — ∧в : k’+4, k’+5

k’+7. (A ∧ ¬A) ⊃ (C ∨ ¬C) — HPContPComp-аксиома

k’+8. C ∨ ¬C — ⊃и: k’+6, k’+7

k’+9. A ⊃ (C ∨ ¬C) — теорема дедукции: k’+8

k’+10. (C ∨ ¬C) ⊃ (C ∨ ¬C) — HPContPComp-аксиома

k’+11. (A ⊃ (C ∨¬C)) ⊃ (((C ∨¬C) ⊃ (C ∨¬C)) ⊃ ((A∨ (C ∨
¬C)) ⊃ (C ∨ ¬C))) — HPContPComp-аксиома

k’+12. C ∨ ¬C — ⊃и: k’+3, k’+9, k’+10, k’+11 (3 раза)

k’+13. (Γ∧) ⊃ (C ∨ ¬C) — теорема дедукции: k’+12

q.e.d.

Теорема 7 следует из леммы 5 и Γ ⊢HPContPComp A ⇔
⊢HPContPComp (Γ∧) ⊃ A. q.e.d.
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