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Юрий Васильевич
ИВЛЕВ
(21.12.1936–07.07.2024)

7 июля 2024 г. ушел из жизни выдающийся отечественный ученый-логик, заслу-
женный профессор МГУ им. М.В. Ломоносова, доктор философских наук, про-
фессор Юрий Васильевич Ивлев.

Ю.В. Ивлев родился 21 декабря 1936 г. в селе Верхне-Спасское Тамбовской об-
ласти. После окончания железнодорожного техникума в течение ряда лет работал
в системе Министерства путей сообщения СССР. В 1965 г. закончил философский
факультет МГУ им. М.В. Ломоносова, после чего преподавал логику в высших
учебных заведениях МВД СССР, в том числе в Академии МВД. В 1972 г. Юрий
Васильевич защитил диссертацию на соискание ученой степени кандидата фило-
софских наук по теме «Логика норм», в 1986 г. — докторскую диссертацию по
теме «Содержательная семантика модальной логики».

С 1978 г. работал на кафедре логики философского факультета МГУ в долж-
ности доцента, с 1987 г. — профессора, с 1982 по 2002 г. являлся заведующим
кафедрой логики. Ю.В. Ивлев был удостоен Ломоносовской премии за педагоги-
ческую деятельность, а также почетного звания «Заслуженный работник высшей
школы РФ».

Ю.В. Ивлев является автором ряда фундаментальных учебников по логике и
теории аргументации, разработал и читал общие курсы по логике для студентов
философского и юридического факультетов, а также оригинальные спецкурсы,
посвященные актуальным проблемам модальной логики.

Ю.В. Ивлев является основателем принципиально новой стратегии постро-
ения семантик модальных систем, при которой смысл фактических модально-
стей истолковывается при помощи так называемых квазифункций (квазиматриц),
а смысл логических модальностей — при помощи конечных (относительно) огра-
ниченных множеств описаний состояний. Ряд выдвинутых Ю.В. Ивлевым идей
получил безусловное признание мирового научного сообщества и является одной
из «точек роста» современной философской логики.

Глубокий профессионализм, исключительная личная порядочность и добро-
желательность завоевали Ю.В. Ивлеву искреннюю любовь и уважение в среде
коллег и учеников.

Друзья, коллеги и ученики Ю.В. Ивлева сохранят долгую и добрую память
о нем.

Коллеги и ученики



Лилия Алексеевна
ЧАГРОВА
(12.07.1956–05.09.2024)

5 сентября 2024 г. скоропостижно ушла из жизни Лилия Алексеевна Чагрова,
кандидат физико-математических наук, доцент, известная своими научными ре-
зультатами в области математической логики.

Лилия Алексеевна родилась в семье известного геофизика А.В. Золотова, сна-
чала жила в Башкирии, в городе Октябрьском, а затем вместе с семьей переехала
в город Калинин (ныне Тверь). В школе она оказалась в одном классе с Алексан-
дром Васильевичем Чагровым, затем училась с ним вместе в Калининском госу-
дарственном университете и вышла за него замуж. Ее настоящее имя — Лидия.
Но друзья знали ее как Лилю, а студенты и коллеги — как Лилию Алексеевну.

С детства Лилия Алексеевна мечтала заниматься балетом, но это не сложи-
лось. Тем не менее однажды ей довелось участвовать в съемках фильма «Фу-
эте», где главную роль сыграла известная балерина Екатерина Максимова. Лилия
Алексеевна появляется с ней в кадре на 15 секунд в конце 17-й минуты фильма.

Говоря о Лилии Алексеевне, трудно не сказать об Александре Васильевиче
Чагрове, поскольку для друзей они были как единое целое, Лиля-и-Саша, но ни-
как не порознь. Они оба были безмерно талантливыми, добрыми, открытыми,
щедрыми, лучистыми людьми. В КГУ (ныне ТвГУ) они учились у А.В. Гладкого
и М.И. Кановича. Окончив КГУ, остались там работать, прочитали много инте-
ресных курсов по логике и теории алгоритмов, и в расцвете их творческой жизни
студенты были «очагрованы» логикой.

В 1989 г. Лилия Алексеевна защитила диссертацию «О проблеме определи-
мости пропозициональных формул интуиционистской логики формулами класси-
ческой логики первого порядка». Основной результат диссертации опубликован
в 1991 г. в “Journal of Symbolic Logic” и известен сейчас как теорема Чагровой.
Лилия Алексеевна доказала алгоритмическую неразрешимость ключевых про-
блем теории соответствия, возникшей в 1970-е гг. Фактически ее результаты на-
много глубже; они изложены для широкого круга логиков в их совместной с Алек-
сандром Васильевичем статье, вышедшей в «Логических исследованиях» в 2007 г.
Лилия Алексеевна выступала с докладами в Болгарии, Японии, Нидерландах,
Франции и является автором более двадцати научных публикаций в области мо-
дальной и интуиционистской логики.

Светлая память о Лилии Алексеевне останется в наших сердцах.

И.Горбунов, М. Захарьящев, О. Захарьящева, А.Муравицкий, С.Одинцов,
В. Рыбаков, М.Рыбаков, С.Соловьёв, М.Спиваковский, А.Циткин, В.Шехтман
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Символическая логика
Symbolic Logic

В.И. Маркин

Аналитико-табличное исчисление,
адекватное логике суждений существования

Владимир Ильич Маркин
МГУ им. М.В. Ломоносова.
Российская Федерация, 119991, г. Москва, Ломоносовский пр-т, д. 27, корп. 4.
E-mail: markin@philos.msu.ru

Аннотация: В [Маркин, 2021] была построена логическая теория, предназначенная
для анализа рассуждений, посылками и заключениями которых являются суждения
существования и их булевы комбинации. В ее языке содержится неопределенно-местная
константа существования, простые формулы образуются сочленением этой константы с
произвольной конечной последовательностью общих терминов — положительных (про-
стых) и отрицательных, сложные формулы образуются с помощью пропозициональных
связок. Для этого языка были сформулированы естественная семантика и адекватное
ей аксиоматическое исчисление. В данной работе предлагается аналитико-табличный
вариант исчисления суждений существования: постулируются правила редукции для
формул с константой существования и их отрицаний, вводится понятие аналитической
таблицы как последовательности конфигураций, формулируются критерии замкнутости
таблицы. Формула A доказуема в данном исчислении, если и только если существует
замкнутая аналитическая таблица, первой конфигурацией которой является семейство
{{¬A}}. Доказываются метатеоремы о корректности и полноте данного исчисления от-
носительно семантически построенной логики суждений существования. Предлагается
процедура, позволяющая эффективно решать вопрос о доказуемости или недоказуемо-
сти произвольной формулы A. Особенность этой процедуры состоит в следующем. Вы-
деляется список T положительных терминов, содержащий все такие термины P , что P
или P ′ (отрицательный термин, противоречащий P ) входят в состав A. В состав послед-
ней конфигурации входят только множества, элементами которых являются атомар-
ные формулы и их отрицания, причем последовательность терминов после константы
существования содержит P или P ′ для любого P из T . Доказывается метатеорема о
разрешимости аналитико-табличного исчисления суждений существования.

Ключевые слова: суждения существования, атрибутивные суждения, силлогистика,
логическое исчисление, семантика, погружающая операция

Для цитирования: Маркин В.И. Аналитико-табличное исчисление, адекватное логи-
ке суждений существования // Логические исследования / Logical Investigations. 2024.
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12 В.И. Маркин

1. Введение

В [Маркин, 2021] была построена логическая теория, предназначенная
для анализа рассуждений, посылками и заключениями которых являются
суждения существования и их булевы комбинации. Под суждением суще-
ствования понимается простое суждение, логическим сказуемым которого
является термин «существует», рассматриваемый как знак особой онтоло-
гической характеристики индивидов. Логическим подлежащим в этих суж-
дениях является k -компонентная последовательность (k ≥ 1) общих терми-
нов — положительных или отрицательных. Например, в качестве субъектов
этих суждений могут выступать следующие языковые конструкции: «ум-
ный (человек)» (положительный общий термин), «необщительный» (от-
рицательный общий термин), «умный, необщительный, добрый» (тройка
общих терминов).

Логика суждений существования, по аналогии с современными систе-
мами силлогистики, строится на базе классической логики высказываний.
В алфавите ее языка содержатся: бесконечный список простых (положи-
тельных) общих терминов (будем использовать для них метапеременные
S, P , M , S1, ...), символ терминного отрицания (′), предназначенный для
образования отрицательных терминов, неопределенно-местная константа
существования (Υ), а также пропозициональные связки и скобки.

Общими терминами являются: (1) произвольный положительный об-
щий термин, (2) выражение вида S′, где S — положительный общий тер-
мин. S и S′ будем называть противоречащими терминами. В качестве
метапеременных по любым общим терминам (как положительным, так и
отрицательным) используются символы X, Z, X1, ...

Атомарными формулами языка являются выражения вида
ΥX1X2...Xk (k ≥ 1), где X1, X2, ..., Xk — общие термины. Формула
ΥX1X2...Xk фиксирует логическую форму суждения существования
«X1X2...Xk существуют». Например, логической формой суждения
«Умный, необщительный, добрый (человек) существует» будет формула
ΥSP ′M .

Сложные формулы образуются из других формул с помощью пропози-
циональных связок.

Исходной семантической конструкцией при построении логики сужде-
ний существования является модель – пара ⟨D, φ⟩, где D ̸= ∅, а φ(S) ⊆ D
для любого положительного общего термина S. Определяется функция ψ,
сопоставляющая значение каждому общему термину (включая отрицатель-
ные) в модели ⟨D, φ⟩: ψ(S) = φ(S), ψ(S′) = D \ φ(S). Вводится понятие
V-значимости формулы A в модели ⟨D, φ⟩ — определяется предикат зна-
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чимости V(A,D, φ). Условия значимости атомарных формул задаются сле-
дующим образом:

V(ΥX1X2...Xk,D, φ), е.т.е. ψ(X1) ∩ ψ(X2) ∩ ... ∩ ψ(Xk) ̸= ∅.

Условия значимости формул, образованных с помощью пропозициональ-
ных связок, в точности те же, что и в классической логике высказываний.

Формула A называется значимой в модели ⟨D, φ⟩, е.т.е. V(A,D, φ).
Формула A общезначима, е.т.е. A значима в каждой модели. Из формул
A1, A2, ..., An логически следует формула B, е.т.е. в каждой модели ⟨D, φ⟩,
в которой значимы формулы A1, A2, ..., An, формула B также является зна-
чимой.

Пара ⟨D, φ⟩ является моделью множества формул ∆, е.т.е. V(C,D, φ)
для любой формулы C из ∆. Будем говорить, что множество формул ∆
имеет модель, е.т.е. существует ⟨D, φ⟩, которая является моделью ∆.

В [Маркин, 2021] было доказано, что класс общезначимых формул ак-
сиоматизирует исчисление CΥ, которое содержит схемы аксиом классиче-
ского исчисления высказываний и шесть дополнительных схем аксиом:

Υ1. Υuv ⊃ (ΥuM ′ ∨ΥMv),
Υ2. ¬ΥSS′,
Υ3. ΥuXZv ⊃ ΥuZXv,
Υ4. ΥuX ⊃ ΥuXX,
Υ5. ΥwX ⊃ Υw,
Υ6. ΥS ∨ΥS′,

где u и v — пустые или конечные последовательности общих терминов (в Υ1
по крайней мере одна из них непуста), w — непустая конечная последова-
тельность общих терминов, S и M — положительные общие термины, X и
Z — произвольные общие термины.

Единственное правило вывода в исчислении CΥ — modus ponens. По-
нятия доказательства и теоремы обычные.

В [Маркин, 2022] был предложен аналитико-табличный вариант ис-
числения суждений существования и сформулирована процедура провер-
ки формул на общезначимость. Цель данной статьи — показать, что
аналитико-табличное исчисление (несколько модифицированное по срав-
нению с [Там же]) является адекватной формализацией логики суждений
существования. Будут доказаны метатеоремы о корректности, полноте и
разрешимости этого исчисления.

2. Аналитико-табличное исчисление

Дадим сначала строгую формулировку аналитико-табличного исчисле-
ния суждений существования.
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Конфигурацией называется семейство непустых множеств формул
языка.

Аналитической таблицей называется последовательность конфигура-
ций, в которой каждая последующая конфигурация получается из непо-
средственно предыдущей заменой некоторого множества формул по одно-
му из правил вывода.

В качестве правил вывода постулируются стандартные (пропозицио-
нальные) правила редукции для формул видов (A∧B), ¬(A∧B), (A∨B),
¬(A ∨B), (A ⊃ B), ¬(A ⊃ B), ¬¬A, а также дополнительные правила:

⟨Υi⟩ Γ

Γ ∪ {ΥM}|Γ ∪ {ΥM ′}

⟨Υ⟩ Γ ∪ {Υu}
Γ ∪ {ΥuM}|Γ ∪ {ΥuM ′}

⟨¬Υ⟩ Γ ∪ {¬Υu}
Γ ∪ {¬ΥuM, ¬ΥuM ′}

⟨Υ⟩ Γ ∪ {Υu}
Γ ∪ {Υ[u]}

⟨¬Υn⟩ Γ ∪ {¬Υu}
Γ ∪ {¬Υ[u]}

где u — произвольная последовательность общих терминов, [u] — после-
довательность, содержащая без повторений все термины из u, причем
(1) каждый положительный термин в ней предшествует каждому отрица-
тельному, (2) положительный термин S предшествует в ней положитель-
ному термину P , е.т.е. S предшествует P в алфавите языка, (3) отрица-
тельный термин S′ предшествует в ней отрицательному термину P ′, е.т.е.
S предшествует P в алфавите языка.

Множество формул замкнуто, е.т.е. оно содержит формулы вида C и
¬C или его элементом является формула Υu, причем в состав u входит как
некий термин S, так и противоречащий ему термин S′.

Конфигурация замкнута, е.т.е. все множества формул в ее составе за-
мкнуты.

Аналитическая таблица замкнута, е.т.е. ее последняя конфигурация
замкнута.

Формула A доказуема в данном исчислении, е.т.е. существует замкну-
тая аналитическая таблица, первой конфигурацией которой является се-
мейство {{¬A}}.

3. Корректность аналитико-табличного исчисления

Покажем сначала, что построенное исчисление корректно относительно
логики суждений существования, т.е. каждая доказуемая в нем формула
общезначима. Для этого предварительно докажем две леммы.
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Лемма 1. Если некоторая конфигурация в аналитической таблице со-
держит множество ∆, имеющее модель, то следующая конфигурация в
этой таблице также будет содержать множество, имеющее модель.

Доказательство. Допустим, что конфигурация на шаге n построения
аналитической таблицы содержит множество ∆, имеющее модель. Если
на шаге n + 1 множество ∆ не заменялось (а заменялось какое-то иное
множество формул), то конфигурация на этом шаге будет снова содержать
имеющее модель множество, а именно ∆. Рассмотрим далее случай, когда
на шаге n + 1 произошла замена множества ∆. Эта замена могла быть
произведена только по одному из правил вывода.

Из пропозициональных правил рассмотрим в качестве примера правила
⟨∧⟩ и ⟨¬∧⟩ (для остальных правил такого рода обоснование проводится
сходным образом).

Правило ⟨∧⟩. ∆ = Γ∪ {A∧B}. Поскольку ∆ имеет модель, то формула
A ∧B в этой модели значима. В силу семантики конъюнкции, обе форму-
лы — A и B — также значимы в этой модели. Следовательно, множество
∆ = Γ ∪ {A,B} имеет модель, причем ту же самую, что и ∆ .

Правило ⟨¬∧⟩. ∆ = Γ ∪ {¬(A ∧ B)}. Поскольку ∆ имеет модель, то
формула ¬(A∧B) в этой модели значима. Следовательно, формула A∧B
не значима в данной модели. Последнее, в силу семантики конъюнкции,
означает, что хотя бы одна из формул — A или B — не значима в данной
модели. Отсюда, в силу семантики пропозиционального отрицания, выте-
кает, что по крайней мере одна из формул — ¬A или ¬B — значима в этой
модели. Таким образом, какое-то из множеств следующей конфигурации —
Γ ∪ {¬A} или Γ ∪ {¬B} — имеет модель.

Правило ⟨Υi⟩. ∆ = Γ. Хотя бы одно из множеств — Γ ∪ {ΥM} или
Γ∪{ΥM ′} — имеет модель ⟨D, φ⟩, причем ту же самую, что и множество Γ.
Это обусловлено тем, что D ̸= ∅, а значит, ψ(M) ̸= ∅ или ψ(M ′) ̸= ∅,
поэтому по крайней мере одна из формул — ΥM или ΥM ′ — значима в
данной модели.

Правило ⟨Υ⟩. ∆ = Γ ∪ {Υu}. Пусть ⟨D, φ⟩ является моделью для этого
множества формул. Следовательно, формула Υu значима в ⟨D, φ⟩. Пусть u
есть последовательность общих терминов X1X2...Xk. В силу условия зна-
чимости атомарных формул ψ(X1) ∩ ψ(X2) ∩ ... ∩ ψ(Xk) ̸= ∅. Поскольку
D ̸= ∅, хотя бы одно из множеств — ψ(X1)∩ψ(X2)∩ ...∩ψ(Xk)∩φ(M) или
ψ(X1) ∩ ψ(X2) ∩ ... ∩ ψ(Xk) ∩ (D \ φ(M) — непусто, откуда вытекает, что
ΥuM или ΥuM ′ значима в ⟨D, φ⟩.

Правило ⟨¬Υ⟩. ∆ = Γ ∪ {¬Υu}. Пусть ⟨D, φ⟩ является моделью для
этого множества формул. Следовательно, формула Υu не значима в ⟨D, φ⟩,
то есть ψ(X1) ∩ ψ(X2) ∩ ... ∩ ψ(Xk) = ∅. Поскольку пересечение пустого
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множества с любым множеством является пустым, формулы ΥuM и ΥuM ′

не значимы в ⟨D, φ⟩. Следовательно, отрицания этих формул — ¬ΥuM и
¬ΥuM ′ — значимы в этой модели.

Правило ⟨Υn⟩. ∆ = Γ∪{Υu}. Пусть ⟨D, φ⟩ является моделью для этого
множества формул. Последовательности u и [u] могут различаться лишь
порядком терминов в их составе и отсутствием дубликатов терминов во
второй последовательности. Формула Υ[u] значима в ⟨D, φ⟩ (как и Υu)
в силу условия значимости атомарных формул, законов коммутативности
и идемпотентности для операции ∩.

Правило ⟨¬Υn⟩. Рассматривается аналогично предыдущему.
Таким образом, мы установили, что при применении любого правила

вывода, заменяющего имеющее модель множество формул ∆ в составе кон-
фигурации на некотором шаге построения аналитической таблицы, в сле-
дующей конфигурации также найдется множество, имеющее модель. ■

Лемма 2. Никакое замкнутое множество формул не имеет модели.

Доказательство. Множество формул замкнуто в двух случаях: (1) ко-
гда оно содержит формулы вида C и ¬C; (2) когда его элементом является
формула Υu, причем в состав u входит как некий термин S, так и проти-
воречащий ему термин S′.

Случай (1) очевиден: формулы вида C и ¬C не могут быть значимыми
в одной и той же модели, так как ¬C значима в ⟨D, φ⟩, е.т.е. C не значима
в ⟨D, φ⟩.

В случае (2) формула Υu, где u содержит термины S и S′, не значима
ни в одной модели, поскольку φ(S)∩ (D\φ(S)) = ∅, а пересечение пустого
множества с любым пусто. ■

Теорема 1. (Теорема о корректности) Если формула A доказуема,
то A общезначима.

Доказательство. Рассуждаем от противного. Допустим, что формула A
доказуема, но не общезначима. Доказуемость формулы A означает суще-
ствование замкнутой аналитической таблицы, первая конфигурация кото-
рой содержит единственный элемент — множество {¬A}. Из факта необ-
щезначимости формулы A следует, что существует модель, в которой она
не является значимой. В силу семантики пропозиционального отрицания
из этого вытекает, что в данной модели значима формула ¬A. Тогда мно-
жество {¬A} имеет модель, то есть первая конфигурация в замкнутой таб-
лице, свидетельствующей о доказуемости формулы A, содержит множество
(а именно {¬A}), имеющее модель. Согласно Лемме 1, каждая следующая
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конфигурация также содержит множество, имеющее модель. В том числе,
будет иметь модель и какое-то множество в последней конфигурации. Но
это невозможно, поскольку последняя конфигурация содержит только за-
мкнутые множества, а в силу Леммы 2 такие множества не имеют моделей.
В рассуждении получено противоречие. ■

4. Разрешающая процедура. T -таблицы

Сформулируем процедуру, позволяющую, как будет показано дальше,
в конечное число шагов решать вопрос о доказуемости произвольной фор-
мулы A.

Предварительно выделяется список T положительных терминов, содер-
жащий все такие P , что P или P ′ входят в состав формулы A.

1. Первая конфигурация содержит единственное множество — {¬A}.
2. Применяются пропозициональные правила ⟨∧⟩, ⟨¬∧⟩, ⟨∨⟩, ⟨¬∨⟩, ⟨⊃⟩,

⟨¬ ⊃⟩, ⟨¬¬⟩ до тех пор, пока в каждом множестве в составе конфигураций
не останутся лишь формулы видов Υu и ¬Υu.

3. Применяется правило ⟨Υi⟩ по одному разу относительно каждого
положительного термина M из списка T .

4. Применяются правила ⟨Υ⟩ и ⟨¬Υ⟩ относительно любой формулы вида
Υu и ¬Υu, где u не содержит противоречащих друг другу терминов, и лю-
бого положительного термина M из списка T такого, что ни M , ни M ′ не
входят в u.

5. Применяются правила ⟨Υn⟩ и ⟨¬Υn⟩ относительно всех формул вида
Υu и ¬Υu таких, что u в них не совпадает с [u].

По завершении процедуры имеем аналитическую таблицу, которую на-
зовем T -таблицей. T -таблицы имеют следующую специфику: в состав по-
следней конфигурации входят такие множества, элементами которых яв-
ляются лишь формулы видов Υ[u] и ¬Υ[u], причем [u] содержит M или M ′

для любого термина M из списка T .
В последней конфигурации T -таблицы либо все множества формул за-

мкнуты (и тогда формула A доказуема, по определению), либо по край-
ней мере одно из множеств незамкнуто (такое множество назовем T -не-
замкнутым).

Любое T -незамкнутое множество обладает важным свойством: суще-
ствует модель, в которой каждая формула из этого множества значима.
Докажем это утверждение.

Лемма 3. T -незамкнутое множество имеет модель.
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Доказательство. Элементами T -незамкнутого множества могут быть
формулы двух видов — Υ[u] или ¬Υ[u]. При этом если [u] содержит проти-
воречащие термины, то Υ[u] не может быть элементом данного множества,
так как в таком случае оно было бы замкнутым. В принципе, в состав
T -незамкнутого множества могут входить формулы вида ¬Υ[u], где [u] со-
держит противоречащие термины, но такого рода формулы значимы в лю-
бой модели. Остальные элементы T -незамкнутого множества имеют вид
Υ[u] или ¬Υ[u], причем для любого термина M из списка T верно, что
либо M , либо M ′ (но не оба вместе) входят в [u].

Заметим, что по крайней мере одна формула Υ[u] входит в T -не-
замкнутое множество. Это обусловлено спецификой описанной выше про-
цедуры, требующей обязательного применения, во-первых, правила ⟨Υi⟩
относительно каждого положительного термина из списка T , во-вторых,
правила ⟨Υ⟩ относительно любой формулы вида Υu и любого положитель-
ного термина M из списка T . Тогда в силу незамкнутости рассматривае-
мого множества всегда найдется такая последовательность [u], что ¬Υ[u]
не содержится в T -незамкнутом множестве.

Сопоставим произвольному T -незамкнутому множеству ∆ следующую
модель ⟨D∗, φ∗⟩: D∗ = {[u] : Υ[u] ∈ ∆}, φ∗(S) = {[u] : Υ[u] ∈ ∆ и S содер-
жится в [u]}. Пара ⟨D∗, φ∗⟩ удовлетворяет всем условиям, предъявляемым
к моделям логики суждений существования. Поскольку, как отмечалось
выше, T -незамкнутое множество содержит хотя бы одну формулу вида
Υ[u], D∗ является непустым. Функция φ∗ задана так, что φ∗(S) ⊆ D∗.

Покажем, что любая формула, входящая в ∆, значима в ⟨D∗, φ∗⟩.
Рассмотрим сначала те формулы из ∆, которые имеют вид Υ[u]. То-

гда [u] есть последовательность типа S1S2...SnP ′
1P

′
2...P

′
m, где n ≥ 0, m ≥ 0,

n + m ≥ 1, причем никакой Si не совпадает ни с каким Pj (в последова-
тельности отсутствуют противоречащие термины), и для любого положи-
тельного термина M из T верно, что в [u] содержится M либо M ′.

Атомарная формула вида Υ[u] значима в модели ⟨D∗, φ∗⟩, е.т.е. ψ∗(S1)∩
ψ∗(S2) ∩ ... ∩ ψ∗(Sn) ∩ ψ∗(P ′

1) ∩ ψ∗(P ′
2) ∩ ... ∩ ψ∗(P ′

m) ̸= ∅. Последнее утвер-
ждение, согласно определению функции ψ, эквивалентно следующему:
φ∗(S1)∩φ∗(S2)∩ ...∩φ∗(Sn)∩(D\φ∗(P1))∩(D\φ∗(P2))∩ ...∩(D\φ∗(Pm)) ̸= ∅.
Очевидно, что для каждого Si верно, что [u] ∈ φ∗(Si), поскольку Υ[u] ∈ ∆
и Si содержится в [u]. А для каждого Pj верно, что [u] ∈ D∗ \ φ∗(Pj), ведь
[u] является элементом D∗ (так как Υ[u] ∈ ∆, но при этом Pj не содержится
в [u] (в эту последовательность входит отрицательный термин P ′

j). Таким
образом, [u] является общим элементом каждого множества φ∗(Si) и каж-
дого множества D∗ \ φ∗(Pj), поэтому пересечение этих множеств непусто,
а формула Υ[u] значима в модели ⟨D∗, φ∗⟩.
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Рассмотрим далее формулы из ∆, которые имеют вид ¬Υ[u]. Если в [u]
входят противоречащие термины M и M ′, то в любой модели Υ[u] не явля-
ется значимой, так как φ(M)∩(D\φ(M)) = ∅ в каждой модели, а пересече-
ние пустого множества с любым пусто. Следовательно, ¬Υ[u] общезначима,
в частности она значима и в ⟨D∗, φ∗⟩.

Пусть [u] не содержит противоречащих терминов и имеет вид
S1S2...SnP

′
1P

′
2...P

′
m с теми же ограничениями, что и ранее. Допустим, что

формула ¬Υ[u] не значима в ⟨D∗, φ∗⟩, тогда в данной модели значима фор-
мула Υ[u]. Это означает, что φ∗(S1)∩φ∗(S2)∩ ... ∩φ∗(Sn)∩ (D∗ \φ∗(P1))∩
(D∗\φ∗(P2))∩ ... ∩(D∗\φ∗(Pm)) ̸= ∅. Тогда существует последовательность
[w] ∈ D∗ (то есть, такая последовательность, что Υ[w] ∈ ∆), для которой
верно, что [w] принадлежит каждому множеству φ∗(Si) и каждому множе-
ству D∗ \ φ∗(Pj).

Очевидно, что последовательность [w] не совпадает с [u], поскольку в
этом случае ∆ содержало бы не только ¬Υ[u], но и Υ[u], а по условию Лем-
мы, ∆ — незамкнутое множество. Тогда возможны два не исключающих
друг друга случая: (a) по крайней мере один положительный термин Si из
[u] отсутствует в [w], и вместо него в [w] входит термин S′

i; (b) по крайней
мере один отрицательный термин P ′

j из [u] отсутствует в [w], и вместо него
в [w] входит термин Pj .

В случае (a) [w] /∈ φ∗(Si), поскольку [w] содержит не термин Si, а тер-
мин S′

i. В случае (b) [w] ∈ φ∗(Pj), а значит [w] /∈ D∗ \ φ∗(Pj). Таким об-
разом, любая последовательность из D∗ не принадлежит какому-то φ∗(Si)
или какому-то D∗\φ∗(Pj). Поэтому множество φ∗(S1)∩φ∗(S2)∩...∩φ∗(Sn)∩
(D∗ \ φ∗(P1)) ∩ (D∗ \ φ∗(P2)) ∩ ... ∩ (D∗ \ φ∗(Pm)) пусто, и формула Υ[u] не
является значимой в ⟨D∗, φ∗⟩. Последнее противоречит принятому допу-
щению. Следовательно, формула ¬Υ[u] значима в данной модели.

Мы показали, что все формулы, входящие T -незамкнутое множество ∆,
значимы в модели ⟨D∗, φ∗⟩.

■

5. Полнота и разрешимость аналитико-табличного
исчисления

Для демонстрации полноты нашего аналитико-табличного исчисления
докажем еще две леммы.

Лемма 4. Пусть ⟨D, φ⟩ — модель множества формул ∆, входящего в
некоторую конфигурацию аналитической таблицы. Если ∆ получено по
некоторому правилу вывода заменой множества Λ в составе предшеству-
ющей конфигурации, то ⟨D, φ⟩ является моделью множества Λ.
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Доказательство. Осуществляем разбор случаев применения всех воз-
можных правил вывода, в результате которых произошла замена Λ на ∆.

Правило ⟨∧⟩. Λ = Γ ∪ {A ∧ B}, а ∆ = Γ ∪ {A,B}. Поскольку из A, B
логически следует A ∧B, любая модель ∆ является также моделью Λ.

Правило ⟨¬∧⟩. Λ = Γ∪{¬(A∧B)}, а ∆ есть либо Γ∪{¬A}, либо Γ∪{¬B}.
Поскольку ¬(A ∧ B) логически следует как из ¬A, так и из ¬B, любая
модель ∆ является также моделью Λ.

Остальные пропозициональные правила вывода рассматриваются ана-
логично. Искомый тезис обосновывается с использованием верных мета-
утверждений: A ∨ B логически следует как из A, так и из B; из ¬A, ¬B
логически следует ¬(A ∨ B); A ⊃ B логически следует как из ¬A, так и
из B; из A, ¬B логически следует ¬(A ⊃ B); из A логически следует ¬¬A.

Правило ⟨Υi⟩. В этом случае ∆ есть либо Λ ∪ {ΥM}, либо Λ ∪ {ΥM ′}.
Поскольку Λ ⊆ ∆, любая модель ∆ является моделью и Λ.

Правило ⟨Υ⟩. Λ = Γ∪{Υu}, а ∆ есть либо Γ∪{ΥuM}, либо Γ∪{ΥuM ′}.
Несложно установить, что Υu логически следует как из ΥuM , так и из
ΥuM ′. Поэтому любая модель ∆ является также моделью Λ.

Правило ⟨¬Υ⟩. Λ = Γ ∪ {¬Υu}, а ∆ = Γ ∪ {¬ΥuM,¬ΥuM ′}. Несложно
установить, что из ¬ΥuM , ¬ΥuM ′ логически следует ¬Υu. Поэтому любая
модель ∆ является также моделью Λ.

Правило ⟨Υn⟩. Λ = Γ∪{Υu}, а ∆ = Γ∪{Υ[u]}. Очевидно, что формулы
Υu и Υ[u] логически эквивалентны (следуют друг из друга). Поэтому и в
этом случае утверждение леммы верно.

Правило ⟨¬Υn⟩. Рассматривается аналогично предыдущему. ■

Лемма 5. Если T -таблица, построенная по списку T всех положитель-
ных терминов, входящих в формулу A, содержит в своей последней кон-
фигурации незамкнутое множество, то множество {¬A} имеет модель.

Доказательство. Пусть T -таблица начинается с конфигурации {{¬A}}
и заканчивается конфигурацией, содержащей T -незамкнутое множество
формул ∆. Согласно Лемме 3, ∆ имеет модель, а именно определенную
в процессе доказательства леммы пару ⟨D∗, φ∗⟩.

Находим ту конфигурацию, в которой множество ∆ появилось в ре-
зультате применения некоторого правила вывода, заменяющего множество
Λ в предшествующей конфигурации. Согласно Лемме 4, ⟨D∗, φ∗⟩ является
моделью и для множества Λ. Далее ищем конфигурацию, в которой уже
множество Λ появилось в результате применения правила, заменяющего
некое другое множество формул, и снова используем Лемму 4. Повторяем
указанные действия нужное число раз. В силу конечности T -таблицы в
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итоге окажется, что единственное множество в составе первой конфигура-
ции — множество {¬A} — имеет модель, а именно ⟨D∗, φ∗⟩. ■

Теорема 2. (Теорема о полноте) Если формула A общезначима, то A
доказуема.

Доказательство. Рассуждаем от противного. Допустим, что формула
A общезначима, но не доказуема. Поскольку формула A не является дока-
зуемой, не существует замкнутой аналитической таблицы, начинающейся
с конфигурации {{¬A}}. В частности, незамкнута и T -таблица с первой
такой конфигурацией. То есть существует T -незамкнутое множество фор-
мул в последней конфигурации T -таблицы. Тогда, согласно Лемме 5, мно-
жество {¬A} имеет модель. В этой модели значима ¬A, а значит, формула
A значимой не является. Но, поскольку A общезначима, она должна быть
значимой и в данной модели. Пришли к противоречию. ■

Покажем, что описанная выше процедура построения T -таблицы яв-
ляется разрешающей, то есть эта процедура позволяет в конечное число
шагов решать вопрос о том, доказуема или нет произвольная формула.

Теорема 3. (Теорема о разрешимости) Сформулированное ранее
аналитико-табличное исчисление, адекватное логике суждений суще-
ствования, разрешимо.

Доказательство. Любая формула имеет конечную длину, поэтому спи-
сок положительных терминов, входящих в ее состав, конечен. Процедура
организована так, что число применений правил вывода ограничено спис-
ком T . Поэтому в T -таблице имеется последняя конфигурация, содержа-
щая конечное число конечных множеств формул.

В последней конфигурации T -таблицы либо все множества формул за-
мкнуты, либо по крайней мере одно из множеств незамкнуто. В первом
случае формула A доказуема, по определению. Во втором случае, в силу
Леммы 5, множество {¬A} имеет модель. Тогда формула A не является
общезначимой, а значит, в силу Теоремы о корректности, A недоказуема.

■
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On the other hand, Kripke’s original proof using the tableau method is less
well-known and has been criticized for its lack of rigor [Negri, 2009]. How-
ever, many non-algebraic, proof-theoretical methods that are similar in spirit
to Kripke’s original proof have been proposed in the literature. For instance,
a completeness proof for normal modal propositional systems using labelled
sequent calculi is presented in [Ibid.], which avoids the shortcomings of both
Kripke’s and Henkin’s style proofs (the incapability of providing countermodels
on the part of the latter) by providing a more rigorous and generalizable ap-
proach. This approach was later extended to normal modal predicate systems
in [Negri, von Plato, 2011].

In this paper, we will present a Henkin-style completeness proof for nor-
mal modal predicate systems using Boolean algebras. This means our proof
falls into the algebraic camp, at least in a broad sense. However, our approach
differs from the traditional Henkin-style proof that uses maximal consistent
sets. Instead, we extend the completeness proof for classical predicate logic
presented in [Bell, Slomson, 2006, pp. 61–65] by utilizing ultrafilters in Boolean
algebras1.

It’s worth noting that there is an internal relationship between maximal
consistent sets and ultrafilters, which we will make clear in the following. Let
L be a language of a system Λ of modal (propositional or predicate) logic. Sup-
pose a set Γ of formulas of L is a maximal consistent set with respect to Λ.
Then, Γ has the following properties:

(i) There is no finite subset {ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ Γ such that ⊢Λ ¬(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn).

(ii) For every formula ϕ of L, either ϕ ∈ Γ or ¬ϕ ∈ Γ.

Let u be an ultrafilter in a Boolean algebra ⟨A,⊓,∗ , 0⟩2. Then, u has the
following properties:

(i*) There is no finite subset {x1, . . . , xn} ⊆ u such that their meets are the
minimum, namely, x1 ⊓ . . . ⊓ xn = 0.

(ii*) For every element x of A, either x ∈ u or its complement x∗ ∈ u.

Let L = ⟨A,⊓,∗ , 0⟩ be the Lindenbaum algebra of Λ, in which [ϕ] is the equiv-
alence class of a formula ϕ under some equivalence relation and A is the set of
all such equivalent classes3. Then, for each Λ-maximal consistent set Γ, there
is a corresponding set u such that for every formula ϕ, ϕ ∈ Γ if and only if

1Algebraic completeness proofs for classical logic using cylindric and polyadic algebras
instead of Boolean algebras can be found in [Corsi, 2002].

2Refer to Section 1 of the paper for the definitions of “⊓”, “∗”, and “0”.
3This equivalence relation is defined in Definition 2 of Section 3.
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[ϕ] ∈ u. The set u is an ultrafilter in L; moreover, (i) holds if and only if (i*)
holds, and (ii) holds if and only if (ii*) holds.

When dealing with a system Λ of normal modal propositional logic, the
traditional completeness proof using maximal consistent sets can be translated
to a proof using ultrafilters, and vice versa, due to the interrelation mentioned
in the last paragraph. Let ⟨W,R, V ⟩ be the canonical model of Λ, where:

• W is the set of all Λ-maximal consistent sets.

• For every world w and w′, wRw′ if for any formula ϕ of L, 2ϕ ∈ w implies
ϕ ∈ w′.

• For every propositional variable p in L, V (p) = 1 if p ∈ w.

We can now translate the canonical model to a model ⟨U,R,V⟩, where:

• U is the set of all ultrafilters u in L, with the property that for every
formula ϕ of L, [ϕ] ∈ u if and only if ϕ ∈ w for some w ∈W .

• For every world u and u′, uRu′ if for any formula ϕ of L, [2ϕ] ∈ u implies
[ϕ] ∈ u′.

• For every propositional variable p in L, V(p) = 1 if [p] ∈ u.

Therefore, we obtain a model ⟨U,R,V⟩ that falsifies every formula that is not
a theorem of Λ. This results in a Boolean algebraic completeness proof for Λ.

Another completeness proof for a system Λ of normal modal propositional
logic using Boolean algebras is already presented in [Blackburn et al., 2002,
pp. 261–291] and [Venema, 2007]. Both our proof and theirs utilize conceptual
resources in Boolean algebras. However, the main difference between the two
lies in the fact that our proof provides Λ with Kripke semantics, whereas their
algebraic proofs provide it with algebraic semantics. Let ⟨A,⊓,∗ , 0, f⋄⟩ be the
so-called expansion of the Boolean algebra ⟨A,⊓,∗ , 0⟩ with the operator f⋄
[Blackburn et al., 2002, p. 275], where

f3(0) = 0 and f⋄(x ⊓ y) = f⋄(x) ⊓ f⋄(y) for all x, y ∈ A4.

Let θ be a function from the set of all propositional variables in L to A. Then
θ can be extended uniquely to a function θ̄ from the set of all formulas in L

to A:
4This expansion is called modal algebras in other literatures, say, [Chagrov, Zakharyaschev,

1997, p. 214] and [Tanaka, 2022].
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• θ̄(p) = θ(p) for every propositional variable p in L.

• θ̄(⊥) = 0.

• θ̄(¬ϕ) = θ(ϕ)∗.

• θ̄(ϕ ∧ ψ) = θ̄(ϕ) ⊓ θ̄(ψ).

• θ̄(3ϕ) = f⋄(θ̄(ϕ)).

In doing this, we are giving the language L of Λ an algebraic semantics.
The full complex algebra of the ultrafilter frame ⟨U,R⟩ is the expan-

sion of the power set algebra ⟨P (U),∩, \, ∅⟩ with an operator R, where
R(X) = {u ∈ U : ∃v ∈ UuRv} for each X ⊆ U5. According to the Jónsson–
Tarski theorem [Blackburn et al., 2002, p. 289], we can embed the expansion of
the Boolean algebra L of Λ with the operator f⋄ into this full complex algebra.
According to a theorem from [Ibid., p. 282], the axioms of Λ are true in this ex-
pansion, where the algebraic notion of truth is defined in [Ibid., p. 278]6. Using
this theorem, we can then show that Λ is complete with respect to complex
algebras, which are concrete Boolean algebras with operators that encapsulate
all information pertinent to frame validity.

The generalization of the aforementioned algebraic completeness proof to
cover systems of normal modal predicate logic was not addressed in [Blackburn
et al., 2002]. Given the pivotal role which the Jónsson–Tarski theorem plays
therein, the crucial part of the required generalization would be how to extend
the theorem to such systems. Such an extension is presented in [Tanaka, Ono,
1998], which uses Q-filters, Q-filter neighborhood frames of modal algebras,
and dual modal algebras of neighborhood frames, instead of ultrafilters, ultra-
filter frames of modal algebras, and full complex algebras of ultrafilter frames,
respectively7. In the case of normal modal propositional logic, the Jónsson–
Tarski theorem states that a modal algebra is embeddable in the full complex

5Here, “\” denotes the operation of taking the complement of a subset relative to the
universal set U, and P (U) is the power set of U.

6For a comprehensive understanding of modal logic and its algebraic semantics, one can
also refer to [Chagrov, Zakharyaschev, 1997, pp. 193–234]. This chapter contains nearly
all the material found in [Blackburn et al., 2002, pp. 261–332]. For instance, the theorem
in [Ibid., p. 282] is equivalent to theorem 7.43 in [Chagrov, Zakharyaschev, 1997, p. 214].

7In a Boolean algebra ⟨A,⊓,∗ , 0⟩, an ultrafilter F in the algebra is a Q-filter determined
by S ⊆ P (A) if F is closed under the meets of all elements of S. The notion is due to Rasiowa
and Sikorsiki [Rasiowa, Sikorski, 1963, pp. 86–87]. It is intended to deal with the problem
of how to preserve infinite meets and joins under an isomorphism from a Boolean algebra to
another. This is important to the current topic because in modal predicate logics, universal
and existential quantifiers are supposed to be interpreted in the algebraic semantics as infinite
meets and joins.
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algebra of its ultrafilter frame; for normal modal predicate logic, the extended
Jónsson–Tarski theorem asserts that a modal algebra is embeddable in the dual
modal algebra of its neighborhood frame.

Now, let ⟨C,N⟩ be the Q-filter neighborhood frame of the modal algebra
⟨L, f⋄⟩ for S, where L and f⋄ are defined previously, and S is a subset of the
power set of the carrier of L8. For every n-place predicate letter P in the lan-
guage of Λ of normal modal predicate logic and every variable xi therein, let I
be such a function that ⟨x1, . . . , xn⟩ ∈ I(F, P ) if [P (x1, . . . , xn)] ∈ F , where F
is a Q-filter for S. A model ⟨C,N,D, I⟩ is built out of these elements, where
D is the set of all variables in the language. The extended Jónsson–Tarski
theorem allows us to show that every formula is a theorem of Λ if and only if it
is true in the model. Consequently, many renowned systems of normal modal
predicate logic can be shown to be complete with respect to a class of certain
frames9.

In the context of normal modal logic, two types of completeness proofs us-
ing Boolean algebras have been mentioned. The algebraic proofs in [Blackburn
et al., 2002, pp. 261–291]; [Venema, 2007; Tanaka, Ono, 1998] provide it with
an algebraic semantics, while our completeness proof, as previously outlined,
provides normal modal propositional logic with Kripke semantics. However,
our proof has yet to be extended to cover normal modal predicate logic without
the use of Q-filters and related concepts.

In the case of normal modal propositional logic Λ, it has been shown how the
traditional completeness proof using maximal consistent sets can be translated
to one using its Boolean algebraic counterpart, i.e., ultrafilters. As demon-
strated, the crucial part of this is to take the ultrafilter frame as an isomorphic
copy of the frame of the canonical model. In fact, the former can be established
directly without presupposing anything about the latter, although our expedi-
ent construction has made the latter an integral part of the former.

Given the success of this translation, it seems reasonable to use a similar
approach in our completeness proof for a system Λ of normal modal predicate
logic, which we have yet to develop. If our proof is supposed to adopt this
approach, as one naturally expects, it would go as follows. The traditional
completeness proof for Λ [Cresswell, Hughes, 1996, p. 261] relies on a canonical
model ⟨W,R,D, V ⟩, where:

8Where L is a Boolean algebra ⟨A,⊓,∗ , 0⟩, A is sometimes referred to as “the carrier” of L.
9Since classical predicate logic is a sub-logic of any normal modal predicate logic, it does

not come as a surprise that its completeness can be proven using the extended Jónsson–Tarski
theorem. Such a proof is presented in [Tanaka, Ono, 1998].
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• W is a set of Λ-maximal consistent sets with the ∀-property10.

• D is the set of all individual variables in the language L+ resulting from
the language L of Λ by adding a denumerably infinite set of new individual
variables to L.

• For every n-place predicate P of L and every variable xi in L,
⟨x1, . . . , xn, w⟩ ∈ V (P ) if and only if P (x1, . . . , xn) ∈ w.

Because of the relationship between maximal consistent sets and ultrafilters,
we can construct a new model ⟨U,R, D,V⟩ from the canonical model, where:

• U is the set of all ultrafilters with the ∀-property u in L, with the property
that for every formula ϕ of L, [ϕ] ∈ u if and only if ϕ ∈ w for some
w ∈W 11.

• For each n-place predicate P of L and every variable xi in L,
(x1, . . . , xn, u) ∈ V(P ) if and only if [P (x1, . . . , xn)] ∈ u.

Moreover, just as there is a theorem [Cresswell, Hughes, 1996, pp. 258–260]
guaranteeing the existence of the possible worlds in W , there is also a theorem
that guarantees the existence of the possible worlds in U. With this new
model, everything that can be proven in the traditional proof can also be
proven in ours.

If we were to follow the proposed approach for our completeness proof,
it would have two shortcomings, although they are not fatal. First, it would
lack originality. Despite initially appearing to rely on the canonical model
and its associated theorems, they are actually unnecessary. The suggested
translations are only pedagogically significant, providing a hint as to how our
proof should proceed if we choose to use that form. In fact, it is possible to set
up the new model directly without reference to the canonical model. However,
the proof may still appear to be a straightforward exercise precisely because
of the dispensable material. Second, it seems that the line of reasoning used
in the traditional completeness proof has been employed in the proof in a
disguised and convoluted way, making it less clear for those attempting to
comprehend it.

10A world w is said to possess the ∀-property if for any formula ϕ of the language L there
is a variable xj therein such that ϕ(xi|xj)→ ∀xiϕ(xi) ∈ w [Cresswell, Hughes, 1996, p. 257].
Here, ϕ(xi|xj) is the result of substituting xj for all free occurrences of xi in ϕ, where xj is
free for xi.

11An ultrafilter u is said to possess the ∀-property if for any formula ϕ of the language L,
there is a variable xi therein such that [ϕ(xi|xj)→ ∀xiϕ(xi)] ∈ w, where ϕ(xi|xj) is the result
of substituting xj (being free for xi in ϕ) for all free occurrences of xi in ϕ.
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To avoid these shortcomings, our completeness proof should not rely on
a disguised translation of the existing traditional proof while pretending to
make no reference to its line of argument. Therefore, we must avoid using the
notion of ultrafilters with the ∀-property and the corresponding theorem that
guarantees their existence. In our paper, we will provide a proof that does not
make any implicit or furtive references to these notions.

The paper will be organized as follows: Section 1 will review some key
concepts and propositions about Boolean algebras that will be used later.
Section 2 will specify modal languages, their semantics, and normal modal
predicate systems. These two sections are prerequisites, although they are
a cliche. Section 3 will be the core of the paper, where we will provide a
detailed construction of a model using Boolean algebras. Finally, Section 4
will conclude the paper.

1. Boolean algebraic aspects

In this section, we will establish notation and introduce some key concepts and
theorems about Boolean algebras that will be used later in the paper. Let’s
begin with the concept of a partially ordered set, denoted by ⟨X,⩽⟩, where
X is a non-empty set and ⩽ is a partial order on X, meaning ⩽ is a binary
relation that is reflexive, antisymmetric, and transitive. When it is clear from
the context, we will refer to the partially ordered set simply as X without
explicitly mentioning the partial order.

Given a partially ordered set X, an element x ∈ X is said to be an upper
bound of a subset A ⊆ X if for all y ∈ A, y ⩽ x. Similarly, x ∈ X is said to
be a lower bound of a subset A ⊆ X if for all y ∈ A, x ⩽ y. By the definition
of X, if X has an upper bound, it must be unique; in this case, we refer to the
unique upper bound of X the maximum of X and denote it by 1. Similarly, if
X has a lower bound, it is unique and we refer to the unique lower bound of X
the minimum of X and denote it by 0.

If there exists an element x ∈ X that is the supremum (least upper bound)
of A, we denote this x by supA. Similarly, if there exists an element x ∈ X
that is the infimum (greatest lower bound) of A, we denote it by infA.

If A is a two-element subset of X, we write x ⊔ y, called the join of x and
y, for supA and x ⊓ y, called the meet of x and y, for infA. X is said to be a
lattice if for every two-element subset A = {x, y} ⊆ X, both x ⊓ y and x ⊔ y
exist.

A lattice X is said to be complemented if it satisfies the following two
conditions: (1) X has a maximum 1 and a minimum 0, and (2) for every
x ∈ X, there exists some y ∈ X such that x⊔y = 1 and x⊓y = 0. The element
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y is called a complement of x. Being a partially ordered set, a lattice has a
unique maximum if it has one, and similarly, it has a unique minimum if it has
one. However, in a complemented lattice X, not every member x necessarily
has a unique complement. But if the complemented lattice X is distributive,
that is, for all x, y, z ∈ X, (x ⊔ y) ⊓ z = (x ⊓ z) ⊔ (y ⊓ z), then x has a unique
complement. We use x∗ to denote the unique complement of x in a distributive
complemented lattice X.

A Boolean algebra is a distributive complemented lattice. Given a Boolean
algebra B = ⟨X,⩽⟩, for the sake of simplicity, we may use “x ∈ B” and “F ⊆ B”
instead of “x ∈ X” and “F ⊆ X”, respectively, where no confusion is likely to
arise.

One of the key notions in lattices and Boolean algebras is that of ultrafilters,
which plays a crucial role in our proof and deserves a full statement.

Definition 1. Let X be a lattice and F be a nonempty subset of X.
1. F is a filter in X if the following conditions are fulfilled:
(1.1) F ̸= X.
(1.2) For every x and y in X, if x, y ∈ F , then x ⊓ y ∈ F .
(1.3) For every x ∈ F and every y ∈ X, if x ⩽ y, then y ∈ F .
2. F is an ultrafilter in X if the following conditions are fulfilled:
(2.1) F is a filter.
(2.2) For any filter G in X such that F ̸= G, F is not a proper subset of G.

It stands to reason that any ultrafilter in a lattice does not contain the mini-
mum. Otherwise, it would not qualify as an ultrafilter.

Moreover, an ultrafilter in a Boolean algebra possesses a highly significant
property that will be utilized extensively in the subsequent discussion:

Theorem 1. If F is a filter in a Boolean algebra B, then F is an ultrafilter
if and only if, for each x ∈ B, either x ∈ F or x∗ ∈ F , but not both [Bell,
Slomson, 2006, p. 15].

Given a Boolean algebra B, a subset A of B is said to have the finite
intersection property (henceforth referred to as the fip) if the infimum of any
finite subset of A is not equal to 0, i.e., infA ̸= 0, where 0 is the minimum of B.
Regarding the relation between the fip and ultrafilters, we have the following
theorem:

Theorem 2. For any nonempty subset A of a Boolean algebra B, if A has the
fip, then there is an ultrafilter F in B such that A is a subset of F [Ibid., p. 16].
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Another theorem that will play a crucial role in our constructions of models
later is Tarski’s Lemma, as it is called in [Bell, Slomson, 2006, p. 21]. Strictly
speaking, for its full expression, we need two more concepts: canonical homo-
morphisms and the quotient algebra B/F of a Boolean algebra B modulo a
filter F in B. However, the latter turns out to be dispensable for our purposes,
due to the fact that if F is an ultrafilter in B, then B/F is isomorphic to the
Boolean algebra 2 = {0, 1}, which is partially ordered such that 0 ⩽ 0, 0 ⩽ 1,
and 1 ⩽ 1 [Ibid., p. 20]. Moreover, due to this isomorphism, we only need
the notion of a homomorphism between two Boolean algebras, which is quite
common: given two Boolean algebras B1 and B2, a homomorphism of B1 onto
B2 is a map from B1 onto B2 that preserves the algebraic operations, i.e., the
operations of meet, join, and complement as defined previously. For a precise
definition of the notion, see [Ibid., p. 17].

Using the concept of homomorphism, we can now present Tarski’s Lemma.
Suppose B is a Boolean algebra. Let {An : n ∈ ω} be a countable collection of
subsets An of B such that each An has an infimum — that is, infAn exists, say,
an. Suppose, further, F is an ultrafilter in B. Let h be such a homomorphism
from B onto 2 that for every x ∈ B, h(x) = 1 if x ∈ F and h(x) = 0 if x /∈ F .
The ultrafilter F in B is said to preserve the infinite meets of An if

for every n ∈ ω, h(an) = inf {h(a) : a ∈ An}.

Now the lemma can be stated as follows:

Theorem 3 (Tarski’s Lemma). If a member x in B is not equal to 0, namely,
x is not the minimum of B, then there is an ultrafilter F in B containing x
which preserves the infinite meets of An [Ibid., p. 21].

2. Normal modal predicate logics

Since the basic concepts of modal logic, both propositional and predicate, are
well-known, we shall refer to them only to establish our notation, following the
conventions in [Cresswell, Hughes, 1996].

The language L of lower predicate logic (LPC) uses the following primitive
symbols:

• For every natural number n, a nonempty set (at most denumerably infi-
nite) of n-place predicates Pmn .

• A denumerably infinite set of individual variables {xi : i ∈ ω}.

• The logical symbols ∀, →, ¬, the left parenthesis ( and the right paren-
thesis ).
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To simplify the notation, we may use P instead of Pmn for the m-th n-place
predicate. Additional logical symbols, such as ∧ and ∨ are introduced into L
in the standard way.

The notion of formulas of L is discursively defined. For any n-place pred-
icate P , P (x1, . . . , xn) is an atomic formula. An atomic formula is a formula.
If ϕ and ψ are formulas and xi is a variable, then (¬ϕ), (ϕ→ ψ), and ((∀xi)ϕ)
are formulas. Parentheses in formulas are omitted by following certain conven-
tions12.

The concept of free and bound occurrences of variables and the notion of
a variable being free for another variable in a formula ϕ are defined as usual.
A variable is said to be free in a formula ϕ if it has a free occurrence in ϕ.

By writing a formula ϕ as ϕ(xk1 , . . . , xkn), we indicate that some of the
variables xk1 , . . . , xkn are free variables in ϕ. This, however, does not mean
that ϕ contains these variables as free variables, nor does it mean that ϕ does
not contain other free variables. This notation is convenient because we can
then agree to write as ϕ(xk1/xp1 , . . . , xkn/xpn) the result of

• replacing all bound occurrences of xpi in ϕ by xj+i, where j is the least
number larger than the subscripts (including p1, . . . , pn) of all variables
occurring in ϕ, and then

• replacing all free occurrences of xki in ϕ by xpi , where 1 ⩽ i ⩽ n, ki ∈ ω,
and pi ∈ ω.

Hence, all occurrences of xpi are free in ϕ(xk1/xp1 , . . . , xkn/xpn). Of course, if
none of the variables xki occur in ϕ or each xki is not free in ϕ (has no free
occurrences in ϕ), then ϕ(xk1/xp1 , . . . , xkn/xpn) is always equivalent to ϕ within
LPC.

Additionally, we can also agree to write as ϕ(xk1 |xp1 , . . . , xkn |xpn) the result
of substituting the variables xp1 , . . . , xpn for all free occurrences (if any) of
xk1 , . . . , xkn in ϕ, respectively.

The axioms of LPC for L are as follows:

1. ϕ→ (ψ → ϕ).

2. (χ→ (ϕ→ ψ))→ ((χ→ ϕ)→ (χ→ ψ)).

3. (¬ϕ→ ¬ψ)→ ((¬ϕ→ ψ)→ ϕ).

12Given a formula where some pairs of parentheses are missing, we can restore them by
following a specific procedure. For more details, refer to [Mendelson, 2009, p. 20].
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4. ∀xiϕ → ϕ(xi|xj), where xj is free for xi in ϕ and ϕ(xi|xj) is obtained
from ϕ by replacing all free occurrences of xi by xj .

5. (∀xi(ϕ→ ψ))→ (ϕ→ ∀xiψ), where ϕ contains no free occurrences of xi.

The rules of inference of LPC are Modus Ponens and Generalization.
A language L of modal LPC is simply formed from L by adding the modal

operator 2 to L and extending the notion of formulas so that if ϕ is a formula
in L, then so is 2ϕ.

Let S be a system of normal modal propositional logic. Then the axioms
of S + LPC include those of LPC and the following extra: if ϕ is an axiom of
S, then ϕ+ is an axiom of S + LPC, where ϕ+ results from uniformly replacing
every propositional variable in ϕ by a formula of L13. The rules of inference of
S + LPC are those of LPC plus the necessity rule: from ϕ one can derive 2ϕ.

Another principle of modal LPC is the Barcan Formula (BF), stated as
∀x2ϕ→ 2∀xϕ in L. S + BF is the system S + LPC with the Barcan Formula.
In the paper, normal modal LPC always refers to S + BF.

Given a system Λ, which is LPC or S + BF, we use ⊢Λ ϕ to mean that ϕ is
a theorem of Λ.

Regarding semantics for modal PLC, a frame is simply an ordered pair
⟨W,R⟩, where W is a nonempty set of worlds and R is a binary relation on W .
For a frame ⟨W,R⟩, a model for L on the frame is a quadruple ⟨W,R,D, V ⟩,
where D is a nonempty set, V is a function such that where P is a n-place
predicate, V (P ) is a set of n+ 1-ary ordered pair ⟨d1, ..., dn, w⟩ for di ∈ D and
w ∈W .

An assignment ρ to the variables in L is a function such that for each xi
in L, ρ(xi) ∈ D. For two assignments ρ and σ, σ is called an xi-alternative
to ρ if for every variable xj except possibly xi, ρ(xj) = σ(xj). The notion of
a formula ϕ being true in a world w relative to an assignment ρ, in notation,
Vρ(ϕ,w) = 1, is recursively defined as follows:

• Vρ(P (x1, ..., xn), w) = 1 if ⟨ρ(x1), ..., ρ(xn), w⟩ ∈ V (P ), and 0 otherwise.

• Vρ(¬ϕ,w) = 1 if Vρ(ϕ,w) = 0, and 0 otherwise.

• Vρ(ϕ→ ψ,w) = 1 if it is not the case that Vρ(ϕ,w) = 1 and Vρ(ψ,w) = 0,
and 0 otherwise.

• Vρ(∀xiϕ,w) = 1 if ρ, Vµ(ϕ,w) = 1 for every xi-alternative µ, and 0
otherwise.

13Here, we temporally assume that ϕ is a formula of the propositional language of S.
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• Vρ(2ϕ,w) = 1 if Vρ(ϕ, v) = 1 for every v ∈ W such that wRv, and 0
otherwise.

These semantic rules, except the second, ensure that the Barcan Formula is
true in every world relative to every assignment.

A formula ϕ is valid in the model ⟨W,R,D, V ⟩ based on the frame ⟨W,R⟩
if Vρ(ϕ,w) = 1 for every assignment ρ and every world w in W . ϕ is valid on
⟨W,R⟩ if it is valid in every model based on it. A frame is said to be for S+BF
(or S) if every theorem of S + BF (or S) is valid on the frame.

3. Models constructed out of ultrafilters

In the traditional completeness proof, the possible worlds in the canonical
model for L are maximal consistent sets that have what is known as the
∀-property. This property ensures that if a formula of the form ∀xiϕ is false in
some world, then there must be some object xj in the domain (i.e., the set of all
individual variables) falsifying ϕ. However, our model will not use ultrafilters
with the ∀-property as possible worlds, while still fulfilling everything the
property is intended to ensure.

To construct such a model, we first have to algebraize a normal modal
predicate system Λ (= S + BF) to set up a Boolean algebra thereof. This
can be achieved by imposing a Boolean algebraic structure upon it. Define a
relation ≡ on the set Φ of all formulas of L as follows:

Definition 2. For any ϕ, ψ ∈ Φ, ϕ ≡ ψ if ⊢Λ ϕ↔ ψ.

This is an equivalence relation; moreover, it is a congruence relation. Let [ϕ]
be the equivalence class of ϕ under the relation, i.e., [ϕ] = {ψ ∈ Φ :⊢Λ ϕ↔ ψ}.
Moreover, let Φ/≡ = {[ϕ] : ϕ ∈ Φ} be the smallest set of all equivalence classes
of formulas of L. The set shall be partially ordered by imposing the following
relation ⩽ on it:

Definition 3. For all ϕ, ψ ∈ Φ, [ϕ] ⩽ [ψ] if ⊢Λ ϕ→ ψ.

The ordered pair L = ⟨Φ/≡,⩽⟩ is called the Lindenbaum algebra of Λ.
As can be shown, the following lemma holds:

Lemma 1. Let ϕ, ψ, and φ be any member of Φ.

1. [ϕ] ⊔ [ψ] = [ϕ ∨ ψ], [ϕ] ⊓ [ψ] = [ϕ ∧ ψ].

2. [ϕ] = 1 if and only if ⊢Λ ϕ, [ϕ] = 0 if and only if ⊢Λ ¬ϕ.
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3. [ϕ]∗ = [¬ϕ].

4. ([ϕ] ⊔ [ψ]) ⊓ [φ]) = ([ϕ] ⊓ [φ]) ⊔ ([ϕ] ⊓ [φ]).

The lemma implies that L is a distributive complemented lattice, i.e., a Boolean
algebra. On the basis of Lemma 1 and the properties of ultrafilters, it is a
routine exercise to show that given an ultrafilter u in L, for any formulas ϕ and
ψ of L:

1. [¬ϕ] ∈ u if and only if [ϕ] /∈ u.

2. [ϕ ∧ ψ] ∈ u if and only if [ϕ] ∈ u and [ψ] ∈ u.

3. if [ϕ→ ψ] ∈ u and [ϕ] ∈ u, then [ψ] ∈ u.

An appeal to these propositions shall be made later without explicit mention.
Now we state an important lemma which holds not only for S + BF but

also for LPC:

Lemma 2. For each formula ϕ of the language L of S + BF or of the language
L of LPC, [∀xkϕ] = inf {[ϕ(xk/xp)] : p ∈ ω} [Bell, Slomson, 2006, p. 61].

Finally we can come to construct the long promised model with ultrafilters
in L. As in other completeness proofs, we have to presuppose that our modal
systems Λ are consistent (this can be proven). Given their consistency, there
must be formulas ψ ∈ Φ such that not ⊢Λ ψ. Then by Lemma 1, [ψ] ̸= 1
in the Boolean algebra L and so [¬ψ] ̸= 0 in this algebra. Note that there
are only countably many formulas in our language L—that is, the cardinal
number of Φ is the least aleph. Therefore, the collection {Aϕ : ϕ ∈ Φ}, where
Aϕ = {[ϕ(xk/xp)] : p ∈ ω}, is countable. By Lemma 2, for each formula ϕ ∈ Φ,

(T) [∀xkϕ] = infAϕ = inf {[ϕ(xk/xp)] : p ∈ ω}.

Now by Tarski’s Lemma, for every formula ψ which is not a theorem of Λ, there
exists an ultrafilter u in L containing [¬ψ] which preserves the infinite meets
of Aϕ. Let U be the set of all such ultrafilters u, which are intended to be the
possible worlds in our model.

Next we define a binary relation R on U as follows. For every world u and v
in U, uRv if the condition is fulfilled: for each ϕ ∈ Φ, if [2ϕ] ∈ u, then [ϕ] ∈ v.
Hence, we get a frame ⟨U,R⟩.

We now construct a model ⟨U,R, D,V⟩ based upon the frame for the lan-
guage L, where:
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• D is the set of all variables in L.

• V is such a function that for every n-place predicate letter P of L, any
variables x1, . . . , xn in D, and any u ∈ U, ⟨x1, . . . , xn, u⟩ ∈ V(P ) if
[P (x1, . . . , xn)] ∈ u.

An assignment ρ is called canonical if for each variable xi in D, ρ(xi) = xi.
It stands to reason that there is only one canonical assignment.

Suppose for every world u, every formula ϕ, and the canonical assignment ρ,
Vρ(ϕ, u) = 1 if and only if [ϕ] ∈ u (this shall be shown below). By the definition
of formulas being true in models relative to assignments, if Vρ(2ϕ, u) = 0 for
some u ∈ U, then there should be some world v ∈ U accessible from u such
that Vρ(ϕ, v) = 0. This would mean that if [2ϕ] /∈ u, there should be some
v ∈ U such that uRv and [ϕ] /∈ v. However, the existence of such a world v is
not immediately clear. Having said that, its existence is, in fact, guaranteed
by the following lemmas.

Lemma 3. For all u ∈ U and all ϕ, ψ ∈ Φ, if [2ϕ] /∈ u, then
{[ψ] : [2ψ] ∈ u} ∪ {[¬ϕ]} has the fip.

Proof. We show that A = {[ψ] : [2ψ] ∈ u} has the fip by reductio ad absur-
dum. Suppose A does not have the fip. Then, there exists finitely many ψi ∈ Φ
(1 ⩽ i ⩽ n) such that each [ψi] is in A and [ψ1] ⊓ . . . ⊓ [ψn] = 0.

[ψ1] ⊓ . . . ⊓ [ψn] = 0 ⇒ ⊢Λ ¬(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)

⇒ ⊢Λ (ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ

⇒ ⊢Λ 2((ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ)

⊢Λ 2(ϕ→ ψ)→ (2ϕ→ 2ψ)

⇒ ⊢Λ 2(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ 2ϕ

⇒ ⊢Λ ¬2ϕ→ ¬2(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)

⊢Λ (2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn)↔ 2(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)

⇒ ⊢Λ ¬2ϕ→ ¬(2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn)

[2ϕ] /∈ u ⇒ [¬2ϕ] ∈ u
⇒ [¬(2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn)] ∈ u
⇒ [2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn] /∈ u

[2ψi] ∈ u ⇒ [2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn] ∈ u
⇒ This contradicts u being an ultrafilter.

Therefore, A has the fip.
In this simple derivation, we have used the following facts. Since S is nor-

mal, K is a sub-theory of S by definition of normal modal propositional logic.
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Furthermore, 2(ϕ → ψ) → (2ϕ → 2ψ) is an axiom (or axiomatic schema) of
K, so it is a theorem of S. Similarly, since (□ψ1∧ . . .∧□ψn)↔ □(ψ1∧ . . .∧ψn)
is a theorem of K [Cresswell, Hughes, 1996, p. 27], it is a theorem of S.

Given that A has the fip, we prove by contradiction that A∪{[¬ϕ]} also has
the fip. Suppose A ∪ {[¬ϕ]} does not have the fip. Then, there exists finitely
many ψi ∈ A (1 ⩽ i ⩽ n) such that [ψ1] ⊓ . . . ⊓ [ψn] ⊓ [¬ϕ] = 0. This would
imply that [2(ψ1∧ . . .∧ψn)] ⩽ [2ϕ], as can be shown in a similar manner to the
previous proof (i.e., the proof for A having the fip). Consequently, [2ϕ] ∈ u,
which contradicts the assumption that [2ϕ] /∈ u. Therefore, A∪{[¬ϕ]} has the
fip. ■

Theorem 2 and Lemma 3 imply that:

Lemma 4. For all u ∈ U and all ϕ, ψ ∈ Φ, if [2ϕ] /∈ u, then there exists an
ultrafilter v ∈ L such that {[ψ] : [2ψ] ∈ u} ∪ {[¬ϕ]} ⊆ v .

Is this ultrafilter v in L also a member of U? It turns out be so:

Lemma 5. For all u ∈ U and all ϕ, ψ ∈ Φ, if [2ϕ] /∈ u, then there exists some
w ∈ U such that {[ψ] : [2ψ] ∈ u} ∪ {[¬ϕ]} ⊆ w.

Proof. By the definition of U, w ∈ U if and only if there exists some formula
χ ∈ Φ such that

(i) not ⊢Λ χ.

(ii) [¬χ] ∈ w.

(iii) w preserves the infinite meets of Aψ, where Aψ = {[ψ(xk/xp)] : p ∈ ω}.

We claim that the ultrafilter v as mentioned in Lemma 4 is one of the desired
ultrafilters w ∈ U and ϕ is one of the desired formulas χ.

Let us show that clauses (i)–(iii) are satisfied by v and ϕ.

1. If (i) does not hold for ϕ, then ⊢Λ ϕ. Therefore [ϕ] = 1; so since 1 is
the maximum in L and v is an ultrafilter therein, [ϕ] ∈ v. Thus, we
have [ϕ] ∈ v, but by Lemma 4, [¬ϕ] ∈ v, which contradicts v being an
ultrafilter.

2. Trivially, (ii) holds for v and ϕ according to Lemma 4.
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3. Let us show that v preserves the infinite meets of Aψ. To this purpose,
it suffices to show that for every ψ ∈ Φ,

h([∀xkψ]) = infAψ = inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω}

where, for every ψ ∈ Φ,

h([ψ]) =

{
1 if [ψ] ∈ v,
0 if [ψ] /∈ v.

(a) We firstly show that h([∀vkψ]) ⩽ inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω}. Now if
[(∀vk)ψ] /∈ v, then h([∀vkψ]) = 0, i.e., the minimum in 2. Therefore,
h([∀vkψ]) = 0 ⩽ h([ψ(vk/xp)]) for all p ∈ ω.
Now suppose [∀xkψ] ∈ v. So h([∀xkψ]) = 1. It is a routine exercise
to show that the following proposition holds not only for LPC but
also for Λ:

⊢Λ ∀xkψ → ψ(xk/xp).

This proposition implies that for all p ∈ ω, [ψ(xk/xp)] ∈ v,
which implies that h([ψ(xk/xp)]) = 1 for all p ∈ ω. Therefore,
h([∀xkψ]) = 1⩽ inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω} = 1.

(b) Next we show that inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω} ⩽ h([∀xkψ]).
Obviously, this holds if [∀xkψ] ∈ v. Suppose [∀xkψ] /∈ v. So
h([∀xkψ]) = 0. Recall that (T) holds. Therefore, [∀xkψ] ∈ v if
and only if, for all p ∈ ω, [ψ(xk/xp)] ∈ v. Thus, by the supposi-
tion, there is some p ∈ ω such that [ψ(xk/xp)] /∈ v, which means
that h([ψ(xk/xp)]) = 0 = inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω}. Therefore,
h([∀xkψ]) = 0 ⩽ inf {h([ψ(xk/xp)]) : p ∈ ω}=0.

■

Now that we have made all necessary preparations, we are ready to state
the theorem that will be used in the completeness proofs for normal modal
predicate logic:

Theorem 4. Given the model ⟨U,R, D,V⟩ and the canonical assignment ρ, for
each formula ϕ of L and each u ∈ U, Vρ(ϕ, u) = 1 if and only if [ϕ] ∈ u.

Proof. This is to be proven by induction on the complexity of ϕ of L.
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1. ϕ is an atomic formula P (x1, . . . , xn).

Vρ(P (x1, . . . , xn), u) = 1 iff ⟨ρ(x1), . . . , ρ(xn), u⟩ ∈ V(P )

iff ⟨x1, . . . , xn, u⟩ ∈ V(P )

iff [P (x1, . . . , xn)] ∈ u

Assume Vρ(ϕ, u) = 1 if and only if [ϕ] ∈ u holds for any arbitrary formula
ϕ. We show that this also holds for any formula χ of the following forms:

2. χ is of the form ¬ϕ.

Vρ(¬ϕ, u) = 1 iff Vρ(ϕ, u) = 0

iff [ϕ] /∈ u
iff [ϕ]∗ ∈ u
iff [¬ϕ] ∈ u.

3. χ is of the form ϕ ∧ ψ.

Vρ(ϕ ∧ ψ, u) = 1 iff Vρ(ϕ, u) = 1 andVρ(ψ, u) = 1

iff [ϕ] ⊓ [ψ] ∈ u
iff [ϕ ∧ ψ] ∈ u.

4. χ is of the form 2ϕ.

(a) Suppose [2ϕ] ∈ u and uRw. So [ϕ] ∈ w and Vρ(ϕ,w) = 1. Since
this is true of every w ∈ U such that uRw, Vρ(2ϕ, u) = 1.

(b) Suppose [2ϕ] /∈ u. So by Lemma 5, there is some w ∈ U such
that [¬ϕ] ∈ w. Therefore, by assumption, Vρ(¬ϕ,w) = 1 and so
Vρ(ϕ,w) = 0. Now again by by Lemma 5, uRw. So Vρ(2ϕ, u) = 0.

5. χ is of the form ∀xkϕ.

(a) Suppose [∀xkϕ] ∈ u. Let σ be any xk-alternative to ρ. This means
that σ(xk) = xp for some xp ∈ D. Recalll that we have:

⊢Λ ∀xkϕ→ ϕ(xk/xp).

By this proposition, it is implied by the supposition that
[ϕ(xk/xp)] ∈ u. This, by the induction assumption, means
that Vρ(ϕ(xk/xp, u) = 1. Note the following equivalence holds:
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Vρ(ϕ(xk/xp), u) = 1 if and only if Vσ(ϕ, u) = 114. Since σ is an
arbitrary xk-alternative to ρ, Vρ(∀xkϕ, u) = 1.

(b) Suppose [∀xkϕ] /∈ u. Recall (T), which implies that:

[∀xkϕ] ∈ u if and only if [ϕ(xk/xp)] ∈ u for all p ∈ ω.

The supposition then implies that for some p, [ϕ(xk/xp)] /∈ u. So
by the induction assumption, Vρ(ϕ(xk/xp), u)] = 0. By the just-
mentioned equivalence in (a), Vσ(ϕ, u) = 0. So Vρ(∀xkϕ, u) = 0.

■

In the classical completeness proof, the possible worlds in the canonical
model ⟨W,R,D, V ⟩ must have the so-called ∀-property, as mentioned earlier.
This requirement is intended to ensure that for any w ∈ W , if ∀xiϕ /∈ w, then
there must be a variable xj such that ϕ(xi|xj) /∈ w. The importance of the
Barcan Formula in ensuring that the possible worlds possess this property is
highlighted in the proofs in [Cresswell, Hughes, 1996, p. 257, 261].

In our proof, we also ensure that for any u ∈ U, if [∀xkϕ] /∈ u, then there
exists a variable xp such that [ϕ(xk|xp)] /∈ u. This assurance comes from (T),
which implies that [ϕ(xk/xp)] /∈ u for some xp. Since ϕ(xk|xp) is either the
same as or equivalent to ϕ(xk/xp) in our modal system Λ, we conclude that
[ϕ(xk|xp)] /∈ u. Hence, in our algebraic completeness proof, the insurance does
not appeal to the Barcan Formula.

As is clear, every theorem ϕ of Λ is true in the model ⟨U,R, D,V⟩ with
respect to the canonical assignment ρ. Since ϕ is a theorem, [ϕ] = 1. Con-
sequently, [ϕ] is the maximal element of the Boolean algebra L, making it a
member of every ultrafilter u ∈ U. This means that Vρ(ϕ, u) = 1. On the other
hand, every non-theorem ϕ is false in the model relative to the canonical assign-
ment, as demonstrated by the construction of the possible worlds. Specifically,
for every non-theorem ϕ, [¬ϕ] belongs to some possible world u in U, which
implies that Vρ(ϕ, u) = 0. Thus, we have the following proposition:

Corollary 1. For any formula ϕ of L, Vρ(ϕ, u) = 1 if and only if ⊢Λ ϕ, where
Λ is S + BF.

A modal system S + BF is considered complete with respect to a class of
frames if every formula that is valid on every frame within this class is a theorem

14The free variables in ϕ are among xk, xp, and others (if any). Now σ assigns xp to xk

and assigns to other free variables occurring in ϕ those variables themselves. This is exactly
what ρ does to ϕ(xk/xp). Since the truth-value of ϕ depends on the values assigned to its
free variables, Vρ(ϕ(xk/xp), u) = 1 if and only if Vσ(ϕ, u) = 1.
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of the system. In other words, S + BF achieves completeness if every formula
that is valid on every frame for it is a theorem thereof. It’s straightforward
to demonstrate that a frame is for S + BF if and only if it is for S [Cresswell,
Hughes, 1996, p. 249]. Therefore, to apply the corollary to establish whether
S + BF is complete, it suffices to determine if the frame ⟨U,R⟩ of our model is
a frame for S. Let’s take S4 + BF as an illustration. In this scenario, we simply
need to confirm that R is both reflexive and transitive on U. This verification
is straightforward. Consequently, any formula that is valid on a reflexive and
transitive frame must be a theorem of S4 + BF.

Of course, if the frame ⟨U,R⟩ is not a frame for S and thus not for S + BF
then this by no means implies that S+BF is incomplete. Instead, this indicates
that our method is not applicable. The method yields results only if the frame
in question is a frame for S + BF.

4. Conclusion

In this paper, we explore two completeness proofs for consistent normal modal
predicate logics that rely on Boolean algebras, offering different semantics for
them. Our approach consistently uses ultrafilters, while the other algebraic
proofs also incorporate Q-filters. Our completeness proof significantly diverges
from the traditional method, as we do not construct our model from the canoni-
cal model by implicitly treating it as an isomorphic copy of the latter. Addition-
ally, we do not employ the Barcan Formula to establish the existence of possible
worlds, a step heavily relied upon in the traditional approach. While our proof
does not yield groundbreaking insights, it introduces a novel methodology to
reach a well-established conclusion. Our innovation lies in the approach itself.
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Аннотация: В этой статье представлена инновационная методология для демонстрации
полноты в нормальных модальных предикатных логиках. Традиционные доказательства
обычно включают построение канонических моделей, в которых возможные миры опре-
деляются как максимальные непротиворечивые множества, обладающие определенными
свойствами, с большой опорой на формулу Баркана для подтверждения существования
этих миров. Наш подход отклоняется от классического метода, используя булевы ал-
гебры и ультрафильтры для построения моделей. В отличие от традиционных методов,
наше построение возможных миров не зависит от формулы Баркана; вместо этого дан-
ные свойства гарантируются леммой Тарского.
Кроме того, наше доказательство отличается от других булево-алгебраических доказа-
тельств полноты в двух ключевых аспектах: оно использует семантику Крипке вместо
алгебраической семантики и опирается исключительно на ультрафильтры, тем самым
предлагая более лаконичный подход. Эта методология способствует естественному пе-
реходу от модальной логики высказываний к модальной логике предикатов и позволяет
избежать дополнительной сложности Q-фильтров. В нашей модели класс эквивалентно-
сти каждой теоремы нормальной модальной предикатной логики является членом всех
миров, тогда как класс эквивалентности каждой не-теоремы является членом некото-
рых миров. Как следствие, структура этих миров гарантирует, что не-теоремы ложны
в модели.

Ключевые слова: нормальные модальные предикатные логики, булевы алгебры, пол-
нота, лемма Тарского
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1. Введение

Исследование многозначных логик, берущее начало в трудах Яна Лу-
касевича [ Lukasiewicz, 1970] и Эмиля Поста [Post, 1921], стало важным
направлением развития современной логики. Среди многозначных логик
особый интерес представляют так называемые C-расширяющие1 логики.
Их отличительная особенность заключается в том, что они обобщают опре-
деления операций классической логики, сохраняя ее таблицы истинности
для классических значений.

Многие известные многозначные логики, такие как логика Лукасевича,
логика Клини и логика Гёделя, являются C-расширяющими2. Естественно
возникает вопрос о том, каковы общие свойства логик, задаваемых C-рас-
ширяющими матрицами, и какие теоретико-доказательные особенности их
характеризуют.

В данной работе мы фокусируемся на исследовании одного из таких
свойств — степени максимальности. Степень максимальности логики L
определяется как мощность множества всех ее надлогик с тем же языком,
что и у L, включая противоречивую логику.

Предметом нашего исследования являются минимальные с точки зре-
ния выразительных возможностей языка C-расширяющие логики. Мы
ограничиваемся рассмотрением трехзначных логик. Как следует из работы
А.В. Макарова [Makarov, 2015], каждая трехзначная C-расширяющая ло-
гика является языковым расширением одной из десяти логик, задаваемых
матрицами особого вида.

Целью работы является установление степеней максимальности для
каждой из этих минимальных логик. Мы показываем, что степени мак-
симальности рассматриваемых логик варьируются от 2 до бесконечности.

Дальнейшая структура работы такова. В разделе 2 мы даем определе-
ния основных понятий, связанных с используемым в статье формальным
инструментарием. Раздел 3 посвящен C-расширяющим логикам, которые
являются объектом нашего исследования. В разделах 4–8 доказываются
теоремы о степенях максимальности для каждой из интересующих нас ло-
гик. В заключительном разделе 9 мы даем краткое резюме полученных
результатов и намечаем направления для дальнейших исследований.

1От англ. classical.
2Примером многозначной логики, которая не является C-расширяющей, может слу-

жить логика Поста. Мы вернемся к ней на стр. 49.
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2. Основные понятия

Называем пропозициональным языком алгебру формул S = ⟨S,Con⟩,
свободную в классе всех алгебр аналогичной сигнатуры, где S — множество
всех формул языка S, а Con — множество алгебраических функций на
S, не обязательно конечное. Пусть C — оператор, определенный на P(S),
множестве всех подмножеств универсума S. Называем C следованием в S,
если для всех X,Y ⊆ S выполнены следующие условия:

1. X ⊆ C(X);

2. X ⊆ Y , то C(X) ⊆ C(Y );

3. C(C(X)) ⊆ C(X).

Если εC(X) ⊆ C(εX) для любой подстановки ε языка S, называем сле-
дование C структурным. Называем пропозициональной логикой пару
L = ⟨S, C⟩, где S — пропозициональный язык, а C — структурное сле-
дование.

Логическая матрица — это структура M = ⟨A,F,D⟩, где A — множе-
ство, F — множество алгебраических функций на A, не обязательно конеч-
ное, а D — подмножество A, возможно, пустое. Называем D множеством
выделенных значений M . Если алгебры S = ⟨S,Con⟩ и A = ⟨A,F ⟩ имеют
одинаковую сигнатуру, говорим, что M — матрица для S. Если M — мат-
рица для S, гомоморфизм v из S в A называем оценкой S в M . Обозначаем
как Val(S,M) множество всех таких оценок. В тех случаях, когда выбор S
очевиден из контекста, будем писать просто Val(M).

Определяем следование CM , порождаемое матрицей M , следующим
образом: α ∈ CM (X), если для любой оценки v в M верно, что v(α) ∈ D,
коль скоро v(X) ⊆ D. Называем M характеристической матрицей для
L = ⟨S, C⟩, если C = CM . Называем класс матриц K для S матричной
семантикой для S.

Говорим, что следование порождено классом матриц K, если выполне-
но следующее условие: α ∈ CK(X), е.т.е. α ∈ CMi(X) для каждой Mi ∈ K.
Иными словами, CK = inf {CMi |Mi ∈ K}. Называем матричную семанти-
ку K адекватной для L, если CK = C. Если K — адекватная матричная
семантика для L, говорим, что L детерминирована семантикой K.

Пусть M = ⟨A,F,D⟩ и N = ⟨B,G,E⟩ — логические матрицы, причем
их алгебры ⟨A,F ⟩ и ⟨B,G⟩ имеют одинаковую сигнатуру. Говорим, что φ —
матричный гомоморфизм из M в N3, если

3Cм. [Wójcicki, 1988, § 3.3.1.b].
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• φ — отображение множества A в множество B;

• φ(fni (a1, . . . , an)) = gni (φ(a1), . . . , φ(an)) для всех fni ∈ F , gni ∈ G,
(a1, . . . , an) ∈ An;

• φ(a) ∈ E, е.т.е. a ∈ D.

Класс всех таких матриц N , что существует матричный гомоморфизм из
M в N , обозначим как H(M). Класс всех таких матриц N , что существует
матричный гомоморфизм из N в M , обозначим как H−1(M). Если меж-
ду M и N существует взаимно однозначный гомоморфизм, говорим, что
матрицы M и N изоморфны.

Пусть C1 и C2 — следования в S. Определим порядок ⩾ следующим
образом: C2 ⩾ C1, если C1(X) ⊆ C2(X) для всех X ⊆ S. Заметим, что
C2 = C1, если C2 ⩾ C1 и C1 ⩾ C2; C2 > C1, если C2 ⩾ C1 и C2 ̸= C1.

Факт 1. [Wójcicki, 1988, § 3.3.2 (D)] Пусть φ — матричный гомоморфизм
из M в N . Тогда CM = Cφ(M) = Cφ−1(N) ⩾ CN .

Пусть M = ⟨A,F,D⟩ и N = ⟨B,G,E⟩ — логические матрицы для S. Го-
ворим, что N — подматрица M , если B ⊆ A; E ⊆ D; fn(b1, . . . , bn) ∈ B для
каждой функции fn ∈ F и любого (b1, . . . , bn) ∈ Bn, то есть все функции
из F являются алгебраическими не только на A, но и на B.

Факт 2. [Ibid., § 3.3.2 (A)] Если N — подматрица M , то CN ⩾ CM .

Пусть M1, . . . ,Mk — логические матрицы для S, где Mi = ⟨Ai, Fi, Di⟩.
Называем матрицу N = ⟨B,G,E⟩ прямым произведением матриц
M1, . . . ,Mk, если B = A1 × . . .×Ak; E = D1 × . . .×Dk;

gi((a1,1, . . . , ak,1), . . . , (a1,n, . . . , ak,n)) =
(f1,i(a1,1, . . . , a1,n), . . . , fk,i(ak,1, . . . , ak,n))

для всех fi,j ∈ Fj , (aj,1, . . . , aj,n) ∈ Anj .
Обозначим как Pn(K) множество всех прямых произведений вида

M1 × . . . ×Mn матриц из класса K ∪ {τ0, τ1}, где τ0, τ1 — одноэлементные
матрицы, подобные матрицам из K, причем класс выделенных значений
τ0 пуст, а класс выделенных значений τ1 совпадает с ее универсумом. Обо-
значим объединение всех Pn(K) для каждого конечного n ⩾ 1 как Pf (K).

Назовем логическую матрицу M тривиальной, если CM (X) = S для
всех X ⊆ S. Матрица нетривиальна, если ее класс выделенных значений
не пуст и не совпадает с универсумом данной матрицы.

Факт 3. [Zygmunt, 1974, Th. 1] Пусть M1 и M2 — нетривиальные логиче-
ские матрицы для языка S. Тогда для каждого X ⊆ S верно следующее:
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CM1×M2 =

{
S, если CM1(X) = S или CM2(X) = S,

CM1(X) ∩ CM2(X) в противном случае
.

Дополним это утверждение, рассмотрев те случаи, в которых по мень-
шей мере одна из матриц тривиальна.

Факт 4. Пусть матрица M1 не является тривиальной. Если класс выде-
ленных значений M2 пуст, то CM1×M2 = CM2 , так как класс выделенных
значенийM1×M2 тоже пуст. Если класс выделенных значенийM2 совпада-
ет с ее универсумом, то CM1×M2 = CM1 , так как в этом случае существует
сюръективный матричный гомоморфизм из M1 ×M2 на M1. Аналогично
для тех случаев, когда матрица M1 тривиальна, а матрица M2 таковой
не является. Произведение двух тривиальных матриц дает тривиальную
матрицу.

Факт 5. Пусть C и C ′ — структурные следования в языке S, причем
C ′ ⩾ C. Пусть K — такой класс матриц для S, что C = CK . Тогда най-
дется такой класс K0 ⊆ SP(K), что C ′ = CK0 [Wojtylak, 1979]. Если K —
конечный класс конечных матриц, то K0 ⊆ SPf (K) [Wójcicki, 1988, § 4.5.7].

Пусть L = ⟨S, C⟩ — пропозициональная логика. Обозначим как L(C)
надрешетку структурных усилений C: {C ′ | C ′ ⩾ C}. Называем степенью
максимальности C мощность L(C).

Пусть S — пропозициональный язык, и C1, C2 — следования на P(S).
Пусть L1 = ⟨S, C1⟩ и L2 = ⟨S, C2⟩. Называем L2 надлогикой L1, если
C2 ⩾ C1. Если вдобавок C1 ̸= C2, то говорим, что надлогика L2 явля-
ется собственной. Заметим, что мощность множества надлогик L = ⟨S, C⟩
совпадает со степенью максимальности C.

3. C-расширяющие логики

Философская основа многозначной логики заключается в предположе-
нии, что высказывания могут принимать значения, отличные от традици-
онных истинностных значений — истины и лжи. Однако данное предполо-
жение не подразумевает полного отказа от классических значений. Если
не все истинностные значения являются классическими, это не исключает
наличия среди них классических значений.

Классические табличные определения для ∧, ∨, ⊃, ¬ имеют следующий
вид:

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

⊃ 0 1
0 1 1
1 0 1

x ¬x
0 1
1 0
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Для трехзначной логики определения, расширенные так, чтобы сохра-
нялись классические значения, могут быть получены из приведенных ни-
же схем, если заменить каждое из вхождений «?» на один из элементов
{0, 1, 2}.

∧ 0 1 2
0 0 0 ?
1 0 1 ?
1 ? ? ?

∨ 0 1 2
0 0 1 ?
1 1 1 ?
1 ? ? ?

⊃ 0 1 2
0 1 1 ?
1 0 1 ?
1 ? ? ?

x ¬x
0 1
1 0
2 ?

В данных схемах 2 выступает в качестве нового, неклассического, зна-
чения. Трехзначные таблицы истинности отражают существование неклас-
сического значения, при том что определения связок остаются прежними,
когда рассматриваются только классические значения.

Следуя А.С. Карпенко, называем матрицы такого рода C-расширяю-
щими [Карпенко, 2010, с. 91]. Наиболее известные системы многозначной
логики, как правило, получены именно дополнением стандартных опреде-
лений связок в классической логике и являются C-расширяющими. Приме-
рами могут служить логика Лукасевича [ Lukasiewicz, 1970], логика Клини
(сильная [Kleene, 1938] и слабая [Kleene, 1952, p. 334]), логика Бочвара
[Бочвар, 1938], последовательность логик Гёделя [Gödel, 1986, p. 225].

Среди ранних систем многозначной логики исключение составляет ло-
гика Поста [Post, 1921], но ее исключительность проистекает из анализа
функций, сохраняющих классические значения. Пост обратил внимание,
что наличие операции, не сохраняющей классические значения, необходи-
мо, чтобы система операций многозначной логики была функционально
полной. Именно построение функционально полной системы операций на
множестве, содержащем более двух элементов, мотивировало создание ло-
гики Поста.

Сформулируем более точное определение C-расширяющей матрицы,
опираясь на функциональную полноту системы операций классической ло-
гики. Обратим внимание, что классическая логика может задаваться в раз-
ных языках, например: {∧,∨,⊃,¬}, {∧,∨,¬}, {⊃,¬}, {↓}. Это возможно в
силу взаимной определимости операторов в разных наборах.

Обозначим как [F ] множество всех суперпозиций функций из
множества F (см. [Марченков, 2004, с. 9]). Имеет место следующее:
[∧,∨,⊃,¬] = [∧,∨,¬] = [⊃,¬] = [↓] = P2, где P2 — множество всех ал-
гебраических функций на E2 = {0, 1}. Определим матрицу классической
логики без явного указания на ее сигнатуру: CPC = ⟨{0, 1}, F, {1}⟩, где
[F ] = P2.
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Называем C-расширяющей такую матрицу M = ⟨A,F,D⟩, которая име-
ет подматрицу M ′ с двухэлементным универсумом, изоморфную CPC . Го-
ворим, что L — C-расширяющая логика, если ее следование порождено
классом C-расширяющих матриц. Как следует из работы [Devyatkin, 2020],
если мы не накладываем дополнительных ограничений на сигнатуру F ,
существует бесконечный класс трехзначных матриц, отвечающих данному
определению.

Большинство из самых известных систем многозначной логики — это
C-расширяющие логики. Поэтому представляет интерес вопрос о том, ка-
ковы общие свойства логик, задаваемых C-расширяющими матрицами.
Одно из таких свойств вытекает из определения C-расширяющей матри-
цы: если M — C-расширяющая трехзначная матрица, то CPC ∈ S(M),
и поэтому CM ⩽ CCPC .

Для трехзначного случая существует интересное свойство, связанное с
результатом А. В. Макарова из области теории функций многозначной ло-
гики [Makarov, 2015]. ПустьM1 = ⟨A,F1, D⟩ иM2 = ⟨A,F2, D⟩— логические
матрицы. Говорим, что функция f определима в F1, если f ∈ [F1]. Говорим,
что матрица M2 определима в M1, если F2 ⊆ [F1] [Wojtylak, 1981]. В каж-
дой трехзначной C-расширяющей матрице определима одна из операций,
описанных А. В. Макаровым в указанной выше работе. Эти операции от-
вечают следующим таблицам:

↓1 0 1 2
0 1 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0

↓2 0 1 2
0 1 0 1
1 0 0 0
2 1 0 1

↓3 0 1 2
0 1 0 2
1 0 0 2
2 2 2 2

↓4 0 1 2
0 1 0 0
1 0 0 0
2 0 0 2

↓5 0 1 2
0 1 0 2
1 0 0 2
2 0 0 2

Как при D = {1}, так и при D = {1, 2} на основе каждой из этих опера-
ций можно построить C-расширяющую трехзначную матрицу. Таким обра-
зом, в каждой трехзначной C-расширяющей матрице M = ⟨{0, 1, 2}, F,D⟩
определима подобная ей C-расширяющая матрица N = ⟨{0, 1, 2}, G,E⟩, где
G = [↓i] (1 ⩽ i ⩽ 5), E = D.

Пусть L1 = ⟨S, CM ⟩ и L2 = ⟨S, CN ⟩— пропозициональные логики, аM и
N — логические матрицы, порождающие CM и CN соответственно. Если M
определима в N , говорим, что L2 — языковое расширение L1. Если вдоба-
вок N определима в M , говорим, что L2 — языковой вариант L1 [Wójcicki,
1988, § 1.8]. Таким образом, каждая трехзначная C-расширяющая логика
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оказывается языковым расширением одной из минимальных с точки зре-
ния выразительных возможностей языка C-расширяющих логик со следо-
ванием, порожденным матрицей вида M = ⟨{0, 1, 2}, F,D⟩, где [F ] = [↓i]
(1 ⩽ i ⩽ 5).

Дальнейшая часть работы посвящена исследованию теоретико-
доказательных свойств этих минимальных логик, а именно их степеням
максимальности.

4. Матрицы для ↓1
В этом разделе мы уcтановим степени максимальности для логик, сле-

дования которых детерминированы матрицами вида M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩
и ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓1]. Логики, определяемые с помощью мат-
риц такого рода, а также матриц, которые мы рассматриваем в следующем
разделе, изучались в работах [Девяткин и др., 2007; Девяткин, 2017].

Определим вспомогательные операции ¬1x = x ↓1 x, x∨1y = ¬1(x ↓1 y),
x ∧1 y = ¬1(¬1x ∨1 ¬1y). Эти операции отвечают следующим таблицам:

∧1 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 1
2 0 1 1

∨1 0 1 2
0 0 1 1
1 1 1 1
2 1 1 1

x ¬1x

0 1
1 0
2 0

Факт 6. Если f ∈ [↓1], то f сохраняет разбиение {{0}, {1, 2}}, то есть
f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an) = 0, е.т.е. f(a1, . . . , ai−1, 2, ai+1, . . . , an) = 0
для всех i ∈ {1, . . . , n}. Это так, поскольку ↓1 сохраняет данное разбие-
ние.

Рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓1].

Лемма 1. Если α ∈ CCPC (X) и α /∈ CM (X), то существует такая оценка
w ∈ Val(M), что w(X) ⊆ {1} и w(α) = 2, и при этом не существует
такой оценки w′ ∈ Val(M), что w′(X) ⊆ {1} и w′(α) = 0.

Доказательство. Пусть α ∈ CCPC (X) и α /∈ CM (X). Если α /∈ CM (X),
то существует такая оценка w ∈ Val(M), что w(X) ⊆ {1} и w(α) ∈ {0, 2}.
Допустим, что w(α) = 0. Определим отображение φ : Val(M) −→ Val(M)
следующим образом:

φ[w](p) =

{
0, если w(p) = 0;

1, если w(p) ∈ {1, 2}.

В силу Факта 6, w(β) = 0, е.т.е. φ[w](β) = 0 для каждой оценки
w ∈ Val(M) и каждой формулы β ∈ S. Так как (a1, . . . , an) ∈ En2 вле-
чет f(a1, . . . , an) ∈ E2, также имеем для каждой оценки w ∈ Val(M) и
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каждой формулы β ∈ S: w(β) ∈ {1, 2}, е.т.е. φ[w](β) = 1. Таким образом,
если w(X) ⊆ {1} и w(α) = 0, то φ[w](X) ⊆ {1} и φ[w](α) = 0.

Однако φ[w] также является оценкой в CPC . Поэтому α /∈ CCPC (X).
Но это противоречит условию. Следовательно, если α ∈ CCPC (X) и
α /∈ CM (X), то существует такая оценка w ∈ Val(M), что w(X) ⊆ {1}
и w(α) = 2, и при этом не существует такой оценки w′ ∈ Val(M), что
w′(X) ⊆ {1} и w′(α) = 0. ■

Лемма 2. Если CM ⩽ CN ⩽ CCPC , то CN ∈ {CM , CCPC }.

Доказательство. Пусть CM ⩽ CN . Возможны два случая: α ∈ CCPC (X)
и α /∈ CN (X) для некоторых X ⊆ S, α ∈ S, либо α ∈ CCPC (X) влечет
α ∈ CN (X) для всех X ⊆ S, α ∈ S.

Случай 1: α ∈ CCPC (X) и α /∈ CN (X) для некоторых X ⊆ S, α ∈ S.
Если CM ⩽ CN , то N ∈ SPf (M) (см. Факт 5). Это значит, что в SPf (M)
найдется изоморфная копия N с универсумом A ⊆ En3 для некоторго n.
Не теряя общности, будем считать, что A — универсум N . В таком случае
класс выделенных значений D матрицы N есть {1}n.

Каждая оценка u ∈ Val(N) может быть представлена следующим об-
разом: u(p) = (w1(p), . . . , wn(p)), где w1, . . . , wn ∈ Val(M). Если существует
такая оценка u ∈ Val(N), что u(X) ⊆ D и u(α) /∈ D, то существует такой
набор оценок (w1, . . . , wn) в M , что wi(X) ⊆ {1} для каждого i ∈ {1, . . . , n}
и wj(α) ∈ {0, 2} для некоторого j ∈ {1, . . . , n}.

Если α /∈ CN (X), то α /∈ CM (X). Если α ∈ CCPC (X) и α /∈ CM (X), не су-
ществует такой оценки w′ ∈ Val(M), что w′(X) ⊆ {1} и w′(α) = 0 (по Лем-
ме 1). Таким образом, для каждого j ∈ {1, . . . , n} верно, что wj(α) ∈ {0, 2}
влечет wj(α) = 2. Следовательно, u(α) = ã, где ã ∈ {1, 2}n \ {1}n.

В этом случае N содержит подматрицу O с универсумом
{ã ∧1 ¬1ã, ã ∨1 ¬1ã, ã}. Определим отображение ψ: ψ(ã ∧1 ¬1ã) = 0,
ψ(ã ∨1 ¬1ã) = 1, ψ(ã) = 2. Так как отображение ψ — матричный гомо-
морфизм из O на M , CO = CM . Поскольку O ∈ SPf (N), имеем также
CO ⩾ CN . Следовательно, CM ⩾ CN . Однако, согласно условию, CM ⩽ CN .
Поэтому CM = CN .

Случай 2: Для всех X ⊆ S и α ∈ S верно, что α ∈ CCPC (X) влечет
α ∈ CN (X). В этом случае CN ⩾ CCPC . Согласно условию, CN ⩽ CCPC .
Следовательно, CN = CCPC .

■

Теорема 1. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓1]. Тогда степень
максимальности CM равняется 3.
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Доказательство. Известно, что пропозициональная логика, следова-
ние которой детерминировано некоторой логической матрицей, имеет сте-
пень максимальности 2, если в этой матрице определимы все константы
[Tokarz, 1973, Th. 14]. В матрице CPC определимы все константы. Поэтому
|L(CPC )| = 2. Как следует из Леммы 2, не существует такой матрицы N ,
что CM < CN < CCPC . Таким образом, |L(CM )| = 3. ■

Теперь рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩.

Теорема 2. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓1]. Тогда степень
максимальности CM равняется 2.

Доказательство. Определим отображение ψ: ψ(0) = 0, ψ(1) = ψ(2) = 1.
Отображение ψ — матричный гомоморфизм из M на CPC . Поэтому
CM = CCPC . Таким образом, |L(CM )| = |L(CPC )| = 2. ■

5. Матрицы для ↓2
В этом разделе мы установим степени максимальности для логик, сле-

дования которых детерминированы матрицами вида ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩ и
⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓2].

Определим вспомогательные операции ¬2x = x ↓2 x, x∨2y = ¬2(x ↓2 y),
x ∧2 y = ¬2(¬2x ∨2 ¬2y). Эти операции отвечают следующим таблицам:

∧2 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 0
2 0 0 0

∨2 0 1 2
0 0 1 0
1 1 1 1
2 0 1 0

x ¬2x

0 1
1 0
2 1

Факт 7. Если f ∈ [↓2], то f сохраняет разбиение {{0, 2}, {1}}, то есть
f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) = 1, е.т.е. f(a1, . . . , ai−1, 2, ai+1, . . . , an) = 1
для всех i ∈ {1, . . . , n}. Это так, поскольку ↓2 сохраняет данное разбиение.

Рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓2].

Теорема 3. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓2]. Тогда степень
максимальности CM равняется 2.

Доказательство. Определим отображение ψ: ψ(0) = ψ(2) = 0, ψ(1) = 1.
Отображение ψ — матричный гомоморфизм из M на CPC . Поэтому
CM = CCPC . Таким образом, |L(CM )| = |L(CPC )| = 2. ■
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Теперь рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩.

Теорема 4. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓2]. Тогда степень
максимальности CM равняется 2ℵ0.

Доказательство. Определим вспомогательную операцию x ← y следу-
ющим образом: x ← y = ¬2(x ∨2 ¬2y). Она отвечает приведенной ниже
таблице.

← 0 1 2
0 0 1 0
1 0 0 0
2 0 1 0

Рассмотрим функцию gi от n ⩾ 2 переменных (i ∈ {1, . . . , n}).

gi(x1, . . . , xn) = (xj1 ← xi) ∧2 . . . ∧2 (xjn−1 ← xi),

где каждому индексу из множества {j1, . . . , jn−1} соответствует уникаль-
ный индекс из множества {1, . . . , n} \ {i}. Функция gi принимает значе-
ние 1 на таких наборах (a1, . . . , an), что ai = 1 и aj ∈ {0, 2} для всех
j ∈ {1, . . . , n} \ {i}. На всех остальных наборах она принимает значение 0.

Определим функцию fn:

fn(x1, . . . , xn) = g1(x1, . . . , xn) ∨2 g2(x1, . . . , xn) ∨2 . . . ∨2 gn(x1, . . . , xn).

Имеет место следующее: fn(a1, . . . , an) = 1, если набор (a1, . . . , an) содер-
жит ровно одну единицу, и fn(a1, . . . , an) = 0 в остальных случаях.

Пусть Φn(p1, . . . , pn) ∈ S такая формула от n переменных, что
w(Φ(p1, . . . , pn)) = fn(w(p1), . . . , w(pn)) для любой оценки w ∈ Val(M).

Рассмотрим последовательность матриц, где Mk — результат умноже-
ния матрицы M на саму себя k раз:

M2,M3, . . . ,Mn, . . .

Обозначим как Θk множество всех таких набров вида (a1, . . . , ak), что
ai = 1 для некоторого i ∈ {1, . . . , k}, и для всех j ∈ {1, . . . , k}\{i} верно, что
aj = 2. Сопоставим каждой матрице Mk ее подматрицу M̄k с универсумом
Ek2 ∪Θk. Обратим внимание, что классом выделенных значений M̄k будет
множество D̄k = {1}k ∪Θk.

Поскольку M̄k ∈ SPf (M) для каждого k ⩾ 2, имеет место CM ⊆ CM̄k .
Теперь покажем, что CM̄k = CM̄ l , е.т.е. k = l для всех k, l ⩾ 2.
Сперва продемонстрируем, что p0 /∈ CM̄k(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).



Трехзначные обобщения классической логики в бедных языках: . . . 55

Множество Θk содержит k элементов. Для каждого i ∈ {1, . . . , k} обо-
значим как ãi такой набор (a1, . . . , ak) ∈ Θk, что ai = 1. Определим оцен-
ку ui ∈ Val(M̄k) следующим образом: ui(pi) = ãi, когда i ∈ {1, . . . , k},
и u(p0) ∈ {0}k. Ясно, что ui(p1, . . . , pk) ⊆ Θk ⊆ D̄k.

Поскольку w(Φ(p1, . . . , pn)) = fn(w(p1), . . . , w(pn)), для любой оцен-
ки w ∈ Val(M), и для любых u ∈ Val(M̄k), α ∈ S верно, что
u(α) = (w1(α), . . . , wk(α)), где w1, . . . , wk ∈ Val(M), также имеем
ui(Φ(p1, . . . , pn)) = fn(ui(p1), . . . , ui(pn)) ∈ D̄k.

Таким образом, ui — оценка в M̄k, при которой
ui(p1, . . . , pk,Φ(p1, . . . , pn)) ⊆ D̄k и ui(p0) /∈ D̄k.

Следовательно, p0 /∈ CM̄k(p1, . . . , pn,Φn(p1, . . . , pn)).
Теперь покажем, что l < k влечет p0 ∈ CM̄ l(p1, . . . , pk,Φn(p1, . . . , pk)).
Множество Θl содержит l элементов. Если u(pi) ∈ Θl для каждого

i ∈ {1, . . . , k}, то среди p1, . . . , pk найдутся по меньшей мере две такие раз-
личающиеся переменные pr и ps, что u(pr) = u(ps) = (a1, . . . , al). Так как
u(p) = (w1(p), . . . , wl(p)) для неких w1, . . . , wl ∈ Val(M), найдется такая
оценка wj ∈ Val(M) (j ∈ {1, . . . , l}), что wj(pr) = wj(ps) = 1.

Аналогичным образом, wj(pr) = wj(ps) = 1, если u(pi) ∈ D̄l для
каждого i ∈ {1, . . . , l}, и u(pr) ∈ {1}l для некоторого r ∈ {1, . . . , k}.
Если wj(pr) = wj(ps) = 1, то wj(Φk(p1, . . . , pk)) = 0, и тогда
u(Φn(p1, . . . , pk)) /∈ D̄l.

Поэтому не существует такой оценки u ∈ Val(M̄ l), что
u(p1, . . . , pk,Φ(p1, . . . , pn)) ⊆ D̄l.

Следовательно, p0 ∈ CM̄ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).
Покажем, что l > k влечет p0 ∈ CM̄ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).
Пусть u(p) = (w1(p), . . . , wl(p)), где w1, . . . , wl ∈ Val(M). Если u(pi) ∈ Θl

для каждого i ∈ {1, . . . , k}, то среди w1, . . . , wl найдется такая оценка wj ,
что wj(p1) = . . . = wj(pk) = 2. В этом случае wj(Φk(p1, . . . , pk)) = 0. Но то-
гда u(Φk(p1, . . . , pk)) /∈ D̄l.

Если же u(pi) ∈ D̄l для каждого i ∈ {1, . . . , l}, и u(pr) ∈ {1}l для неко-
торого r ∈ {1, . . . , k}, найдется такое s ∈ {1, . . . , k}, что wj(pr) = wj(ps) = 1
при какой-то оценке wj ∈ {w1, . . . , wl}. В этом случае снова получаем
wj(Φk(p1, . . . , pk)) = 0 и, как следствие, u(Φk(p1, . . . , pk)) /∈ D̄l.

Поэтому не существует такой оценки u ∈ Val(M̄ l), что
u(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)}) ⊆ D̄l.

Следовательно, p0 ∈ CM̄ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).
Таким образом, для всех k, l ⩾ 2 верно, что

p0 /∈ CM̄ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)), е.т.е. k = l.



56 Л.Ю. Девяткин

Пусть M̄ = {M̄k | k ⩾ 2}. Для всех K,L ⊆ M̄ выполняется сле-
дующее условие: CK = CL, е.т.е. K = L. При этом |M̄ | = ℵ0. Сле-
довательно, |2M̄ | = 2ℵ0 . Поскольку CM ⊆ CK для каждого K ⊆ M̄ и
|L(CM )| ⩽ |2SPf (M)|, также имеем |L(CM )| = 2ℵ0 . ■

6. Матрицы для ↓3
В этом разделе мы уcтановим степени максимальности для логик, сле-

дования которых детерминированы матрицами вида ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩ и
⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓3]. Для D = {1} примером подобной матри-
цы является матрица слабой логики Клини [Kleene, 1952, p. 334]. В случае
D = {1, 2} — матрица логики PWK [Ciuni, 2015]. Серия работ Н. Е. Томо-
вой посвящена импликативным расширениям подобных матриц [Томова,
2010], [Томова, 2012, с. 39–42], [Tomova, 2012].

Определим вспомогательные операции ∼x = x ↓3 x, x∨3 y = ¬3(x ↓3 y),
x ∧3 y = ¬3(¬3x ∨3 ¬3y). Эти операции отвечают следующим таблицам:

∧3 0 1 2
0 0 0 2
1 0 1 2
2 2 2 2

∨3 0 1 2
0 0 1 2
1 1 1 2
2 2 2 2

x ∼x
0 1
1 0
2 2

Рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓3].

Теорема 5. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓3]. Тогда степень
максимальности CM равняется 3.

Доказательство. Достаточно показать, что N ∈ SPf (M) влечет
CN ∈ {Cτ0 , CCPC , CM}. Допустим, что N ∈ SPf (M). Это значит, что в
SPf (M) найдется изоморфная копия N с универсумом A ⊆ En3 для некото-
рого n. Не теряя общности, будем считать, что A— универсумN . Полагаем,
что D ⊆ A — класс выделенных значений N .

Возможны два случая: либо {2}n ⊆ A, либо A ∩ {2}n = ∅.
Случай 1. Пусть {2}n ⊆ A. Либо A ∩ {1}n = ∅, либо {1}n ⊆ A.
Если A ∩ {1}n = ∅, то D = {∅}, и CN = Cτ0 .
Пусть {1}n ⊆ A. Поскольку ∼1 = 0, также имеет место {0}n ⊆ A. Тогда

N имеет подматрицу O с универсумом {0̃, 1̃, 2̃}, где 0̃ ∈ {0}n, 1̃ ∈ {1}n,
2̃ ∈ {2}n. Матрица O изоморфна M . Следовательно, M ∈ SPf (N). Таким
образом, CN ⩽ CM . Так как N ∈ SPf (M), также имеет место CM ⩽ CN ,
и CN = CM .

Случай 2. Пусть A ∩ {2}n = ∅. Либо A ∩ {1}n = ∅, либо {1}n ⊆ A.
Если A ∩ {1}n = ∅, то D = {∅}, и CN = Cτ0 .
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Пусть {1}n ⊆ A. Либо A ⊆ En2 , либо A содержит такой элемент
ã = (a1, . . . , an), что ai = 2 и aj ∈ {0, 1} для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}.

Предположим, что A ⊆ En2 . Тогда N ∈ SPf (CPC ), и CN ⩾ CCPC . По-
скольку {1}n ⊆ A, имеет место D = {1}n. Но тогда CN ̸= Cτ0 . Поэтому
CN = CCPC .

Пусть A содержит такой элемент ã = (a1, . . . , an), что ai = 2 и aj ∈ {0, 1}
для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}. Тогда N имеет подматрицу O с универсу-
мом {1̃, 0̃, ã ∨ ã, ã ∧ ã}. Это значит, что CN ⩽ CO.

Определим отображение φ: φ(1̃) = 1, φ(0̃) = 0, φ(ã ∨ ã) = φ(ã ∧ ã) = 2.
Отображение φ — матричный гомоморфизм из O наM . Поэтому CO = CM .
Следовательно, CN ⩽ CM . Так как N ∈ SPf (M), также имеет место
CM ⩽ CN . Таким образом, CN = CM .

Как показал разбор случаев, приведенный выше, N ∈ SPf (M) влечет
CN ∈ {Cτ0 , CCPC , CM}. Из этого вытекает, что |L(CM )| = 3. ■

Теперь рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩. Результат, анало-
гичный приведенному ниже, был получен в работе [Paoli, Pra Baldi, 2021,
Th. 5.3]. Однако наш метод существенно отличается от использованного в
этой статье.

Теорема 6. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓3]. Тогда степень
максимальности CM равняется 4.

Доказательство. Достаточно показать, что N ∈ SPf (M) влечет
CN ∈ {CM , CCPC×M , CCPC , Cτ1}. Пусть N ∈ SPf (M). Допустим, что
N ∈ SPf (M). Это значит, что в SPf (M) найдется изоморфная копия N
с универсумом A ⊆ En3 для некоторго n. Не теряя общности, будем счи-
тать, что A — универсум N . Полагаем, что D ⊆ A — класс выделенных
значений N .

Возможны два случая: либо {2}n ⊆ A, либо A ∩ {2}n = ∅.
Случай 1. Пусть {2}n ⊆ A.
Если {2}n = A, то CN = Cτ1 .
Если {2}n ̸= A, имеет место одно из двух. Либо A содержит такой эле-

мент ã = (a1, . . . , an), что ai = 2 и aj ∈ {0, 1} для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}.
Либо для всех ã ∈ A верно, что ã ̸= 2̃ влечет ã ∈ En2 .

Пусть A содержит такой элемент ã = (a1, . . . , an), что ai = 2 и aj ∈ {0, 1}
для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}. Тогда N имеет подматрицу O с универсу-
мом {ã∧∼ã, ã∨∼ã, 2̃}. Матрица O изоморфна матрице M×τ1 Следователь-
но, CO = CM×τ1 = C(M). При этом CO ⩾ CN . Следовательно, CM ⩾ CN .
Поскольку известно, что CN ⩾ CM , получаем CN = CM .
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Пусть ã ∈ En2 , коль скоро ã ∈ A и ã ̸= 2̃. Тогда N имеет подматрицу O
с универсумом {ã∧∼ã, ã∨∼ã, 2̃}, которая изоморфна M . Снова получаем
CN = CM .

Случай 2. Пусть A ∩ {2}n = ∅.
Если A ⊆ En2 , то N ∈ SPf (CPC ), и CN ⩾ CCPC . В таком случае

CN ∈ {CCPC , Cτ1}.
Пусть A содержит такой элемент ã = (a1, . . . , an), что ai = 2 и aj ∈ {0, 1}

для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n}.
Если A∩{2}n = ∅, то существует координата, на которой каждый набор

из A имеет значение 0 или 1. Не теряя общности, полагаем, что такова
первая координата, то есть a1 ∈ {0, 1} для каждого набора (a1, . . . , an) ∈ A.

В этом случае N ∈ SPf (CPC × M) и CN ⩾ CCPC×M . Покажем, что
тогда CN ∈ {CCPC×M , CCPC , Cτ1}.

Пусть α ∈ CCPC (X) и α /∈ CN (X). В таком случае для каждой оценки v
в CPC верно следующее: если v(α) = 0, то найдется такая формула γ ∈ X,
что v(γ) = 0. Если α /∈ CN (X), то w(X) ⊆ D и w(α) /∈ D для некоторой
оценки w в N .

Для каждой оценки w в N верно, что w(α) = (u1(α), . . . , un(α)), где
u1, . . . , un — некие оценки в M . В силу того, что a1 ∈ {0, 1} для каждого
набора (a1, . . . , an) ∈ A, u1 — оценка в CPC . Так как w(X) ⊆ D, имеет
меcто u1(X) ⊆ {1}. Поскольку α ∈ CCPC (X), получаем u1(α) = 1.

В то же время, поскольку w(α) /∈ D, ui(α) = 0 для некоторого
i ∈ {2, . . . , n}. Не теряя общности, полагаем, что i = 2. Таким образом,
w(α) = ã, где ã = (1, 0, a3, . . . , an).

Поскольку w(X) ⊆ D, также имеем для некоторой формулы γ ∈ X:
w(γ) = c̃, где (1, 2, c3, . . . , cn). Иначе мы получили бы противоречие с по-
сылкой α ∈ CCPC (X), так как u2 оказалась бы оценкой в CPC .

В силу определений операцийM ,A содержит также следующие наборы:

• ∼ã = (0, 1,∼a3, . . . ,∼an);

• ã ∨ ã = (1, 1, a3 ∨ a3, . . . , an ∨ an);

• ã ∧ ã = (0, 0, a3 ∧ a3, . . . , an ∧ an);

• ∼c̃ = (0, 2,∼c3, . . . ,∼cn).

Пусть β ∈ CN (Y ). Тогда для каждой оценки w в N верно, что
w(Y ) ⊆ {1, 2}n влечет w(β) ∈ {1, 2}n.

Обозначим как W ∗ множество таких оценок w∗ в N , что
w∗(p) = (a1, a2, . . . , an), где a1 ∈ {0, 1}. Ясно, что для каждой оценки w∗ из
W ∗ верно следующее: w∗(Y ) ⊆ {1}×{1, 2}n−1 влечет w∗(β) ∈ {1}×{1, 2}n−1.
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Отобразим множество W ∗ в множество Val(CPC × M): если
w∗(p) = (a1, a2, . . . , an), то ψ[w∗](p) = (a1, a2). Если w∗(Y ) ⊆ {1}×{1, 2}n−1

влечет w∗(β) ∈ {1} × {1, 2}n−1, то ψ[w∗](Y ) ⊆ {1} × {1, 2} влечет
ψ[w∗](β) ∈ {1} × {1, 2}.

Отображение ψ сюръективно, так как {ã,∼ã, ã ∨ ã, ã ∧ ã, c̃,∼c̃} ⊆ A. То
есть ψ(W ∗) = Val(CPC ×M).

Таким образом, коль скоро w(Y ) ⊆ {1, 2}n влечет w(β) ∈ {1, 2}n
для любой оценки w в N , также верно, что u(Y ) ⊆ {1} × {1, 2} влечет
u(β) ∈ {1} × {1, 2} для любой оценки u в CPC ×M . Следовательно, если
β ∈ CN (Y ) то β ∈ CCPC×M (Y ).

Это значит, что CN ⩽ CCPC×M Однако мы уже установили, что
CN ⩾ CCPC×M . Поэтому CN = CCPC×M .

Таким образом, если α ∈ CCPC (X) и α /∈ CN (X) для некоторых X ⊆ S
и α ∈ S, то CN = CCPC×M . Если же α ∈ CCPC (X) влечет α ∈ CN (X), то
CN ∈ {CCPC , Cτ1}. Это завершает рассмотрение последнего случая.

Принимая во внимание все рассмотренные случаи, получаем: если
CN ⩾ CM , то CN ∈ {CM , CCPC×M , CCPC , Cτ1}. Из этого вытекает, что
|L(CM )| = 4. ■

7. Матрицы для ↓4
Данный раздел посвящен степеням максимальности для логик, сле-

дования которых детерминированы матрицами вида ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩ и
⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓4]. Исторически первым примером такой
матрицы является матрица логики Собочиньского [Sobociński, 1952], где
D = {1, 2}, а базовые операции ⊃ и ∼ отвечают приведенным ниже табли-
цам.

x ∼x
0 1
1 0
2 2

⊃ 0 1 2
0 1 1 1
1 0 1 0
2 0 1 2

В работе [Grigolia, Finn, 1993] подобные матрицы рассматриваются для
языка со связками ∧,∨,∼, причем конъюнкция и дизъюнкция могут опре-
деляться несколькими способами. Ниже приведены таблицы для двух ва-
риантов конъюнкции (∧4 и ∧∗4) и двух вариантов дизъюнкции (∨4 и ∨∗4).

∧4 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 0
2 0 0 2

∨4 0 1 2
0 0 1 0
1 1 1 1
2 0 1 2

∧∗
4 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 1
2 0 1 2

∨∗
4 0 1 2

0 0 1 1
1 1 1 1
2 1 1 2

Лемма 3. [↓4] = [∧4,∨∗4,∼] = [∧∗4,∨4,∼] = [⊃,∼].
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Доказательство. Сперва покажем, что [∧4,∨∗4,∼] = [∧∗4,∨4,∼] = [⊃,∼].
Покажем, что [∧4,∨∗4,∼] ⊆ [∧∗4,∨4,∼].

• x ∨∗4 y = (x ∧∗4 y) ∨4 (∼x ∧∗4 y) ∨4 (x ∧∗4 ∼y).

• x ∧4 y = ∼(∼x ∨∗4 ∼y).

Покажем, что [∧∗4,∨4,∼] ⊆ [⊃,∼].

• x ∧∗4 y = ∼(x ⊃ ∼y).

• x ∨4 y = ∼x ⊃ y.

Покажем, что [⊃,∼] ⊆ [∧4,∨∗4,∼].

• x ⊃ y = ((∼x ∨∗4 y) ∧4 ∼x) ∨∗4 ((∼x ∨∗4 y) ∧4 y).

Теперь покажем, что [↓4] = [∧4,∨∗4,∼].

• ∼x = x ↓4 x; x ∨∗4 y = ∼(x ↓4 y); x ∧4 y = ∼(∼x ∨∗4 ∼y).

• x ↓4 y = ∼(x ∨∗4 y).
■

Рассмотрим степень максимальности CM , начав со случая
M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩.

Теорема 7. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓4]. Тогда степень
максимальности CM не меньше ℵ0.

Доказательство. Определим вспомогательную операцию:
x ◦ y = ∼(x ∧4 y) ∧∗4 (x ∧∗4 y). Таблица истинности для ◦ имеет следу-
ющий вид:

◦ 0 1 2
0 0 0 0
1 0 0 1
2 0 1 2

Пусть ◦n(x1, . . . , xn) = x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xn. Для каждого натурального n ⩾ 2
имеет место:

1. ◦n(a1, . . . , an) = 1, если (a1, . . . , an) содержит в точности одну едини-
цу, а остальные члены этого набора — двойки;

2. ◦n(a1, . . . , an) = 2, если (a1, . . . , an) состоит из двоек;

3. ◦n(a1, . . . , an) = 0 в остальных случаях.
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Пусть Φn(p1, . . . , pn) ∈ S такая формула от n переменных, что
w(Φ(p1, . . . , pn)) = ◦n(w(p1), . . . , w(pn)) для любой оценки w ∈ Val(M).

Рассмотрим последовательность матриц, где Mk — результат умноже-
ния матрицы M на саму себя k раз:

M2,M3, . . . ,Mn, . . .

Поскольку f(x1, . . . , xn) = 2, е.т.е. x1 = . . . = xn = 2, для каждого k ⩾ 2
множество Ek3 \{2}k — универсум подматрицы Mk. Обозначим подматрицу
Mk с универсумом Ek3 \ {2}k как M̄k.

В силу Факта 2, CMk ⊆ CM̄k . В силу Факта 3, CM = CMk . Таким
образом, CM ⊆ CM̄k .

Можно показать, что последовательность

CM̄2 , CM̄3 , . . . , CM̄n , . . .

образует счетную цепь в L(CM ).

Покажем, что l ⩾ k влечет CM̄ l ⩽ CM̄k .

Пусть l ⩾ k. Определим отображение ψ из Ek3 \ {2}k в El3 \ {2}l:
ψ(a1, . . . , ak) = (b1, . . . , bl), где

bi =

{
ai, если i ⩽ k;

ak, если i > k.

Поскольку ψ — матричный гомоморфизм из M̄k в M̄ l, имеет место
CM̄ l ⩽ CM̄k (см. Факт 1).

Когда l < k, имеет место p0 /∈ CM̄k(Φk(p1, . . . , pk)), однако
p0 ∈ CM̄ l(Φk(p1, . . . , pk)).

Сперва покажем, что p0 /∈ CM̄k(Φk(p1, . . . , pk)).
Для этого достаточно рассмотреть такую оценку u ∈ Val(M̄k), что

u(p0) ∈ {0}k, а для каждого i ∈ {1, . . . , k} выполняется следующее условие:
u(pi) = (a1, . . . , ak), где ai = 1 и aj = 2 для всех j ∈ {1, . . . , k}\{i}. Посколь-
ку u(Φk(p1, . . . , pk)) ∈ {1}k, также верно, что p0 /∈ CM̄k(Φk(p1, . . . , pk)).

Теперь покажем, что p0 ∈ CM̄ l(Φk(p1, . . . , pk)).
Для каждой оценки u ∈ Val(M̄ l) найдутся такие w1, . . . , wl ∈ Val(M),

что u(α) = (w1(α), . . . , wl(α)), коль скоро α ∈ S.
Если u(pi) ∈ El3 \ {1, 2}l для некоторого i ∈ {1, . . . , k}, то wj(pi) = 0 для

некоторой оценки wj ∈ {w1, . . . , wl}. В этом случае wj(Φk(p1, . . . , pk)) = 0.
Но тогда u(Φk(p1, . . . , pk)) = (a1, . . . , al), где aj = 0 для некоторого
j ∈ {1, . . . , l}.
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Допустим, что u(pi) ∈ {1, 2}l \ {2}l для всех i ∈ {1, . . . , k}.
Пусть Θl — множество всех таких наборов вида (a1, . . . , al), что ai = 1

для некоторого i ∈ {1, . . . , l}, и aj = 2 для всех j ∈ {1, . . . , l} \ {i}. Множе-
ство Θl содержит l элементов.

Поскольку l < k, если u(pi) ∈ {1, 2}l \ {2}l для всех i ∈ {1, . . . , k},
то u(pr) = u(ps) ∈ Θl или u(pr) ∈ {1, 2}l \ Θl для неко-
торых r, s ∈ {1, . . . , k}. В этом случае найдется такая оценка
wj ∈ {w1, . . . , wl}, что wj(pr) = wj(ps) = 1 для некоторых
r, s ∈ {1, . . . , k}. Но тогда wj(Φk(p1, . . . , pk)) = 0. Отсюда вновь получа-
ем u(Φk(p1, . . . , pk)) = (a1, . . . , al), где aj = 0 для некоторого j ∈ {1, . . . , l}.

Таким образом, для любой оценки u ∈ Val(M̄ l) верно, что
u(Φk(p1, . . . , pk)) /∈ {1, 2}l. Из этого следует, что p0 ∈ CM̄ l(Φk(p1, . . . , pk)).

Мы показали, что l < k влечет CM̄ l > CM̄k для любых k, l ⩾ 2. Это
означает, что L(CM ) содержит счетную цепь, и |L(CM )| ⩾ ℵ0. ■

Теперь рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩.

Теорема 8. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓4]. Тогда степень
максимальности CM не меньше ℵ0.

Доказательство. Аналогично Теореме 7. В случае D = {1} класс вы-
деленных значений матрицы M̄ l есть {1}l. В случае D = {1, 2} класс вы-
деленных значений матрицы M̄ l есть {1, 2}l \ {2}l. В ходе доказательства
Теоремы 7 мы показали, что для любой оценки u ∈ Val(M̄ l) верно, что
u(Φk(p1, . . . , pk)) /∈ {1, 2}l, коль скоро l < k и k ⩾ 2. ■

8. Матрицы для ↓5
В этом разделе мы исследуем степени максимальности для логик, сле-

дования которых детерминированы матрицами вида ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩ и
⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓5]. В отличие от предыдущих случаев, авто-
ру неизвестны логики, матрицы которых базировались бы на ↓5. С точки
зрения теории функций многозначной логики, свойства [↓5] рассматрива-
ются в [Makarov, 2015], [Makarov & Makarov, 2017].

Определим вспомогательные операции ∼x = x ↓5 y, x ∨5 y = ∼(x ↓5 y),
x ∧5 y = ∼(∼x ∨5 ∼y). Эти операции отвечают следующим таблицам:

↓5 0 1 2
0 1 0 2
1 0 0 2
2 0 0 2

∧5 0 1 2
0 0 0 2
1 0 1 2
2 0 0 2

∨5 0 1 2
0 0 1 2
1 1 1 2
2 1 1 2

x ∼x
0 1
1 0
2 2
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Факт 8. Для каждой функции f(x1, . . . , xn), принадлежащей [↓5], верно,
что найдется такое i ∈ {1, . . . , n}, при котором выполняется следующее
условие: f(a1, . . . , an) = 2, е.т.е. ai = 2.

Рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩.

Теорема 9. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1}⟩, где [F ] = [↓5]. Тогда степень
максимальности CM не меньше ℵ0.

Доказательство. Определим еще одну вспомогательную операцию:
x • y =↓5 (↓5 (x, y), y)∧5 ↓5 (↓5 (∼x, y), y). Таблица истинности для • имеет
следующий вид:

• 0 1 2
0 0 0 2
1 0 0 2
2 1 0 2

Ясно, что x1 • x2 = 2, е.т.е. x2 = 2 и x1 • x2 = 1, е.т.е. x1 = 2 и x2 = 0.
Рассмотрим функцию gi от n ⩾ 3 переменных.

gi(x1, . . . , xn) = (xj1 • xi) ∧5 . . . ∧5 (xjn−2 • xi) ∧ xn,

где каждому индексу из множества {j1, . . . , jn−2} соответствует уникаль-
ный индекс из множества {1, . . . , n− 1} \ {i}.

В силу определений ∧ и •, функция gi(x1, . . . , xn) при-
нимает значение 1 на том наборе (a1, . . . , an), где ai = 0,
a1 = . . . = ai−1 = ai+1 = . . . = an−1 = 2, an = 1. Если an = 2,
то gi(a1, . . . , an) = 2. На всех наборах, кроме перечисленных выше,
gi(x1, . . . , xn) принимает значение 0.

Определим функцию fn:

fn(x1, . . . , xn) = g1(x1, . . . , xn) ∨ g2(x1, . . . , xn) ∨ . . . ∨ gn−1(x1, . . . , xn).

В силу определений ∨ и gi, имеет место следующее:

1. fn(a1, . . . , an) = 1, если ai = 0 для некоторого i ∈ {1, . . . , n−1}, aj = 2
для всех j ∈ {1, . . . , n− 1} \ {i}, и an = 1;

2. fn(a1, . . . , an) = 2, если an = 2;

3. fn(a1, . . . , an) = 0 в остальных случаях.

Пусть Φn(p1, . . . , pn) ∈ S такая формула от n переменных, что
w(Φn(p1, . . . , pn)) = fn(w(p1), . . . , w(pn)) для любой оценки w ∈ Val(M).
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Рассмотрим последовательность матриц, где Mk — результат умноже-
ния матрицы M на саму себя k раз:

M2,M3, . . . ,Mn, . . .

В силу Факта 8, множество Ek3 \{2}k — универсум подматрицыMk. Обо-
значим подматрицу Mk с универсумом Ek3 \ {2}k как M̄k. В силу Факта 2,
CMk ⊆ CM̄k . В силу Факта 3, CM = CMk . Таким образом, CM ⊆ CM̄k .

Покажем, что последовательность

CM̄2 , CM̄3 , . . . , CM̄n , . . .

образует счетную цепь в L(CM ).
Сперва продемонстрируем, что l ⩾ k влечет CM̄ l ⩽ CM̄k .
Допустим, что l ⩾ k. Определим отображение ψ из Ek3 \{2}k в El3 \{2}l:

ψ(a1, . . . , ak) = (b1, . . . , bl), где

bi =

{
ai, если i ⩽ k;

ak, если i > k.

Поскольку ψ — матричный гомоморфизм из M̄k в M̄ l, имеет место
CM̄ l ⩽ CM̄k (см. Факт 1).

Теперь докажем, что при l < k имеет место следующее:
p0 /∈ CM̄k(Φk+1(p1, . . . , pk+1)), однако p0 ∈ CM̄ l(Φk+1(p1, . . . , pk+1)).

Покажем, что p0 /∈ CM̄k(Φk+1(p1, . . . , pk+1)).
Достаточно рассмотреть такую оценку u ∈ Val(M̄k), что u(p0) ∈ {0}k,

u(pk+1) ∈ {1}k, и для всех i ∈ {1, . . . , k} верно следующее:
u(pi) = (a1, . . . , ak), где ai = 0 и aj = 2, коль скоро
j ∈ {1, . . . , k} \ {i}. Поскольку u(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) ∈ {1}k, также верно,
что p0 /∈ CM̄k(Φk(p1, . . . , pk)).

Теперь покажем, что p0 ∈ CM̄ l(Φk+1(p1, . . . , pk+1)).
Для каждой оценки u ∈ Val(M̄ l) найдутся такие w1, . . . , wl ∈ Val(M),

что u(α) = (w1(α), . . . , wl(α)), коль скоро α ∈ S.
Если u(pk+1) /∈ {1}l, то wj(pk+1) ∈ {0, 2} для некоторой оценки

wj ∈ {w1, . . . , wl}. В этом случае wj(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) ∈ {0, 2}. Но то-
гда u(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) = (a1, . . . , al), где aj ∈ {0, 2} для некоторого
j ∈ {1, . . . , l}.

Если u(pk+1) ∈ {1}l и u(pi) ∈ El3 \ {0, 2}l для некоторого i ∈ {1, . . . , k},
то wj(pi) = 1 для некоторой оценки wj ∈ {w1, . . . , wl}. В этом случае
wj(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) = 0. Но тогда u(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) = (a1, . . . , al),
где aj = 0 для некоторого j ∈ {1, . . . , l}.
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Пусть u(pk+1) ∈ {1}l и u(pi) ∈ {0, 2}l \ {2}l для всех i ∈ {1, . . . , k}.
Обозначим как Ξl множество всех таких наборов вида (a1, . . . , al), что

ai = 0 для некоторго i ∈ {1, . . . , l}, и aj = 2 для всех j ∈ {1, . . . , l} \ {i}.
Множество Ξl содержит l элементов.

Поскольку l < k, если u(pi) ∈ {0, 2}l \ {2}l для всех i ∈ {1, . . . , k},
то u(pr) = u(ps) ∈ Ξl или u(pr) ∈ {0, 2}l \ Ξl для некоторых
r, s ∈ {1, . . . , k}. В этом случае найдется такая оценка wj ∈ {w1, . . . , wl},
что wj(pr) = wj(ps) = 0 для некоторых r, s ∈ {1, . . . , k}. Но тогда
wj(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) = 0.

Отсюда вновь получаем u(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) = (a1, . . . , al), где aj = 0
для некоторого j ∈ {1, . . . , l}. Таким образом, для любой оценки
u ∈ Val(M̄ l) верно, что u(Φk+1(p1, . . . , pk+1)) /∈ {1}l. Из этого следует, что
p0 ∈ CM̄ l(Φk+1(p1, . . . , pk+1)).

Мы показали, что l < k влечет CM̄ l > CM̄k для любых k, l ⩾ 2. Это
означает, что L(CM ) содержит счетную цепь, и |L(CM )| ⩾ ℵ0. ■

Теперь рассмотрим случай M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩.

Теорема 10. Пусть M = ⟨{0, 1, 2}, F, {1, 2}⟩, где [F ] = [↓5]. Тогда степень
максимальности CM не меньше ℵ0.

Доказательство. Рассмотрим последовательность матриц, гдеMk — ре-
зультат умножения матрицы M на саму себя k раз:

M2,M3, . . . ,Mn, . . .

В силу Факта 8, множество Λk всех наборов вида (a1, . . . , ak), содер-
жащих в точности одну двойку — универсум подматрицы Mk. Обозначим
подматрицу Mk с универсумом Λk как M̃k. В силу Факта 2, CMk ⊆ CM̃k .
В силу Факта 3, CM = CMk . Таким образом, CM ⊆ CM̃k .

Теперь покажем, что для всех k, l ⩾ 2 имеет место следующее:
CM̃k ̸= CM̃ l , коль скоро l > k.

Пусть l > k и k ⩾ 2.
Обозначим как Φn(p1, . . . , pn) такую формулу языка S, что

w(Φn(p1, . . . , pn)) = ∼(w(p1) ∧5 . . . ∧5 w(pn)) для всех w ∈ Val(M).
Покажем, что p0 ∈ CM̃ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).
Поскольку M̃ l — подматрица M l с универсумом Λl, классом выде-

ленных значений M̃ l является множество Υl всех таких наборов вида
(a1, . . . , al), что ai = 2 для некоторого i ∈ {1, . . . , l} и aj = 1 для всех
j ∈ {1, . . . , l} \ {i}. Множество Υl содержит l элементов.

Каждая оценка u ∈ Val(M̃ l) может быть представлена следующим об-
разом: u(p) = (w1(p), . . . , wl(p)), где w1, . . . , wn ∈ Val(M).
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Так как l > k, для всякой оценки u ∈ Val(M̃ l) верно следующее. Если
u(pi) ∈ Υl для каждого i ∈ {1, . . . , k} и u(p) = (w1(p), . . . , wl(p)), найдется
такое s ∈ {1, . . . , l}, что ws(p1) = . . . = ws(pk) = 1. В силу определений
∼ и ∧5, это влечет ws(Φn(p1, . . . , pk)) = 0. Но тогда u(Φn(p1, . . . , pk)) /∈ Υl.
Таким образом, u(p1, . . . , pk) ⊆ Υl влечет u(Φn(p1, . . . , pk)) /∈ Υl для всех
u ∈ Val(M̃ l). Следовательно, p0 ∈ CM̃ l(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).

Теперь покажем, что p0 /∈ CM̃k(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).
Поскольку множество Υk содержит k элементов, существует такая

оценка u ∈ Val(M̃k), что для всех i, j ∈ {1, . . . , k} выполняются сле-
дующие условия: u(pi) ∈ Υk, u(pi) ̸= u(pj), u(p0) /∈ Υk. Пусть
u(p) = (w1(p), . . . , wk(p)), где w1, . . . , wk ∈ Val(M). Тогда для каж-
дого r ∈ {1, . . . , k} найдется такое i ∈ {1, . . . , k}, что wr(pi) = 2.
В силу определений ∼ и ∧5, это влечет wr(Φn(p1, . . . , pk)) = 1, если
wr(pk) = 1, и wr(Φn(p1, . . . , pk)) = 2, если wr(pk) = 2. Таким образом,
u(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)) ⊆ Υk, причем u(Φk(p1, . . . , pk)) = u(pk). В то же
время u(p0) /∈ Υk. Следовательно, p0 /∈ CM̃k(p1, . . . , pk,Φk(p1, . . . , pk)).

Итак, для всех k, l ⩾ 2, где l > k, существует такое множество
{X,α}, что α /∈ CM̃k и α ∈ CM̃ l . То есть CM̃k ̸= CM̃ l . В силу того, что
|{M̃k|k ⩾ 2}| = ℵ0 и CM ⊆ CM̃k для всех k ⩾ 2, имеем |L(CM )| ⩾ ℵ0. ■

9. Заключение

Мы рассмотрели степени максимальности для логик, задаваемых мат-
рицами вида ⟨{0, 1, 2, }, F,D⟩, где [F ] = [↓i] для некоторого 1 ⩽ i ⩽ 5, а D
есть {1} или {1, 2}.

Теоремы 1, 2, 3, 5, 6 не только устанавливают степень максимальности
для следования, детерминированного каждой из соответствующих матриц,
но и позволяют дать для них полное описание решетки L(CM ).

Теорема 3 дает точный ответ на вопрос о мощности соответствующей
решетки L(CM ), однако структура этой решетки подлежит дальнейшему
уточнению. С точки зрения автора, было бы интересно идентифицировать
ее конечные участки и описать их внутреннее устройство.

Теоремы 7, 8, 9, 10 дают лишь нижнюю границу мощности интересу-
ющих нас решеток. Это делает актуальным вопрос о том, являются ли
соответствующие решетки в точности счетными или среди них есть такие,
которые имеют мощность континуума.

Наконец, отметим общее разнообразие результатов. Все рассмотренные
матрицы объединяет то, что они обладают минимальной выразительной
силой в своем классе. То есть по меньшей мере одна из этих матриц опре-
делима в каждой трехзначной логике, полученной добавлением третьего
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значения к классической логике. Однако, как оказалось, степень макси-
мальности следований, детерминированных этими матрицами, варьирует-
ся от 2 до бесконечности.

Представляется целесообразным в ходе дальнейших исследований рас-
смотреть вопрос о том, можно ли сформулировать критерии, позволяющие
оценить мощность решетки L(CM ) для произвольно взятой трехзначной
C-расширяющей матрицы M на основе выразительных возможностей ее
операций.
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1. Introduction

Logical systems, serving as theories of the logical consequences relation,
often diverge in their views on the nature or instances of this relation, or some-
times both. Consequently, different logical theories can exhibit disagreements
regarding the validity of arguments. A well-known illustration of such rivalry
exists in the disagreement between intuitionistic logic and relevant logic(s) with
classical logic.

Classical logicians generally define a valid argument as one that preserves
truth:

The sentence X follows logically from the sentences of the class K if and
only if every model of the classK is also a model of the sentenceX [Tarski,
1983, p. 417].
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This definition implies that sentence X logically follow from the set of sen-
tences K if and only if, in any model where the set K is true, sentence X
is also true. Consequently, being truth-preserving becomes a sufficient condi-
tion for argument validity. However, relevant logicians adopt a more stringent
stance, considering truth preservation as necessary but not solely sufficient for
inference validity. According to them, implication paradoxes arise from this
specific understanding of logical validity. To avoid these paradoxes, relevant
logicians argue that the conclusion must not only preserve truth but also be
related to the premises, ensuring that the conclusion logically follows from the
given premises:

The present approach, however, directly replaces the Classical Account
with the Relevant Account, and extracts the notion of relevance from the
new criterion for validity. For if the conclusion really does follow from the
premises, then they must be (logically) relevant to it [Read, 1988, p. 4].

Hence, the relevant logician introduces an alternative conception of logical
validity, diverging from the classical understanding. This deviation arises from
a disagreement with the classical perspective on the nature of logical validity,
driven by the aim to preclude arguments that, in their view, lack validity.
Consequently, a prominent illustration of the rivalry between different logical
systems surfaces in the ongoing debate between relevant logicians and classical
logicians regarding the very essence of logical validity.

Furthermore, when we substitute Kripke models with the models in
Tarski’s definition of logical validity, an intuitionistic logician perceives truth-
preservation in these models as a sufficient condition for logical validity. How-
ever, a divergence emerges when comparing their stances with classical logi-
cians, especially on instances such as the Double Negation rule. Within the
realm of intuitionistic logic, Michael Dummett stands out for his robust ad-
vocacy, elucidating the distinctions between intuitionistic and classical logic.
In one of his seminal articles championing intuitionistic logic against its clas-
sical counterpart, he articulates his position:

The question with which I am here concerned is: What plausible rationale
can there be for repudiating, within mathematical reasoning, the canons
of classical logic in favour of those of intuitionistic logic? <. . .> I am
concerned only with the standpoint of the intuitionists themselves, namely
that classical mathematics employs forms of reasoning which are not valid
on any legitimate construal of mathematical statements [Dummett, 1978,
p. 215].

Therefore, Dummett, acting in the capacity of an intuitionistic logician,
endeavors to bolster his viewpoint on “validity” by critiquing classical notions
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of validity. In doing so, he proposes his perspective as a potentially superior
alternative to classical validity.

Despite the common intuition that logical theories are in competition, two
obstacles challenge this perspective: the variability in meaning of logical con-
stants across logical systems and the concept of logical pluralism. Both factors
lead us to consider logical validity as a property tied to specific systems, with
judgments of different logical systems about argument validity seemingly talk-
ing past each other. The aim of this article is to demonstrate that logical
disagreements carry significance, and disputes among logicians are not merely
verbal.

The article is structured as follows: In the second section, we provide a
brief explanation of the two obstacles to rivalry in different logics. The third
section delves into Kouri Kissel’s solution for explaining logical disagreements.
Through the concept of metalinguistic negotiation, Kouri Kissel attempts to
illustrate that logical disagreements align with the pluralistic view of logic,
suggesting that logicians are involved in reasoning on a metalinguistic level and
critiquing each other’s perspectives. Moving to the fourth section, we exam-
ine the challenges posed by this explanation of logical disagreements. Finally,
in the fifth section, an alternative solution will be presented that aims to address
these challenges without encountering the identified problems.

1.1. Meaning variance of logical constants
The diversity in meanings assigned to logical constants across various lo-

gical systems raises the question of whether logical disagreements might be con-
sidered meaningless. As an illustration, consider the possible world semantics
of negation in classical logic and Routley’s semantics1 for it in relevant logic
respectively:

∼ A is tru in w iff A is false in w

∼ A is true in w iff A is not false in w∗

The assertion that altering the truth condition of a logical constant suffices to
change its meaning implies that theories attributing different truth conditions
to negation ascribe distinct meanings to it. Consequently, when these theories
diverge on the question of argument validity, their disagreement is deemed
verbal. The meaning variance of logical constants, according to Quine, leads to
the belief that paraconsistent logicians and classical logicians are not engaged
in a common discourse; their discussions revolve around different issues:

1In this interpretation, each world, w, comes with a mate, w∗, its star world, such that
∼ A is true at w if A is false, not at w, but at w∗. See [Priest, 2008, p. 151].



Rethinking logical disagreements: a critique of verbalism and a normative . . . 75

My view of this dialogue is that neither party knows what he is talking
about. They think they are talking about negation, ‘∼’, ‘not’; but surely
the notation ceased to be recognizable as negation when they took to
regarding some conjunctions of the form ‘p . ∼ p’ as true, and stopped
regarding such sentences as implying all others. Here, evidently, is the
deviant logician’s predicament: When he tries to deny the doctrine he
only changes the subject [Quine, 1970, p. 81].

Quine’s perspective on non-classical logic as opposed to classical logic is
encapsulated in the slogan: changing logic is changing the subject . Ac-
cording to this viewpoint, a classical logician discusses one thing, while a non-
classical logician discusses something else. Therefore, disagreements between
non-classical and classical logicians are deemed meaningless.

1.2. Logical pluralism
Logical pluralism posits that there is more than one right logic, but it can

be viewed in various ways. Carnap, for instance, contends that the question
of the right logic is meaningless. In his view, we are free to choose a linguistic
framework governed by specific rules, and no philosophical argument is ne-
cessary to justify this choice. Simply stating one’s syntactic rules clearly is
sufficient [Carnap, 1937, p. 51–52].

Shapiro offers a different view, asserting that the rightness of a logic depends
on its structure and application context. For example, he argues that the ax-
ioms of constructive analysis in mathematics and classical analysis in mathem-
atics are compatible with intuitionistic and classical logics, respectively. Each
set of axioms produces various structures, and according to Shapiro, each struc-
ture requires a different logic for correctness within that specific context [Caret,
Kouri Kissel, 2020, p. 4].

Beall and Restall, drawing inspiration from Tarski’s definition of logical
validity, contend that “validity” does not carry the same meaning across all
logical systems. According to them, each logical system requires a different
meaning of “logical validity”:

(GTT): An argument is validx if and only if, in every casex in which the
premises are true, so is the conclusion [Beall, 2006, p. 29].

Thus, Cases adopts different meanings in various logics, leading to distinct
meanings of validity in these logics. If “Case” is regarded as a consistent and
complete world, it results in “classical validity”. If considered as an inconsistent
and incomplete world, it yields “relevant validity”. Finally, defining it as a
structure gives rise to “intuitionistic validity” [Ibid., p. 31–32].

Therefore, logical pluralism suggests that multiple logics can adequately
capture logical consequence relations if a logical system is viewed as a theory
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of such relations. For instance, Beall and Restall prioritize the question of
argument validity in any logical system, asserting that all (acceptable) logical
systems provide correct answers to this question. Consequently, they argue
that logical disagreements regarding “validity” are meaningless2:

These two accounts of consequence are different but, with respect to the
chief question of Logic (what arguments are valid?), they are not rivals.
There is no sense in calling the two accounts rivals with respect to whether
such and so argument is valid. Qua answers to Logic’s chief question, the
two accounts do not compete [Beall, 2006, p. 44].

Logical pluralism posits that all logical theories are right, rendering them
incapable of being rivals. Additionally, the meaning variance of logical constants
prevents a direct comparison between these theories. Despite these challenges,
logicians openly engage in disputes with opposing logical theories, advocating
for their respective perspectives. Two possible approaches to understanding
these disagreements are to dismiss them as purely verbal disputes or to seek an
explanation. In the following section, we will explore Kouri Kissel’s proposed
solution to this intricate problem.

2. Metalinguistic negotiation explanation
for logical disagreement

As a pluralist, Kouri Kissel contends that logical pluralism initially ap-
pears inconsistent with the prospect of meaningful dialogue between different
logical theories. However, she recognizes this inconsistency as undesirable and
endeavors to present a solution [Kouri Kissel, 2019, p. 1]. While she specific-
ally advocates a particular form of logical pluralism, her proposed solution can
be viewed as a defense of the broader possibility of dialogue between logical
theories, irrespective of the specific conception of logical pluralism embraced.

Kouri Kissel’s approach to logical pluralism falls within the realm of domain-
specific logical pluralism, where “domain” refers to a specific field of discussion,
such as mathematics or quantum mechanics, around which people engage in
arguments. In this view, the rightness of a logic is contingent upon the goals

2Other conceptions of logical pluralism also aim to alleviate logical disagreements con-
cerning the nature or instances of validity (or both). For instance, Carnap’s conventional
pluralism, which permits any choice for a language framework bound by certain rules, and
pluralism that grounds the correctness of logic in its structure and field of application simil-
arly do not view different logics as rivals. These perspectives consider logical disagreements to
be meaningless and assert that the judgment of any acceptable logical system about validity
is correct. Consequently, Steinberger concludes that logical pluralism doesn’t resolve logical
disagreements but rather dissolves them and pluralists have been the heroes in ending these
pointless disputes [Steinberger, 2019, p. 3].
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of participants in the argumentative conversation and the specific domain in
question [Kouri Kissel, 2019, p. 3]. Consequently, the selection of the right
logic and connectives hinges on their alignment with the deductive aims of
participants and its ability to guide deductive practices appropriately [Ibid.,
p. 3–4].

As an example, consider a classical logician and an intuitionistic logician
who employ two distinct logics, not for different domains, but for the same
domain. The classical logician applies classical logic to analyze mathematics,
while the intuitionistic logician utilizes intuitionistic logic for the same pur-
pose. Due to the different meanings of logical constants in these two logics,
the two logicians do not use the same language when discussing the analysis of
mathematics. Consequently, their disputes about the validity of mathematical
arguments are deemed verbal because they employ different meanings for logical
terms. However, Kouri Kissel asserts that despite this challenge, the logicians
do not dismiss their discussions:

But this may not always be the case: there may still be a disagreement in
place about who is doing analysis in the best way even after the practi-
tioners realize that they are using different logical rules and connectives.
In effect, merely verbal disputes are resolved once the different mean-
ing/usage of the term in question is recognized, while these cross-language
disputes may not be so easily sorted [Ibid., p. 5].

Indeed, according to Kouri Kissel, in Carnap’s approach to pluralism,
the disagreement between two logicians is considered verbal. In this under-
standing of pluralism, when two logicians adopt different linguistic frameworks,
the meanings of logical terms are determined by the rules of their respective lin-
guistic frameworks, resulting in different meanings [Ibid., p. 4]. Consequently,
their conversation, particularly in the context of mathematical argument ana-
lysis, appears to be rendered impossible due to the divergence in the meanings
of logical terms.

Beall and Restall, guided by (GTT), acknowledge different meanings for
the term “validity” itself, despite maintaining a shared understanding of logical
constants. Consequently, when engaging in disputes over the validity of math-
ematical arguments, classical and intuitionistic logicians may find themselves
talking past each other, as their distinct meanings of “validity” lead to a lack
of mutual understanding.

According to Kouri Kissel, logicians, even after acknowledging the use of
different meanings of “validity”, persist in debating the validity of mathematical
arguments and engage in genuine discussions. To clarify this ongoing dispute,
she introduces the concept of metalinguistic negotiation, defined as “disagree-
ments about the proper deployment of linguistic representations” [Ibid., p. 6]
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citing [Plunkett, Sundell, 2013, p. 3]. Metalinguistic negotiation involves two
crucial characteristics: firstly, participants use words metalinguistically to dis-
cuss their correct use. What is critical in this negotiation is that the words
under discussion are not merely mentioned but actively used. Secondly, meta-
linguistic negotiations are held to answer the question of what is the correct
meaning of a word in a specific context and which word should be employed in
it [Kouri Kissel, 2019, pp. 6–7].

In an illustrative example provided by Kouri Kissel, a metalinguistic negoti-
ation unfolds between two individuals in a room who disagree about whether the
room is cold. One attempts to raise the temperature by asserting, “The room is
cold”, while the other disputes this claim. The crux of their disagreement lies in
differing definitions of “coldness”: the first person considers the room cold when
the temperature is below 70 degrees Celsius, while the second person holds that
“coldness” applies when the temperature is below 65 degrees Celsius. Despite
the verbal disagreement and the realization that they attribute different mean-
ings to “coldness”, the dispute does not end. Instead, each participant endeavors
to persuade the other by presenting arguments to either maintain or alter the
room temperature. This persistence in discussion, even after recognizing the
differing meanings, exemplifies a metalinguistic negotiation in action:

This is a hallmark of metalinguistic negotiation. Each is using the
term “cold” metalinguistically to demonstrate what they think the proper
meaning/usage should be — in this sense, the debate has a normative char-
acteristic about how “cold” ought to be used, and whether they ought to
attempt to change the temperature in the office. In this case, they each
use “cold” metalinguistically to make a claim about the proper extension
of the term [Ibid., p. 6].

Indeed, in the given example, the roommates engage in a metalinguistic
negotiation, which operates at a higher level than the object language. The dis-
agreement revolves around the meaning that should be ascribed to the word
“cold” in their conversation, with each participant advocating for their inter-
pretation. Their efforts are directed at convincing one another regarding the
correct meaning or usage of the term “cold” in the context of their goal, which
is either maintaining or changing the room temperature. This aligns with the
key characteristics of metalinguistic negotiations, where individuals, while us-
ing a particular word (such as “cold”), dispute its intended meaning and strive
to establish the accurate meaning or usage.

Kouri Kissel’s perspective on metalinguistic negotiation offers an explan-
ation for why the disagreement between different logicians is genuine rather
than merely verbal. Consider classical and intuitionistic logicians as an ex-
ample. The classical logician asserts that the excluded middle is a theorem,
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while the intuitionistic logician disputes this, maintaining that it is not. This
discrepancy arises from differences in the meanings of logical constants in their
respective logical systems or the disagreement over the term “theorem”.

While Kouri Kissel acknowledges the challenge of precisely determining the
nature of disagreement in metalinguistic negotiation3, she emphasizes that the
essence of the discussion revolves around disputes over the validity of excluded
middle. Despite the initial recognition that logicians may attribute different
meanings to the contested word, the discussion does not end. Instead, it trans-
itions to a higher level beyond the object language. At this level, logicians
engage in arguments to establish the best meaning of the term, ultimately aim-
ing to determine the right logic for the analysis of mathematics that aligns with
their deductive goals:

We can see these two participants as arguing about the best way to ap-
proach analysis, in particular about what the term “theorem” ought to
mean. In rejecting the claim that the fundamental theorem follows from
the axioms of analysis, the intuitionistic analyst suggests that the clas-
sical analyst has the wrong axioms and logical rules in place [Kouri Kissel,
2019, p. 8].

3. Logic of metalinguistic negotiation

I must acknowledge that, unconsciously, I held the assumption that logical
disagreements were synonymous with metalinguistic disagreements. Yet, upon
delving into Kouri Kissel’s article and examining her nuanced arguments, I am
now convinced that this explanation lacks persuasiveness. In the subsequent
section, I will scrutinize the shortcomings of this perspective and, concurrently,
present my proposed solution to elucidate the nature of logical disagreements.

According to Kouri Kissel, in a dispute, the parties argue about the right
meaning of a word in a metalinguistic negotiation. For instance, classical and
intuitionistic logicians engage in a metalinguistic negotiation where they debate
the meanings of terms like “or”, “negation”, or “theorem” to determine which
logic better analyzes mathematics. In this context, if she employs the term
“argumentation” in a logical sense, we must inquire about the logical rules
guiding the parties’ arguments. Are they following the rules of intuitionistic
logic or classical logic?

According to inferential semantics for logical constants, a logical constant’s
meaning is established by the rules that govern it — introduction and elim-
ination rules [Boghossian, 2003; Gentzen, 1934; Prawitz, 1977]. For example,

3It’s noteworthy that Kouri Kissel herself acknowledges the complexity of determining the
exact nature of disagreement in metalinguistic negotiation, and she defers the solution of this
intricate problem for another time [Kouri Kissel, 2019, p. 11, footnote 14].
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the divergence in the inference rules governing “negation” in the sequent calcu-
lus for classical and intuitionistic logic results in these logics allowing different
meanings for this logical constant:

Classic

Intuitionistic

If classical and intuitionistic logicians are engaged in a metalinguistic ne-
gotiation about, for example, which meaning should be attributed to the term
“or”, they employ two distinct terms in their arguments. Consequently, resolv-
ing the dispute over the meaning of “or” in the very metalinguistic negotiation
also necessitates a meta-metalinguistic negotiation. This is crucial to determ-
ine the best meaning for using that term in the metalinguistic negotiation.
Clearly, to identify the optimal definition of “or” in a meta-metalinguistic ne-
gotiation, a meta-meta-metalinguistic negotiation is required as well. In other
words, even if we consider most philosophical disputes to be a metalinguistic
negotiation about which concepts should be used (as [Plunkett, 2015] does),
the situation with logic and logical disputes differs.

During a metalinguistic negotiation in logical disputes, logicians use rules
for their arguments that define the meaning of logical terms. Disagreements
in the application of these rules lead to disagreements in the meanings of the
terms. According to Kouri Kissel, engaging in a metalinguistic negotiation is
necessary to transform the disagreement into a genuine one. In contrast, two
metaphysicians, for instance, can use the same rules and meanings of logical
terms in their disputes during a philosophical discussion about “time”. However,
when the subject of the dispute is the rules and terms themselves, how can they
be compelled to apply the rules of inference or terms approved by the other
one? Each logician certainly does not prefer any logic to his own and favors it
over any other logic.

One might argue that, in an implicit convention, classical logic is assumed
to be the logic of the metalanguage for all logics, used to express the semantics
of their logical constants. Read challenges this traditional interpretation of
metalinguistic logic, considering it fundamentally at odds with logical pluralism.
The core concept of logical pluralism posits that all interpretations of “logical
validity” are correct, and therefore, all judgments made by acceptable logics
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regarding the validity of an argument are right. However, Read contends that
allowing classical logic in the metalanguage of all logics implies that the only
correct logic for the semantics of logics is classical. This, according to Read,
contradicts the fundamental idea of logical pluralism:

If one allows object— and metalanguage to drift apart, then a split per-
sonality and logical pluralism are just around the corner. The right re-
sponse is to insist on doing one’s semantics in the logic in which one
believes [Read, 2006, p. 17].

Furthermore, Read asserts that if a proponent of relevant or intuitionistic logic
considers a classical inference, such as EFQ or Double Negation, to be invalid,
they should not permit classical logic even in the semantic framework of their
own logic:

. . . if one believes that, e.g., double negation elimination, or EFQ are
invalid (as constructivist and relevantist do, respectively), then one should
reject the canons of classical logic even, or especially, when applied to the
semantic study of one’s chosen account of validity [Ibid., p. 17].

Read raises the question: “if we take classical logic as the only way of
meta-theoretical semantic interpretation, then how can we understand the main
speech of non-classical logic?” To address the concerns of non-classical logics,
such as relevant and intuitionistic logics, it becomes imperative to relinquish
the combination of non-classical theory with classical meta-theory. Instead, one
must embrace alternative forms of non-classical semantic theories to compre-
hend the core essence of these logics [Ibid., p. 13].

In summary, Read contends that the reduction of logical disputes to mere
verbal disagreements stems from the inclusion of the semantics of a specific
logic (namely, classical logic) in the metalanguage of non-classical logic. As an
illustration, he references Routley’s semantics for negation:

Either this has nothing to do with semantics, but enables one to manip-
ulate the uninterpreted symbol “∼” in pure semantics for relevance logic;
or it does explain the meaning of “∼”, in which case, classical and relev-
ance logic are discussing different connectives. If (T*) gives the meaning
of “∼”, then its meaning is different from the negation in classical logic
and, as Prior put it, classical and relevance logicians are “simply talking
past one another” [Ibid., p. 14].

Hence, if the selection of a single logic for the metalanguage of all logical systems
goes against the essence of logical pluralism, and every logician is permitted
to adopt a logic in the metalanguage, how can a metalinguistic negotiation be
effectively resolved? Kouri Kissel establishes a criterion to distinguish between



82 Masoud Alvand

a purely verbal dispute and a metalinguistic negotiation. In a purely verbal
dispute, the contention ends once the parties recognize that they ascribe dif-
ferent meanings to the same term. This is because such a dispute does not
involve a genuine disagreement over the desired term’s meaning. On the other
hand, in a metalinguistic negotiation, even after acknowledging their dispar-
ate meanings of a word, the discussion persists until a consensus is reached
regarding its correct use or meaning. However, what if they persist in arguing
for their accepted meaning against each other, employing different meanings
of the word in their dispute? Would this not also qualify as a purely verbal
argument? Their ongoing disagreement over the word’s meaning, rather than
merely mentioning it, suggests that, based on Kouri Kissel’s criteria, they do
not bring the dispute to a close.

4. What is the purpose of logical disagreements?

In reviewing the example presented by Kouri Kissel, where two individuals
in a room held different meanings of “coldness”, it initially seemed that their
dispute over room temperature was merely verbal. However, Kouri Kissel ar-
gued that they were engaged in a metalinguistic negotiation, disputing the right
meaning of “coldness” to determine the appropriate action: whether to main-
tain or change the room temperature. In this context, the dispute appears to
be ultimately about determining the right course of action.

According to Kouri Kissel’s perspective on metalinguistic negotiation,
the dispute wouldn’t be considered verbal because it doesn’t end without any
resolution after revealing their disagreement over the meaning of “coldness”. In-
stead, the discussion culminates in a decision — whether to maintain or change
the temperature. Focusing on the ultimate purpose of the dispute provides an
explanation that extends beyond mere verbal disagreement. Despite attributing
different meanings to “coldness”, the discussion results in a tangible outcome,
demonstrating that the dispute is a genuine disagreement over the concept of
“coldness” rather than a purely verbal dispute.

In essence, by examining the ultimate reaction and the resolution of the
dispute, we can discern the actual nature of the disagreement. This suggests
that, far from being merely verbal, there was a substantive and real dispute
over the meaning of “coldness”.

Now let us consider a dispute between two logicians: two logicians disagree
about the validity of an argument; Despite taking different meanings of “va-
lidity”, both of them argue in favor of the judgment of his logic about the
validity (or invalidity) of the argument. This dispute seems verbal because
they have different meanings of “validity” (or terms like “or” or “negation”, etc.).
However, compared to the last example, if we ask what is the purpose of the
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dispute and what is the appropriate reaction after resolving the dispute for the
logicians, there will be no need to resort to metalinguistic negotiation to explain
the disagreement. Why do logicians oppose rival theories of “validity” or its
instances (or both) and present a new theory to solve potential problems? Isn’t
the essence of that dispute what appropriate reaction they should take to the
conclusion if they believe the argument premises? In fact, the best explanation
for the fact that the dispute is not merely verbal is the changes in the belief
system of those two logicians, which creates the validity of that argument;
compare it with the example where the dispute was whether to maintain or
change the room temperature. Thus, it seems that, regarding the ultimate
reaction, the best explanation for logical disagreement is applying normative
restrictions to the premises and the conclusion of the argument.

The idea that the logical validity of an argument implies that we cannot
(or should not, or there is no reason to) believe its premises without believ-
ing its conclusion, and how our belief system is structured based on logical
rules, has been introduced in philosophical literature as the normativity of lo-
gic. [MacFarlane, 2004] explored 36 different forms of normativity in logic
(if it is normative), analyzing their strengths and weaknesses. Field expanded
on this exploration, recognizing the challenges linked to a traditional definition
of validity as necessarily truth-preserving. He suggests that applying normat-
ive restrictions on beliefs in premises and conclusions is a crucial condition for
logical validity:

If an argument is valid, then we shouldn’t fully believe the premises
without fully believing the conclusion [Field, 2015, p. 43].

Field, while not explicitly considering the normativity of logic as a sufficient
condition for logical validity, [MacFarlane, 2017] argues, essentially acknow-
ledged it as such, leading to a normative analysis of validity. However, taking
a definitive stance on this matter is not necessary to articulate my perspective.
Regardless of whether validity is defined as necessarily truth preservation or
construed through normative constraints on belief in premises and conclusion,
what is crucial for my argument is that the best explanation for elucidating
the logical disagreement between two logicians lies in their ultimate response
to resolve their dispute. This response entails a requirement for the acceptance
of the conclusion, assuming belief in the premises of an argument.

The Inference to the Best Explanation methodology can elucidate how
normative constraints on premises and conclusion can be a better explanation
for genuine disagreements between logical theories. This methodology does
not prioritize the manner in which an explanation is deemed the best. There
is no imperative to scrutinize the specific events leading to the determination
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that a theory qualifies as the best explanation. It disregards how the dispute
between logicians unfolds and the specific logical rules or logical terms they em-
ploy for their argumentative disputes or whether their arguments are conducted
on a metalinguistic level. The assessment of a theory as the best explanation
involves external factors such as adequacy to the data, simplicity, consistency,
explanatory power, and so on [Priest, 2016, p. 32].

Crucially, this approach provides a straightforward resolution to the chal-
lenging issue of meaning variance of logical constants. Despite the apparent
incommensurability arising from the meaning variance of logical terms, logi-
cians often assert that their logical systems disagree with others and engage
in arguments to support their respective systems. The normative constraints
approach, by transcending the specific meaning of particular system for lo-
gical terms, provides a straightforward explanation for these logical differences.
The focus shifts from what logicians mean by logical terms to whether they
should accept the conclusion after accepting the premises. Consequently, the
normative constraint on the premises and the conclusion serves as a simple
and effective explanation for the intricate problem of the meaning variance of
logical constants. Furthermore, even when considering logical disagreements
as disputes about logical terms, as Kouri Kissel suggests, the metalinguistic
negotiations about these terms are deferred to a higher level, which remains in-
definitely open-ended and lacks a clear resolution. This advantage brings more
simplicity and explanatory power to this approach than Kouri Kissel’ view at
the same time.

To assess the superior data adequacy of the normative constraints approach,
let us scrutinize an argument governed by different logics. Kouri Kissel aligns
herself with a version of domain-dependent pluralism, contending that the ap-
propriate logic or connectives depend on the domain or context of use. Consider
the mixed argument from [Tappolet, 1997, p. 209]:

a) Wet cats are funny.

b) This cat is wet.

c) This cat is funny.

Sentences (a) and (c) pertain to the aesthetic domain, while (b) belongs
to the empirical domain. Setting aside concerns about soundness, an inquiry
into its validity arises. If logic is indeed domain-dependent, the predicament
surfaces: which logic should be employed to assess the validity of an argument
with premises and a conclusion from different domains? As argued by [Stei,
2023, p. 107], “the governing logic is that of the argument’s weakest member.
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Alternatively, in case the logics in question cannot be ordered according to
their strength, the argument will be governed by the intersection of the logics
in question”. Regardless of the choice, the outcome is consistent: “The result
is that, in broadening the frame of reference in terms of the domains involved
in an argument, the domain-pluralist’s assessment of validity-in-D approaches
the monist’s conception of validity” [Stei, 2023, p. 108].

However, a critical concern arises: How can a pluralist, especially one sub-
scribing to domain-dependence, maintain her pluralistic approach when assess-
ing the validity of arguments involving different domains governed by distinct
logics? The initial concern in this article was to explain logical disagreements
while preserving a pluralistic approach. Yet, the question of the logical validity
of mixed arguments and the ensuing disagreement seems to erase pluralism.
Can the metalinguistic negotiation approach to logical disagreement resolve
the tension between logical pluralism and the assessment of validity for these
arguments? It appears that logical pluralism has already dissipated, leaving no
room for metalinguistic negotiation to choose the best logic for assessing the
validity of the arguments.

Contrastingly, the normative constraints approach to logical disagreements
adeptly elucidates the assessment of argument validity governed by different lo-
gics while unwaveringly upholding the tenets of logical pluralism. The domain-
dependent pluralist was compelled to choose the weakest logic or intersection
between the involved domains to evaluate the validity of mixed arguments,
and this reduced pluralism to monism. However, in the normative constraints
approach, there is no prerequisite to initially agree on a logic to resolve the
dispute over the validity of that argument. It suffices to examine whether,
by accepting the premises of that argument, we can (or should or there is a
reason to) believe the conclusion as well. In this case, the disagreement between
two logicians regarding arguments containing sentences from different domains,
can be resolved without abandoning the logics that govern those domains and
without necessitating a consensus on a singular logic. Therefore, the normative
constraints approach can explain cases of logical disagreements that the meta-
linguistic negotiations view cannot resolve, establishing its superiority in terms
of data adequacy.

5. Conclusion

Logical systems, being theories of logical consequence relations, can disagree
on the nature or instances of this relation, or both. However, the semantic
variety of logical constants and the presence of logical pluralism pose signi-
ficant obstacles, rendering logical systems incommensurable and their alleged
disagreements seemingly meaningless. Kouri Kissel attempts to elucidate this
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disagreement through metalinguistic negotiation, wherein parties engage in ar-
gumentation to convince each other about the optimal meaning of the disputed
terms.

However, a critical question arises: which logic should they employ in their
arguments during the metalinguistic negotiation? If the subject of the dispute
is not logic itself, the metalinguistic negotiation might not end as a purely
verbal dispute, and the parties may reach an agreement on the meaning to be
adopted. Conversely, if the disputed subject is logic, the metalinguistic nego-
tiation necessitates a meta-metalinguistic negotiation to establish the meaning
of the disputed terms in the metalinguistic negotiation. This recursive pattern
continues with each level requiring an additional metalinguistic negotiation,
creating an infinite regress.

Therefore, while adopting Kouri Kissel’s framework of ultimate reaction
to explain metalinguistic negotiation, I posit normative restrictions on the
premises and conclusion of an argument as the superior explanation for lo-
gical disagreement. Utilizing the inference to the best explanation, I argue that
the normative constraints approach effectively addresses logical disagreements
while circumventing the challenges posed by the semantic variance of logical
constants and logical pluralism.
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Аннотация: Логический плюрализм утверждает, что различные концепции логики мо-
гут сосуществовать, предполагая, что все приемлемые суждения о достоверности аргу-
мента действительны без соперничества. Эта точка зрения подразумевает, что разно-
гласия между логическими теориями носят чисто словесный характер. Вопреки предло-
жению Коури Киссела о метаязыковых переговорах в качестве объяснения логических
разногласий, эта статья ставит под сомнение представление о том, что такие споры носят
чисто вербальный характер. Используя вывод наилучшего объяснения, автор приводит
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Аннотация: Мы предлагаем методику логико-аргументативного анализа утверждений
о желаниях, выступающих посылками недемонстративных практических аргументов о
действиях, или делиберативных аргументов, позволяющую оценивать такие аргументы
как приемлемые или нет в зависимости от разновидности желания. Делиберативные
аргументы о том, как поступать для осуществления желания, широко распростране-
ны, однако их репрезентацию и оценку затрудняют некогнитивный характер желаний,
сложности в разграничении между когнитивными и некогнитивными элементами стро-
ения, а также отсутствие внятных критериев приемлемости. В зависимости от связи
желания с внутренним состоянием агента и положением дел в мире мы делим их на
относительные, предполагающие приведение положения дел в соответствии с желае-
мым, и абсолютные, не предполагающие этого; реконструируем одиночные делибера-
тивные аргументы при помощи схемы аргументации «к последствиям», разграничивая
выражающую приоритетное желание некогнитивную целевую посылку и когнитивную
целе-средственную посылку, выражающую мнение об эффективности предпочтений в
способах его реализации; и представляем заключение такого аргумента как интенцию —
мысле-действие агента, принимающего обязательство придерживаться данной линии по-
ведения, по аналогии с дискурсивным обязательством считать истинным заключение
демонстративного аргумента. На основе идеи условного обязательства, разработанного
Й. ван Бентемом, Д. Гросси и Ф. Лью для динамической деонтической логики действий,
мы предлагаем семантическую экспликацию обусловливания между предпочтениями и
приоритетами и оцениваем приемлемость таких аргументов в зависимости от того, поз-
воляет ли предпочтительный способ осуществить приоритетное желание. Это позволяет
объяснить, почему в составе практических аргументов лишь относительные желания
поддаются обоснованию и критике, но не абсолютные. Результаты проиллюстрированы
на примере желаний И. Обломова и А. Штольца из романа И.А. Гончарова «Обломов»,
а также других литературных персонажей.
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Введение

Желания — это внутренние психологические состояния рациональных
агентов, доступные им в интроспективном опыте от первого лица. Изуче-
ние желаний подразумевает рефлексию агента по их поводу, достаточную
для того, чтобы их обдумывать, сообщать о них другим, рассуждать об
их реализации или браться за нее, подбирая подходящие средства, а так-
же определенную связь с положением дел в мире, ведущую к действиям
по его изменению в некоторых случаях, но не во всех. Например, в из-
вестном споре между героями романа Ивана Александровича Гончарова
«Обломов» Ильей Обломовым и его другом Андреем Штольцем Обломов
признается, что желал бы пить чай с женой на террасе своего дома в Об-
ломовке, принимать гостей и вести там светскую жизнь, и ему доставляет
удовольствие сама мысль об этом, а мысли о том, что для осуществления
своего желания ему нужно выезжать в свет в Петербурге, чтобы встречать-
ся с избранницей, жениться, построить в Обломовке дом, переехать туда
с женой, вызывают у него беспокойство и, напротив, желание избежать
каких-либо действий по реализации этих мечтаний, в особенности — выез-
дов в свет. Несмотря на то, что Штольц согласен с Обломовым в желании
избегать светской жизни в Петербурге, он вынужден появляться в све-
те, чтобы встречаться с людьми в целях реализации своего более важного
желания трудиться для развития бизнеса [Гончаров, 1998, с. 172–186]. Под-
польный человек из повести Федора Михайловича Достоевского «Записки
из подполья», как и Обломов, хотел бы избежать беспокойства, и для этого
ему требуется возможность пить чай, когда вздумается, вплоть до «свету
провалиться, а чтоб мне чай всегда пить» [Достоевский, 1973, с. 174], од-
нако он не стал бы пить чай в каждый момент времени. Дядя Ваня из
пьесы Антона Павловича Чехова «Дядя Ваня», как и Обломов, испытыва-
ет удовольствие при мысли о желании повеситься погожим днем [Чехов,
1986, с. 71], хотя он и не собирается вешаться. Сведения о желаниях других
доступны из утверждений о них вида

Желание Желаю [чтобы] Х,

где Х символизирует воображаемое действие или ситуацию. Содержание
утверждений такого вида носит некогнитивный характер и не сообщает о
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знаниях или мнениях агентов желаний по поводу положения дел в мире,
как в следующих выражениях, реконструирующих желания упомянутых
выше персонажей:

Желание* Дяди Вани Желаю повеситься погожим днем (ППД ),

Желание* Обломова Желаю пить чай на террасе (ПЧТ ),

Желание** Обломова Желаю не выезжать в свет (не-ВС ),

Желание* Подпольного человека Желаю пить чай, когда вздумается (ПЧВ),

Желание* Штольца Желаю развивать бизнес (РБ),

Желание** Штольца Желаю не выезжать в свет (не-ВС ).

Для краткости условимся их записывать, опуская слово «Желаю» и
используя прописные русские буквенные символы вместо X для указания
на содержания желаний, бесскобочно, где возможно, оставляя латинские
и греческие символы для выражения отношений. Некоторая громоздкость
записи продиктована сложной обусловленностью желаний в связи с аген-
тами и текущими ситуациями, так что одинаковые содержания, как не-ВС
в Желании** Штольца и Желании** Обломова или ПЧ в Желании* Об-
ломова и Желании* Подпольного человека не создают тождественности
желаний.

Если рассматривать желания как выражающие намерения агентов при-
держиваться определенной линии поведения, то они похожи на условные
императивы — делиберативные обязательства, которые агенты берутся ис-
полнить, сначала сформулировав практическое рассуждение о том, как
нужно поступать для достижения желаемого, а затем — придерживаясь
обоснованной в нем линии поведения, модифицируемой, где нужно по об-
стоятельствам. Схожесть с императивами открывает перспективу исполь-
зовать для моделирования желаний идею условного динамического обя-
зательства из деонтической логики [van Benthem et al., 2014], связываю-
щую представление об «идеальной» ситуации, где выполняются все нор-
мы, с ее реализацией или максимизацией в достижении этого [Hansson,
1969; Governatori, Rotolo, 2010]:

M,S ⊨ O(γ | φ)⇔ Max([[φ]]M ) ⊆ [[γ]]M (1)

В (1) γ и φ — это ситуации, в том числе полученные в результате
действий субъектов нормы и образующие содержание условной нормы,
O — сильный модальный оператор «обязательно», M — модель на Крипке-
фрейме F = (S,≼), [[·]]M — истинностная функция на модели M , а S — это
множество ситуаций, описывающих (не-)выполнение норм и упорядоченное
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при помощи Max по степени приближения к «идеальности» на основе от-
ношения ≼-предпочтительности вроде «столь же хорошо или лучше, чем».
Формулой

Max([[φ]]M ) ⊆ [[γ]]M

в семантике деонтической логики, а также других ответвлений фило-
софской логики выражают идею максимизации выполнения необходимого
условия φ относительно γ, например в семантике контрфактических кон-
диционалов вида φ⇒ γ [Stalnaker, 1968].

Если представить намерение реализовать желание G путем достиже-
ния γ при помощи действия F , выполняющего φ, как взятие агентом на
себя мысленного обязательства поступать определенным образом, т.е. пред-
ставить обязательство O(G | F ) по аналогии с обязательством O(γ | φ) [Ли-
санюк, 2014], то (1) отражает идею ранжирования желаний и способов их
осуществления, когда агенту порой приходится отказаться от реализации
одного желания в пользу другого или довольствоваться сносными, но не
наилучшими средствами для этого, как происходит с желаниями Обломо-
ва и Штольца. Практические рассуждения, формулирующие приоритеты
в осуществлении желаемого и предпочтения в том, что требуется сделать
для этого, играют важную роль в моделировании желаний.

В отличие от предложений, описывающих положения дел и обладаю-
щих истинностными значениями, благодаря чему их можно обосновывать
или опровергать, с желаниями это сделать затруднительно вследствие их
метафизических, семантических и прагматических свойств, препятствую-
щих логическому анализу желаний и их изучению в качестве элементов
логической формы — строения демонстративных умозаключений. Вместе
с тем некогнитивные утверждения, выражающие желания, а также цели,
ценности или намерения рассуждающих, в рассуждениях о действиях ис-
пользуются наряду с когнитивными предложениями [Anscombe, 1957], хотя
провести границу между ними бывает непросто, что наряду с отсутстви-
ем внятных критериев оценки ограничивает моделирование практических
рассуждений [Millgram, 2001]. Так, в рассуждениях Штольца и Обломова о
своих желаниях первые посылки ШБ1* и ОС1** мы трактуем как выража-
ющие приоритетные желания авторов и, стало быть, носящие некогнитив-
ный характер, хотя их можно бы понимать и в когнитивном ключе как мне-
ние о приоритетности ожидаемых ситуаций, в которых они реализуются:

Рассуждение* Штольца

ШБ1* Желание* РБ приоритетнее, чем Желание** не-ВС.

ШБ2* Чтобы достичь РБ, лучше выполнить ВС, а не не-ВС.
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ШБ3* Значит, ради достижения РБ мне нужно выполнить ВС,
а не не-ВС.

Рассуждение** Обломова

ОС1** Желание** не-ВС приоритетнее всего, включая ВС.

ОС2** Чтобы достичь не-ВС, лучше выполнить не-ВС, а не что-то
иное, включая ВС.

ОС3** Значит, ради достижения не-ВС мне нужно выполнить
не-ВС, а не что-то иное.

Вторые посылки ШБ2* и ОС2** выражают мнения авторов об их пред-
почтениях в способах осуществления желаемого или их выполнимости. Они
носят прогностический и когнитивный характер, хотя их можно бы понять
в некогнитивном ключе как элементы (строения) намерения придержи-
ваться определенной линии поведения, к которому приходят в заключении.

Сравним Рассуждение* Штольца с его рассуждением по поводу кон-
курирующей линии поведения для реализации того же приоритетного Же-
лания* Штольца:

Рассуждение** Штольца

ШБ1** Желание* РБ приоритетнее, чем Желание** не-ВС.

ШБ2** Чтобы достичь РБ, лучше выполнить не-ВС, а не ВС.

ШБ3** Значит, ради достижения РБ мне нужно выполнить не-ВС,
а не ВС.

В контексте приоритетности Желания* Штольца перед Желанием**
Штольца Рассуждение* Штольца представляется более приемлемым и
устойчивым к критике, чем Рассуждение** Штольца, предлагающее менее
эффективный путь и поэтому уязвимое для контраргументации. В самом
деле, если бы Штольц стал, бездействуя, как Обломов, избегать выездов
в свет, это сузило бы возможности для встреч с партнерами и негативно
повлияло бы на реализацию Желания* Штольца.

Отметим, что сформулировать возражение к Рассуждению** Обломова
непросто. В нем Желание** Обломова предъявлено как абсолютно прио-
ритетное, способ его осуществления, совпадающий с содержанием Жела-
ния** Обломова, утверждается безальтернативно, поэтому странно будет
сомневаться в том, что для того, чтобы не выезжать в свет, необходимо не
выезжать в свет. Однако если бы в ШБ2** говорилось об альтернативных
способах, например что не выезжать в свет предпочтительнее, чем уехать
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в деревню, это открыло бы перспективу для контраргументации по поводу
их эффективности.

Таким образом несмотря на то, что рассуждения о действиях явля-
ются недемонстративными, схожи с императивами и включают трудные
для логического анализа некогнитивные элементы вроде желаний, их мож-
но оценивать как приемлемые или нет, хотя и не все из них одинаково
легко поддаются такому оцениванию. Тем не менее, поскольку логико-
аргументативное исследование состоит в установлении критериев прием-
лемости для широкого класса рассуждений, включающего недемонстра-
тивные [Prakken, Vreeswijk, 2002], постольку в контексте аргументации о
действиях возможно говорить о критике или опровержении желаний, если
выявить критерии, в соответствии с которыми одни желания оказывают-
ся пригодными для обоснования поступков в споре, тогда как другие —
непригодными [Микиртумов, Фролов, 2022].

Эти соображения указывают на возможность логико-аргументативного
анализа желаний в русле решения проблемы Фреге-Гича [Geach, 1965], ко-
торая была обнаружена в связи с императивами в праве и морали и за-
ключается в том, чтобы, признавая затруднения с верификацией утвер-
ждений о некогнитивных состояниях, настаивать на необходимости иметь
способ репрезентации и оценки включающих их рассуждений. Несмотря
на ограничения логического анализа желаний, мы надеемся изучить их в
логико-аргументативном ключе и уточнить влияние желаний на приемле-
мость аргументов о действиях, рассмотрев желания в качестве их несамо-
стоятельных элементов.

1. Свойства желаний и их логические аспекты

В этом разделе мы выделим разновидности желаний на основе свойств,
влияющих на возможность их изучения в логико-аргументативных тер-
минах.

Метафизическое свойство состоит в некогнитивном и нефактивном ха-
рактере желаний. Они не описывают положения дел в мире, не выражают
знаний или мнений агентов о ситуациях — их когнитивных состояниях,
и не являются сообщениями о том, какие предложения агенты считают ис-
тинными. Вместе с тем желания влияют на ситуации в мире, поведение
и психологическое состояние агентов желаний, поэтому в зависимости от
того, связано их влияние с мотивацией поступков, достижением удовле-
творения или получением удовольствия [Schroeder, 2004], можно выделить
соответственно мотивирующее М-желание, удовлетворяющее У-желание и
доставляющее удовольствие Д-желание.
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Семантическое свойство состоит в затруднительности приписать жела-
ниям истинностные значения в том же смысле, в каком их приписывают
предложениям, выражающим когнитивные состояния, из-за того, что на-
правление соответствия между содержанием желания и положением дел
в мире устанавливается неодинаково для разных желаний. М-желание но-
сит относительный характер. Будучи связано по меньшей мере с двумя
ситуациями, текущей и предпочитаемой ей целевой, задающей приоритет
агента, М-желание устремляет его посредством действия или бездействия
привести или сохранять текущее положение в мире в соответствии с же-
лаемым. Примером М-желания является Желание* Штольца РБ. Дости-
жение поставленной цели способно вызвать удовлетворение агента резуль-
татами своих действий в смысле У-желания, но необходимой связи между
удовлетворением и максимизацией в достижении цели нет, как показано в
теории принятия решений [Саймон, 2000]. Реализация У-желания замкну-
та на оценку агентом положения дел во внешнем или внутреннем мире по
сравнению с желаемым. В первом случае У-желания носят относительный
характер, подразумевая, что одни ситуации агенту видятся лучше других,
и в этом У-желания схожи с М-желаниями, но во втором случае У-желания
носят абсолютный характер и не связаны с приоритетностью каких-либо
ситуаций для агента. Относительными У-желаниями являются Желание**
Штольца и Желание** Обломова, а абсолютным — У-желание Подполь-
ного человека ПЧВ. Абсолютный характер носит Д-желание — стремление
агента к изменению своего психоэмоционального состояния. Несмотря на
то, что Д-желание может сопровождать действия агента по изменению си-
туации во внешнем мире ради достижения какой-либо цели или удовлетво-
рения, оно не является их необходимым элементом. Примерами Д-желаний
могут служить Желание* Дяди Вани или Желание* Обломова.

Таким образом, семантическое свойство желаний позволяет поделить
их на относительные и абсолютные. К первым относятся М-желания, свя-
занные с упорядочением ситуаций по приоритетности для агента. Абсолют-
ные желания вообще не связаны с ситуациями, таковы Д-желания. У-же-
лания могут быть и относительными, и абсолютными, и деление желаний
на две группы позволяет отвлекаться от их промежуточного характера.
Оно затрагивает и третье прагматическое свойство желаний, связанное с
утверждениями о них — особыми речевыми действиями, которые, не обла-
дая условиями истинности, обладают условиями успешности или эффек-
тивности [Серль, 1986]. Благодаря прагматическому свойству сообщения,
содержащие утверждения о желаниях, могут быть распознаны адресатами
как несущие сведения о желаниях, а не об иных внутренних состояниях
вроде ценностей, намерений и т.д. Условия эффективности утверждений
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об относительных и абсолютных желаниях неодинаковые. Относительные
желания предполагают, что обязанность привести факты в соответствие с
желаемым возложена на агента желания, в отличие от абсолютных жела-
ний, не предполагающих этого.

Итак, если рассматривать желание как единое некогнитивное состоя-
ние, то будет затруднительно не только установить направление соответ-
ствия между фактами и желаемым или приписать желанию истинностное
значение, но и выявить особенности влияния желания на ситуации в мире,
поведение или психологическое состояние агентов, которые позволили бы
оценить обоснованность практических аргументов, ссылающихся на них.
Деление желаний сначала на М-, У- и Д-желания, а затем на относитель-
ные и абсолютные дает возможность уточнить их свойства для их логико-
аргументативного исследования.

2. Дискурсивные и делиберативные обязательства

Когда расходится с положением дел в мире пропозициональное содер-
жание утверждения о когнитивном состоянии говорящего, то вступает в
дело требование, которое можно назвать дискурсивным обязательством.
В соответствии с ним от рациональных агентов ожидают, что в такой си-
туации они пересмотрят свое утверждение или откажутся от него, для то-
го чтобы придерживаться знаний как истинных обоснованных мнений о
чем-либо, т.е. истинных предложений, выведенных из посылок, пока они
не опровергнуты [Gettier, 1963], см. дискуссию в [Ламберов, 2010; Куслий,
2011]. Свойства желаний не предполагают подобного обязательства, ведь
того факта, что желаемое не является действительным положением дел,
равно как и обратной ситуации, когда желаемое совпадает с действитель-
ностью, может быть недостаточно для того, чтобы рациональный агент
отказался от своих целей и желаний [Schueler, 1995].

Вместе с тем нет ничего необычного в том, чтобы критически оцени-
вать пригодность того или иного желания для обоснования или критики
линии поведения в составе делиберативного рассуждения [Фролов, 2022].
Тот факт, что практические аргументы можно оценить как приемлемые
или нет, подразумевает, что, предъявляя их, авторы считают выполнимой
отстаиваемую в них линию поведения и готовы ее придерживаться при
определенных условиях, если ее удается отстоять в споре, либо отказать-
ся от нее, если приемлемым оказался аргумент в поддержку конкуриру-
ющей линии поведения, как в Рассуждении* Штольца и Рассуждении**
Штольца. Такое обязательство автора по аналогии с дискурсивным обяза-
тельством будем называть делиберативным.
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В отличие от дискурсивного, делиберативное обязательство носит
условный характер в связи с текущей ситуацией, личностью рассуждаю-
щего, его желаниями и намерениями, а также относительно диалога, в ко-
тором они предъявлены, потому что желания незамкнуты относительно
своих следствий и неполны относительно средств их осуществления, ведь
агенты желаний не стремятся достичь каждой из ситуаций, где их жела-
ния были бы реализованы, и они не предполагают использовать для этого
сразу все имеющиеся средства [Серль, 2004]. Вместе с тем поскольку в ду-
хе (1) для осуществления желания агенту требуется начать руководство-
ваться одним из своих желаний в качестве приоритетной цели, отложив
прочие, и избрать тот или иной подходящий способ действий по его осу-
ществлению, постольку это открывает возможность оценить практический
аргумент, обосновывающий или критикующий это конкретное намерение.

3. Аргументы о действиях

В этом разделе мы обсудим особенности практических аргументов в ас-
пекте их обоснования и критики. Практические, или делиберативные, ар-
гументы по поводу действий — это рассуждения о том, что делать в данной
ситуации или как поступать для достижения какой-либо цели, предъявля-
емые в диалоге в условиях расхождения во мнениях. По поводу действий
расхождения во мнениях возникают между людьми не в силу недочетов
когнитивного характера — логических ошибок или ошибок в вычислениях,
а когда требуется обсудить «правило, которое нужно применить, основа-
ния, которые необходимо принять в расчет, значение, придаваемое ценно-
стям, интерпретации и оценки фактов» [Perelman, 1980, p. 150]. Делибе-
ративные аргументы используют для обоснования или критики как уже
совершенных, так и будущих поступков. Во втором случае, но не в первом,
они могут быть частью процесса принятия решения, рационального, когда
оно основано на рассуждениях, либо иррационального, например принято-
го под влиянием эмоций. Если расхождения во мнениях нет, то аргументы
избыточны, поэтому необходимость обоснования и критики в практической
аргументации возникает, когда нужно избрать приоритетное желание или
цель, а также один из подходящих путей для их реализации [Лисанюк,
2018].

Двойственная умозрительная и эмпирическая природа практических
рассуждений образует три ключевых некогнитивных параметра их оценки:
агентный, учитывающий личные особенности актора, деонтологический,
зависящий от норм или ценностей, и консеквенциалистский, связанный с
возможными последствиями реализации поступка и отношением между те-
кущим и желаемым положением дел. Примером нулевой линии в оценке
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практической аргументации, которая отвлекается от этих параметров, сво-
дя двойственную природу делиберативных рассуждений к теоретическим,
или дискурсивным, является подход Платона. Он трактовал практические
рассуждения как рассуждения по поводу знаний о благе и справедливости
и отказывал рассудительности в специфике по сравнению со знанием или
мнением [Платон, 1986].

На нулевую линию полагается гилетический, или реалистский, взгляд
на желания, объективирующий их относительно агентов, так что сведения
о желаниях других оказываются доступны в третьем лице и без сообще-
ний агентов желаний о них. Сегодня в поддержку гилетического взгляда
свидетельствуют результаты нейропсихологических [Лурия, 2003] и нейро-
биологических исследований [Damasio, 1994], а также технологический про-
гресс в изучении деятельности мозга, открывшие перспективу получения
объективных данных о психоэмоциональных состояниях людей, влияющих
на их поведение [Wagar, Thagard, 2004]. Объективация желаний подразу-
мевает возможность контроля над их реализацией независимо от агентов
желаний, как это происходит при лечении заболеваний, управлении поку-
пательским поведением, использовании стимулирующих веществ, включая
средства улучшения (работы организма) человека [Savulescu, 2009; Арго-
нов, 2008]. Гилетический взгляд сближает желания с когнитивными состо-
яниями агентов. Его преимуществом является возможность поставить под
сомнение желания других, как это можно сделать с их мнениями или зна-
ниями, правда, лишь посредством нулевой линии. Мы здесь придержива-
емся противоположного экспрессивного, или нон-когнитивистского, взгля-
да, предполагающего ненулевую линию в практической аргументации. Его
преимуществом является сохранение водораздела между теоретическими и
практическими рассуждениями, а также дискурсивными и делиберативны-
ми обязательствами, а ограничением — то, что не всякое желание окажется
пригодным для обоснования или опровержения в практической аргумен-
тации.

Одним из пионеров ненулевой линии был Аристотель, поставивший
во главу угла их связь с личностью рассуждающего и его поведением,
что заложило основу для агентного и консеквенциалистского параметров
их оценки. По Аристотелю, практическое рассуждение направлено не на
выведение истинного заключения, а на порождение в душе правильного
намерения достигать целей в благоразумных поступках, характеризую-
щих тех, кто обладает добродетелью рассудительности [Аристотель, 1983,
VI 1140b25–30]. На необходимый характер связи практического рассуж-
дения со свободой воли, выступающей рациональным основанием выбора
линии поведения по осуществлению желаний, указывал Кант, выдвинув-
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ший требование деонтологической оценки практических рассуждений на
их соответствие моральному закону [Кант, 1965, с. 326].

В XX в. дискуссии о роли некогнитивных состояний в рассуждениях
увенчались формулированием понятия интенции — мысле-действия, выра-
жающего отношение агента к действию, которое он намеревается осуще-
ствить [Davidson, 1963; Bratman, 1987]. В метафизическом аспекте понятие
интенции позволило преодолеть разрыв между умозрительной и эмпири-
ческой сторонами практического рассуждения [Dennett, 1971]. В прагма-
семантическом аспекте оно дало возможность отождествить с интенци-
ей, выступающей ключевым элементом делиберативного обязательства, за-
ключение практического рассуждения, посредством которого агент фикси-
рует перед собой или другими готовность осуществить обоснованное рас-
суждением намерение [Brandom, 1994; Scanlon, 1998]. Например, в Рас-
суждении** Обломова он возлагает на себя делиберативное обязательство
по реализации Желания** Обломова не-ВС, а Штольц в Рассуждении*
Штольца берет на себя делиберативное обязательство осуществить Же-
лание* Штольца РБ путем участия в светской жизни и отказа от осу-
ществления Желания** Штольца не-ВС. Если после этого Штольц стал
бы воздерживаться от выездов в свет, как Обломов, а Обломов продолжил
бы выезжать в свет, как Штольц, то такое поведение обоих назвали бы
непоследовательным как идущее вразрез с взятыми на себя делибератив-
ными обязательствами. Понятие интенции открыло перспективу формаль-
ного изучения рациональных агентов при помощи BDI-моделей (мнений-
желаний-интенций), в которых консеквенциалистские, агентные и деонто-
логические аспекты их поведения трактуют как порождаемые на разных
уровнях их интеллектуальных профилей [Rao, Georgeff, 1995].

Помимо того, что верификация посылок и проверка корректности фор-
мы неприменимы к оценке делиберативного рассуждения, ее затрудняют
другие ограничения, преодолению которых способствовало представление
его заключения в качестве интенции. Предъявление агентом желания как
элемента мотивации поступка обычно является результатом других рас-
суждений по избранию наилучшей из рассматриваемых мотиваций, кото-
рые по этой причине нельзя однозначно толковать как предшествующие на-
мерению действовать, наподобие того, как посылки предшествуют заклю-
чению дискурсивного рассуждения. Отождествление заключения практи-
ческого аргумента с интенцией позволило связать оценку его приемлемости
с наиболее эффективной мотивацией поступка [Bex et al., 2009], а также
сформулировать модулярный подход к его репрезентации, согласно кото-
рому интенция выступает его заключением лишь на завершающем этапе,
которому предшествуют рассуждения по поводу оценки текущей ситуа-
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ции, релевантности правил, ценностей или норм, избрание целей и средств
и т.п. [Macagno, Walton, 2018].

Ориентиром для оценки практических рассуждений служат схемы ар-
гументации — наследующие античным идеям диалектических топов вы-
сказывательные формы, которые, в отличие от логической формы демон-
стративных умозаключений, фиксируют не строение, а особенность содер-
жательной связи посылок и заключения, позволяя оценивать их приемле-
мость при помощи критических вопросов относительно этой связи [Walton
et al., 2008]. Строение делиберативного аргумента на завершающем этапе
чаще всего воплощает 2-посылочную схему аргументации «к последстви-
ям». Целевая Посылка 1 выражает некогнитивное состояние — целеполага-
ющее приоритетное желание рассуждающего, а целе-средственная Посыл-
ка 2, выражающая когнитивное состояние, — его мнение о предпочитаемых
путях осуществления желаемого, выступающее одновременно предположе-
нием об их эффективности:

Схема делиберативного аргумента «к последствиям».

Посылка 1. Цель G1 приоритетнее для меня, чем цель G2.

Посылка 2. Чтобы достичь G1, нужно выполнить действие D,

а не F , потому что D лучше, позволит осуществить G1, чем F .

Заключение. Значит, ради достижения G1 я выполню D, а не F .

С помощью этой Схемы выше реконструированы Рассуждения* и **
Штольца и Рассуждение** Обломова. Сложное условное предложение в
Посылке 2 носит прогностический характер, его консеквентом выступа-
ет утверждение о приоритетном желании из Посылки 1. В Посылке 1 ав-
тор упорядочивает предполагаемые ситуации по степени желательности
их осуществления, обусловливая их предпочитаемыми путями в Посыл-
ке 2. [Atkinson, Bench-Capon, 2007] предлагают обширный список критиче-
ских вопросов, сокращенно — КВ, к аргументам «к последствиям». В свете
(1) и в контексте делиберативного обязательства автора рассуждения мы
сосредоточимся на ключевом из них:

КВ Позволяют ли предлагаемые в Посылке 2 пути осуществить же-
лаемое из Посылки 1?

Положительный ответ на КВ, в силу своей совместимости с заключе-
нием проверяемого делиберативного аргумента, указывает на его приемле-
мость, а отрицательный ответ отклоняет его, будучи несовместим с заклю-
чением.
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4. Приоритеты и предпочтения в оценке
практических аргументов

В этом разделе мы проверим Рассуждение* Штольца и Рассуждение**
Обломова при помощи КВ, используя идеи упорядочения предпочтений
относительно приоритета из (1).

Для положительного ответа на КВ необходимо и достаточно, чтобы по
меньшей мере одна из предполагаемых агентом ситуаций реализации же-
лания, приоритетного в Посылке 1 и достигнутого каким-либо из предпо-
чтительных способов, предъявленных в Посылке 2, была лучше ситуации,
где не выполняется условие из Посылки 1. Когда аргумент и контраргу-
мент противостоят по поводу способа реализации, как в Рассуждениях* и
** Штольца, то для положительного ответа необходимо, чтобы приоритет
из Посылки 1 был реализован более предпочтительным способом, в про-
тивоположном случае ответ отрицательный. Это отражает идею (1) упо-
рядочения предпочтений в способах относительно приоритета в желаниях,
но не наоборот.

Для того чтобы дать ответ на КВ к Рассуждению* Штольца и Рас-
суждению** Обломова, уточним их приоритеты и предпочтения. Разумно
полагать, что для того, чтобы агент посчитал лучшей некую ситуацию,
достаточно, чтобы в ней выполнялось его приоритетное желание по срав-
нению с теми ситуациями, где этого не происходит, а из таких лучших
ситуаций более предпочтительными будут те, где оно реализовано эффек-
тивнее — быстрее, дешевле, более полно и т.п. Отношение «приоритетнее,
чем» может упорядочивать не только пары, но и наборы желаний. Однако
для оценки практического рассуждения, формулирующего намерение аген-
та осуществить одно конкретное желание, мы ограничимся упорядочением
одиночных желаний и будем считать его строгим в целях оценки рассужде-
ний, исходя из допущения, что для каждого своего намерения относительно
данного желания агент по порядку формулирует отдельное рассуждение.
Строгое упорядочение приоритетов между желаниями относительно мно-
жества предполагаемых ситуаций их реализации в смысле «лучше, чем»
обозначим символом ≺ и запишем следующим образом:

Приоритет* Штольца не-РБ ≺ РБ.

Приоритет** Штольца ВС ≺ не-ВС.

Приоритет* Обломова не-ПЧТ ≺ ПЧТ.

Приоритет** Обломова ВС ≺ не-ВС.
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Приоритет* Дяди Вани не-ППД ≺ ППД.

Приоритет* Подпольного человека не-ПЧВ ≺ ПЧВ.

В отличие от приоритетов, по замыслу (1) упорядочение предпочтений
в способах осуществления желаемого нестрогое. Это отражает идею о том,
что агенту не требуется полагаться сразу на все из них и обычно нет необ-
ходимости строго придерживаться какого-то одного, ведь в противном слу-
чае способ осуществления стал бы частью приоритетного желания. Скорее,
взявшись за исполнение такого желания, агенту придется воспользовать-
ся сначала одним из подходящих способов, и если это пойдет не лучшим
образом или не сработает, то другим и т.д. С учетом предпочтительных
путей реализации желаемого общее нестрогое ≼-упорядочение для относи-
тельного Желания* Штольца таково:

Предпочтения Штольца

(ВС и не-РБ) ≼ (не-ВС и не-РБ) ≼ (ВС и РБ) ≼ (не-ВС и РБ),

где «и» обозначает нечто вроде пересечения или умножения желаний,
за неимением возможности использовать конъюнкцию. Такое упорядоче-
ние позволяет дать положительный ответ на КВ к Рассуждению* Штоль-
ца, отклонив отрицательный ответ на него. По сравнению с линиями пове-
дения, не предполагающими реализации наиболее важного для него Же-
лания* РБ, лучшей линией поведения оказывается (ВС и РБ) — осуществ-
ление приоритетного желания способом, следующим за самым предпочти-
тельным, хотя она и не является наилучшей за недостижимостью послед-
ней, вытекающей из Рассуждения** Штольца.

Абсолютный характер желаний Обломова, Дяди Вани и Подпольного
человека означает, что предпочитаемые пути реализации приоритетного
желания совпадают с его содержанием, потому что абсолютное желание
не предполагает рассмотрения других менее приоритетных желаний или
менее предпочтительных путей их достижения:

Предпочтение* Обломова не-ПЧТ ≼ ПЧТ.

Предпочтение** Обломова ВС ≼ не-ВС.

Предпочтение* Дяди Вани не-ППД ≼ ППД.

Предпочтение* Подпольного человека не-ПЧВ ≼ ПЧВ.

Совпадение порядков приоритета и предпочтения в рассуждениях об
абсолютных желаниях содержательно не делает тождественными желание
и способ его реализации, однако оно исключает отрицательный ответ на
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КВ к таким рассуждениям, превращая их в неопровержимые. Кроме это-
го, оно тривиализирует положительный ответ на КВ, замыкая предпочти-
тельные пути реализации такого желания на приведение положения дел
в соответствие с приоритетом, который сводится к этому предпочтению в
действии. Таким образом, если практические рассуждения по поводу от-
носительных желаний поддаются опровержению и их можно оценить как
приемлемые или нет, то с рассуждениями по поводу абсолютных желаний
сделать этого нельзя. Это означает, что лишь первые могут быть предме-
том логико-аргументативного исследования в предпринятом нами стиле,
а вторые — либо не могут, либо нуждаются в иных подходах для этого, для
чего с учетом успехов в нейронауках, о которых было сказано выше, потре-
буется уточнить логические аспекты интроспекции [Castañeda, 1966; Lewis,
1979; Percus, Sauerland, 2003].

Семантическое основание этого важного вывода связано с идеей услов-
ного модифицируемого обязательства (1), в соответствии с которым, взяв-
шись за осуществление относительного желания определенным способом в
смысле приведения положения дел в соответствие с желаемым, агент обу-
словливает свое стремление двояким образом, подчиняя предпочтительные
средства приоритетности цели. В силу семантического свойства осуществ-
ление абсолютного желания, не связанного с упорядочением предполага-
емых ситуаций относительно приоритета, размывает границу между ним
и предпочтениями, превращая такое желание в нечто вроде мечты, сов-
местимой если и не с любым положением дел, то с любым способом его
реализации:

M,S ⊨ O(γ | ⊤ ∨ ⊥)⇔ Max([[⊤ ∨⊥]]M ) ⊆ [[γ]]M , (1′)

где ⊤ и ⊥ символизируют ожидаемое предпочтительное положение дел и
его отсутствие соответственно.

5. Заключение

Мы предприняли логико-аргументативное исследование практического
рассуждения о действиях по осуществлению желания и выявили крите-
рий определения приемлемости подобных рассуждений, сформулирован-
ный при помощи идеи модифицируемого условного обязательства. Для
этого мы классифицировали семантические особенности желаний, поде-
лив их на относительные и абсолютные, представили заключение прак-
тического рассуждения как интенцию, посредством которой автор берет
на себя обязательства по реализации своего намерения в отношении наи-
более важного желания одним из предпочтительных способов, и уточни-
ли семантическое основание для проверки приемлемости такого рассуж-
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дения путем экспликации отношения обусловливания между приоритетно-
стью желаний и предпочтительностью средств их реализации. В результа-
те удалось показать, что несмотря на то, что желания являются некогни-
тивными состояниями и не поддаются логическому анализу, возможен их
логико-аргументативный анализ в качестве элементов практического рас-
суждения, позволяющий дать ответ на вопрос, является такое рассуждение
приемлемым или нет, правда, только для относительных желаний.
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Аннотация: В рамках статьи предпринимается попытка относительно полно рас-
смотреть идеи неклассической логики шотландского логика, математика и философа
Хью Макколла (1837–1909). Впечатленный идеями Дж. Буля, Макколл в 1877 г. пред-
ложил свой вариант логической системы, предвосхищая некоторые идеи современной
логики. В 1880 г. шотландец указал на неадекватность понимания импликации как от-
ношения следования, а также поставил задачу определить новую импликацию. В ре-
зультате своих исследований Макколл определил импликацию с помощью оператора
«необходимости», а также пришел к идее ограниченности двузначной логики, ввел но-
вые значения, которые можно также трактовать как модальности, причем не только
алетические. Еще одной интересной идеей шотландского ученого можно считать веро-
ятностную трактовку истинности высказываний (1897 г.). Он указал на существование
вероятных высказываний, принимающих истинностное значение из интервала между
1 и 0. Идеи Х. Макколла вызвали заметную дискуссию, в том числе обширную кри-
тику со стороны самых известных ученых-логиков того времени. Несмотря на то, что
впоследствии его идеи были во многом забыты, тем не менее можно утверждать, что
работы шотландского ученого предвосхитили некоторые значимые открытия в логике
конца XIX – начала XX в. В частности, К.И. Льюис ссылался на работы Макколла,
указывал, что его идеи основываются на исследованиях последнего, но в более поздних
трудах уже не упоминает его. Относительную известность труды шотландца получают
уже во второй половине XX в., прежде всего в англоязычной научной литературе, при
этом в отечественных трудах по истории логики имя Макколла практически не упоми-
нается.
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Введение

Шотландский ученый Хью Макколл (1837–1909) является одним из тех
исследователей, чьи работы не были по достоинству оценены во время их
появления, впоследствии были практически забыты (по крайней мере, на
какое-то время), затем пережили своеобразный ренессанс.

Логическое наследие Макколла многогранно и обширно. Его основные
идеи, которые могут быть связаны с некоторыми «неклассическими» раз-
делами современной логики, были представлены в серии статей под общим
названием «Символическое мышление» (всего 8 работ соответственно под
номерами I–VIII) [MacColl, 1880; MacColl, 1897; MacColl, 1900; MacColl,
1902; MacColl, 1903; MacColl, 1905a; MacColl, 1905b; MacColl, 1906a], а так-
же в книге «Символическая логика и ее приложения» [MacColl, 1906b]
и некоторых других. Помимо исследований в области логики и матема-
тики, шотландский ученый также создавал труды по религиозной этике и
был писателем.

В отечественной литературе, посвященной истории логики, имя Мак-
колла упоминается довольно редко. Так, в классическом труде по истории
математической логики Н.И. Стяжкина имеются весьма сжатые сведения о
достижениях шотландского исследователя [Стяжкин, 1967, с. 356–357]. Бо-
лее подробно некоторые аспекты (связанные с модальностями) были рас-
смотрены в диссертационном исследовании Х.К. Кадыг-оола [Кадыг-оол,
2013].

В англоязычной литературе исследования наследия Макколла заметно
разнообразнее и обширнее. Следует отметить, что на рубеже XIX и XX вв.
его идеи бурно обсуждались, но, скорее, в негативном ключе [Там же,
с. 44–48]. Тем не менее во второй половине прошлого столетия многие его
концепции были совершенно заслуженно оценены в заметно более пози-
тивном контексте. Так, Н. Решер в своей классической работе «Много-
значная логика» упоминает Макколла как одного из «отцов-основателей»1

многозначной логики, наряду с Ч.С. Пирсом и Н.А. Васильевым [Rescher,
1969, p. 4]. В 1998 г. его работам был посвящен отдельный номер «Север-
ного журнала философии» [Nordic journal of philosophy, 1998], в него были
включены материалы по итогам отдельной конференции «Хью Макколл
и традиция логики» (29 марта – 1 апреля 1998 г.). При этом в одном из

1В оригинале — “the founding father”.
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наиболее фундаментальных трудов по истории логики Ю.М. Бохеньского
[Bochenski, 1961], шотландский ученый упоминается лишь единожды в свя-
зи с относительно недавними (на момент выхода книги) исследованиями
К.И. Льюиса [Ibid., p. 403]. В настоящее время интерес к идеям Макколла
является более системным. В частности, была выпущена отдельная кни-
га, которая не только содержит антологию важнейших работ, но и анализ
его идей [Rahman, Redmond, 2007]. Наконец, в четвертом томе фундамен-
тальной серии «Справочник по истории логики», посвященном британской
логике XIX в., идеям шотландского ученого посвящен отдельный раздел
[Rahman, Redmond, 2008]. Также невозможно не отметить еще один от-
дельный номер научного журнала, а именно — «Философии науки», це-
ликом посвященный исследованиям наследия Хью Макколла [Philosophia
scientiæ, 2011].

Таким образом, неоднозначные оценки вклада Хью Макколла в даль-
нейшее развитие логики на протяжении первой половины и середины
XX в., недостаточный интерес к его трудам в отечественных историко-
логических исследованиях, на мой взгляд, обуславливают наличие науч-
ной проблемы в истории логики. Главная цель настоящей работы — от-
носительно полное представление некоторых идей шотландского логика,
связанных с разными направлениями современной неклассической логики.
Прежде всего под этими идеями подразумеваются (i) анализ свойств «тра-
диционной» импликации и отношения выводимости, а также вытекающее
из него определение новой импликации, (ii) новации, связанные с много-
значностью и модальностями. Следовательно, настоящая работа является
исследованием по истории логики. Достижение указанной цели возмож-
но прежде всего при поставленных задачах анализа всех основных науч-
ных работ-первоисточников шотландского логика, а также интерпретации
некоторых результатов с помощью средств современной логики. Очевидно,
также было необходимо изучить современные работы, посвященные ана-
лизу идей Хью Макколла. Некоторые из обозначенных идей шотландского
ученого вызвали полемику и критику. Таким образом, еще одной задачей
данной статьи стал анализ обозначенных научных прений.

Помимо методов историко-научного исследования, применялись мето-
ды формальной логики, в частности использовались элементы форма-
лизованных языков классической пропозициональной логики и пропози-
циональной алетической модальной логики. Определяются они стандарт-
ным образом. Иные требуемые определения приводятся по ходу изложения
материала.
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1. Логико-методологические основы
исследований Макколла

Главным источником вдохновения для изысканий Хью Макколла ста-
ли работы выдающегося британского логика и математика Джорджа Бу-
ля. По мнению шотландского ученого, идеи последнего очистили логику
от «джунглей трудностей» [MacColl, 1880, p. 47]. Также стоит отметить,
что сам Макколл прежде всего математик, что выражается во многих ас-
пектах его исследований: используемые символы2, применение математи-
ческих методов исследования (на тот момент он был одним из новаторов),
аналогии с разными разделами математики и т.д. Из всего сказанного выше
вытекает главный мотив его исследований — алгебраизация логики.

По мнению разных исследователей, Хью Макколл достиг выдающих-
ся успехов в данном направлении. Так, Бертран Расселл в своей рецензии
на одну из книг шотландца [MacColl, 1906b] указал на отличительную осо-
бенность подхода последнего: он анализировал высказывания целиком, в то
время как все остальные опирались на анализ классов. В свою очередь, это
позволяло Макколлу исследовать импликации высказываний, а не включе-
ние одних классов в другие [Russell, 1906, p. 255]. По мнению выдающегося
британского ученого и философа, именно шотландский логик стал осно-
вателем теории символической пропозициональной логики и импликации,
осуществив прорывные исследования [Ibid.].

В современных исследованиях данные тезисы были детализированы.
Так, В. Пекхаус указал на признание Эрнстом Шредером первенства
Х. Макколла в формулировке пропозициональной логики. Немецкий уче-
ный употреблял термин «пропозициональная логика Макколла – Пирса»
[Peckhaus, 1998, p. 20]. Ирвинг Анеллис в своих исследованиях указал на
влияние работ шотландского логика на идеи Чарльза Пирса. Последний
был хорошо знаком с работами Макколла [Anellis, 2011].

Макколл исследовал понятие «формальной логики», сформулировал
следующее определение: наука о рассуждении с помощью репрезентиру-
ющих символов, данные символы используются как синонимичная заме-
на более длинных выражений, которые часто требуются [MacColl, 1897,
p. 493].

2По моему мнению, разработанная им система обозначений несколько громоздка и
не совсем интуитивно понятна, в связи с чем в настоящей работе практически не будет
использована, кроме некоторых единичных случаев, специально обозначенных. Схожей
точки зрения придерживался В. Пекхаус, более того, он считал, что не совсем удачная
система символов могла стать одним из факторов, негативно повлиявшим на дальнейшее
распространение идей Макколла [Peckhaus, 1998, p. 31].
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По мнению шотландского логика, логика делится на два направления:
чистая и прикладная. Данная классификация также заимствуется из ма-
тематики: чистая математика (геометрия, алгебра, дифференциальное ис-
числение и др.), прикладная математика (механика, оптика, астрономия
и др.). В свою очередь, чистая логика — максимально абстрактная, об-
щая наука, насколько это возможно, независимая от любого отдельного
предмета исследования. Иными словами, ее принципы и правила рассуж-
дения имеют постоянную силу вне зависимости от предмета исследования
[MacColl, 1880, p. 48]. Так, прикладная логика является попросту приме-
нением описанных выше правил и принципов в разных отдельных науках
и сферах, включая саму математику, а также физику, медицину, даже по-
литику и повседневные обыденные ситуации [Ibid.].

В свою очередь рассуждение также может быть двух видов: ментальное
и символическое. Первый вид не подразумевает использование каких-либо
символов, часто является неосознанным, спонтанным и т.д. Второе связано
с обращением к помощи разных символов с учетом того, что человеческая
память естественным образом может быть несовершенной. Наконец, отсю-
да вытекает идея постоянных (логические термины) и временных терминов
(переменные для высказываний) [Ibid., p. 49].

На мой взгляд, обобщенное описание логико-методологических принци-
пов демонстрирует, как математический подход Макколла, говоря условно,
«естественным» образом приводит к идеям неклассической логики, кото-
рые, в свою очередь, позволяют ему анализировать некоторые философ-
ские проблемы: детерминизм, суть дедуктивного (в логическом смысле)
рассуждения и др. Таким образом, (относительно) строгие определения ло-
гических связок и исследование их свойств методами математики в некото-
ром роде сами по себе наводят на ограниченность «классического» фраг-
мента логики. В связи с этим можно вспомнить знаменитое мнение Яна
Лукасевича, согласно которому великие философские системы буквально
распадаются при применении к ним требований современной математики.
Поэтому «философию необходимо перестроить» и «подкрепить ее новой
логикой» [Лукасевич, 1993, с. 191]. Я считаю, можно утверждать о бо-
лее ранних попытках формализованного решения Макколлом некоторых
философских вопросов. При этом применение его «неклассических» логи-
ческих идей (т.е. той самой новой логики, по мнению Лукасевича) к ука-
занным выше философским проблемам, по моему мнению, было весьма
продуктивным.
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2. Импликация и логическое следование

В исследованиях импликации и логического следования Макколла осо-
бенно важны следующие моменты: исследование т.н. парадоксов матери-
альной импликации и попытки определить иную импликацию, а также по-
следовавшая из данного анализа идея многозначности.

Прежде всего стоит отметить, что Макколл явно сформулировал про-
блему соотношения (материальной) импликации и логического следования.
В некоторых случаях из истинных посылок требуется вывести заключе-
ние, т.е. предпринимаются попытки продемонстрировать, что заключение
истинно в силу истинности посылок. Нечто отличное представляет собой
ситуация, когда посылки не являются истинными. В таком случае мы не
пытаемся вывести заключение (это невозможно ввиду неистинности посы-
лок), а стремимся доказать высказывание: «Множество посылок импли-
цирует заключение» [MacColl, 1897, p. 494]. Соответственно, в первом слу-
чае представлено логическое следование, во втором — импликация. Данная
связка имеет и важное методологическое значение, которое выражается в
«законе импликации». Речь идет о том, что с ее помощью из накопленно-
го опыта [MacColl, 1880, p. 52], который является антецедентным, полу-
чается новое знание (консеквент). На мой взгляд, данный «закон импли-
кации» тесно связан с простейшим видом дедуктивного умозаключения
modus ponens. Также Макколл утверждал, что субъект и предикат в про-
стых высказываниях на самом деле связаны импликацией [Ibid.].

Наконец, шотландский логик выделил две разные логические связки
(в оригинальной символике):

– «:» для обозначения импликации;

– «∴» для обозначения особой связки «следовательно» [Ibid., p. 55].

Определение последней: A ∴ B = A(A : B), т.е. «A, следовательно, B»
равно A ∧ (A→ B). В данном определении можно еще более явно увидеть
связь между отношением логического следования (выраженного у Мак-
колла связкой «следовательно») и modus ponens. Несмотря на то, что рабо-
ты, посвященные данным вопросам, отличаются хронологически, в целом
очевиден единый подход при анализе проблемы соотношения логического
следования и импликации.

Рассмотрим более детально определение «импликации» и несколько по-
яснений к данной логической связке в работе 1880 г. Определение:

– консеквент должен быть истинным в силу того, что истинен антеце-
дент [Ibid., p. 51].
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На мой взгляд, можно отметить, что, скорее всего, Макколл стремился
определить «импликацию» как более адекватную для выражения отноше-
ния «следования».

Пояснения:
– если антецедент истинен, то консеквент должен быть истинным;
– всегда, когда антецедент истинен, консеквент также является истин-

ным [MacColl, 1880, p. 51].
По моему мнению, первое пояснение можно выразить в соответствую-

щем формализованном языке следующим образом: A→ 2B.
Макколл утверждал о равносильности A→ B и A ≡ A ∧ B, что указы-

вает на свойства материальной импликации, ложной в единственном слу-
чае, когда антецедент истинен, а консеквент — ложен. Также шотландский
логик указывал на следующий факт: (A→ B)→ (¬A ∨B) [Ibid., p. 53].

Последняя формула требует более детального рассмотрения. Макколл
отметил, что между формулами можно поставить и знак эквивалентно-
сти. Но поскольку, как я отмечал выше, он по факту определял имплика-
цию с помощью модальностей, указанная выше формула может быть лишь
импликативной. Доказательство шотландского ученого: отрицание эквива-
лентных формул также, очевидно, должно быть эквивалентным. По мне-
нию Макколла, результат отрицания импликации (A → B) может быть
представлен следующим образом: (⋄A∧¬2B) [Ibid., p. 54]. Подобное отри-
цание импликации выглядит, на мой взгляд, несколько спорно, но, скорее
всего, оно связано с первым пояснением к определению импликации, рас-
смотренным немногим ранее. При этом результатом отрицания (¬A ∨ B),
очевидно, является (A ∧ ¬B). Таким образом, по мнению Макколла, отри-
цание импликации приводит лишь к возможности (A ∧ ¬B), в то время
как отрицание (¬A ∨ B) приводит к необходимости (A ∧ ¬B) [Ibid.]. Так,
при рассмотренной интерпретации отрицания указанных двух формул не
являются эквивалентными, соответственно, взятые без отрицания, они так-
же не могут быть эквивалентными.

Исследуя дальше свойства импликации, Макколл, в частности, отмечал
следующие важные факты: 0 → A = 1 (вне зависимости от истинностных
значений A), 0 → 0 = 1. И что весьма важно, шотландец назвал при-
веденные факты «аномальными» [Ibid., p. 55], т.е. фактически указав на
парадоксальность рассматриваемых утверждений.

Еще одно важное определение, которое будет далее использовано: им-
пликации условных высказываний — импликации, антецеденты или консе-
квенты которых являются сложными высказываниями [Ibid., p. 51].

Подводя промежуточный итог, отмечу следующее: в работах 1880 и
1897 гг. Макколл сформулировал важные проблемы, связанные с логиче-
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скими и философскими свойствами импликации, и рассмотрел способы их
формализованного анализа с помощью алгебры логики. Дальнейшие ста-
тьи показывают эволюцию его идей, которые приводят к еще более разно-
образным и интересным результатам, напрямую связанным с основаниями
современных многозначной и модальной логик. Очевидно, что рассмотре-
ние свойств импликации также заметно коррелирует с основами релевант-
ной логики.

Так, в работе 1902 г. Макколл привел определение импликации с ис-
пользованием особой истинностной оценки (в системе Макколла, а факти-
чески — это «невозможность», т.е. получается модализированная форму-
ла, см. след. параграф): A→ B эквивалентно ¬ ⋄ (A ∧ ¬B) [MacColl, 1902,
p. 364].

Наконец, в некотором роде окончательные определения приводятся в
работе 1908 г.:

«“A — ложно или B — истинно” — необходимо истинно (во всех поло-
жениях дел)» [MacColl, 1908, p. 453].

Эквивалентное определение (также приводилось ранее): «Невозможно,
чтобы A ∧ ¬B».

Очевидным образом напрашивается сравнение последних определений
логической связки со «строгой» импликацией К.И. Льюиса. Перед началом
подобного анализа зафиксируем следующие факты:

– Х. Макколл сформулировал проблему соотношения импликации и от-
ношения следования, обозначив, что это не одно и то же;

– шотландский ученый явным образом указал на парадоксальность
некоторых свойств импликации, поставил цель определить импликацию
таким образом, чтобы она более адекватно соответствовала понятию «сле-
дования»;

– для достижения указанной цели Макколл, скорее всего, первым раз-
работал особый алгебраический аппарат (на основе разработок Дж. Буля),
включавший многие инновационные идеи, связанные с разными разделами
современной неклассической логики;

– шотландскому логику удалось сформулировать новую импликацию,
лишенную парадоксов «традиционной» импликации.

В связи с последним тезисом следует непременно отметить, что сам
же Макколл немедленно обнаружил возможность переноса парадоксаль-
ных свойств «традиционной» импликации на его импликацию. В частно-
сти, речь идет о формулах типа ¬ ⋄ A → 2B. Но Макколл утверждал,
что здесь нет парадокса, если применить его определение. Так, последняя
формула по определению выражает следующий факт: «невозможно, что-
бы ¬ ⋄ A было истинным и 2B было ложным». Утверждения ¬ ⋄ A = 1,
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2B = 0 по отдельности являются невозможными. Очевидно, что их конъ-
юнкция также является невозможной. Таким образом, получается очевид-
ный факт: невозможное является невозможным, что, в свою очередь, есть
необходимо-истинное высказывание [MacColl, 1903, p. 357].

Перейдем к сравнительному анализу идей Макколла и Льюиса. Аме-
риканский логик был прекрасно знаком с работами Макколла (см. библ.
[Lewis, 1918]). Льюис с прямыми ссылками на работы и многочисленными
упоминаниями шотландца перенял множество идей из работы последне-
го «Символическая логика и ее приложения» [MacColl, 1906b]. В частно-
сти, американский исследователь использовал истинностные оценки Мак-
колла. А определение строгой импликации и вовсе полностью совпадало
с рассмотренным выше определением импликации шотландского логика.
В оригинальной нотации: ∼ (A − B), где «∼» — невозможность, «−» —
отрицание [Lewis, 1918, p. 293].

В упомянутом выше «Северном журнале философии» высказывалось
мнение, что К.И. Льюис впоследствии предпринял немало усилий, что-
бы исключить упоминания о влиянии работ Макколла на свои открытия.
В частности, в переиздании работы 1918 г. была исключена целая треть
книги. А в совместном труде с К.Г. Лэнгфордом 1932 г. «Символическая
логика» ссылок на Хью Макколла уже не было совсем [Read, 1998, p. 59].
При этом, на мой взгляд, следует отметить, что именно американский ло-
гик, пусть и совершенно очевидно позаимствовав основы своей логики у
шотландца, далее сформулировал системы модальной логики в духе идей
Расселла – Уайтхеда (т.е. как формализованные синтаксические системы),
чего не было у последнего. Таким образом, Льюис, вне всяких сомнений,
совершенно заслуженно считается одним из пионеров модальной логики,
но, как я считаю, каждый раз при упоминании об этом непременным долж-
но быть указание на источник его вдохновения, а именно — на работы Хью
Макколла.

Учитывая все вышеприведенное в настоящем параграфе, отмечу и от-
части повторюсь, что исследования шотландского ученого имели весьма
важное, ключевое значение при постановке рассмотренных выше проблем
и попытках их решить. В частности, В. Пекхаус особо подчеркивал тот
факт, что Макколл за десятилетие до исследований Э. Шредера понимал
и использовал пропозициональные формулы (включая импликацию) в за-
метно более прогрессивном, современном ключе [Peckhaus, 1998, p. 30].

Наконец, именно из анализа свойств импликации Макколл пришел
к идее многозначности. Выше упоминались импликации условных вы-
сказываний. Приведем более точные определения для дальнейшего ана-
лиза в следующем параграфе. В статье 1902 г. шотландский логик
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дал пояснения, рассматривая две схемы рассуждения: A ∧ B → C и
((A → B) ∧ (B → C)) → (A → C)3. Первая является схемой для ин-
дуктивного рассуждения, когда некоторое знание выводится из эмпири-
ческих данных (т.е. из конъюнкции простых высказываний). Стоит заме-
тить, что все высказывания при подобном рассуждении — простые в том
смысле, что в них непосредственно утверждается о некоторой ситуации
в действительности. Импликация в подобном высказывании называется
простой. В свою очередь, транзитивность состоит из нескольких простых
импликаций, а главная связка в ней — импликация второго уровня. Ее
(формулы) истинность уже не зависит от эмпирических данных, т.е. носит
формальный характер [MacColl, 1902, p. 368].

3. Многозначность и модальности

Макколл впервые обозначил недостаточность двух истинностных оце-
нок в 1897 г. [MacColl, 1897, p. 496]. Выше упоминалось, что Н. Решер
обозначил его в качестве одного из отцов-основателей многозначной логи-
ки. Скорее всего, американский логик имел в виду следующее: Макколл
был в некотором роде идеологом. Потому что далее в своем труде он (Ре-
шер) назвал подлинных пионеров многозначной логики — Я. Лукасевича и
Э. Поста, которым удалось построить соответствующие формализованные
системы [Rescher, 1969, p. 7–9].

Какой же конкретный вклад в формулировку и дальнейшее развитие
идеи многозначности внес Макколл? Сразу отмечу, что многозначность
в работах шотландского ученого тесно связана с модальностями, в связи
с чем анализ данных направлений объединен в одном параграфе. Итак,
шотландский ученый совершенно явно сформулировал положение об огра-
ниченности использования в некоторых случаях лишь двух истинностных
значений — истины и лжи. В ранее упомянутой статье Макколл указал
на те случаи, когда двух значений не хватает: речь идет о формулах,
когда антецедентом и консеквентом некоторой импликативной формулы,
в свою очередь, являются импликативные формулы. Буквально утвержда-
лось следующее:

«При работе с импликациями более высокого уровня (т.е. с импликаци-
ями импликаций) исчисление с двумя измерениями слишком ограниченно,
таким образом, в подобных случаях мы должны принять трехчастную
классификацию наших высказываний. Мы часто имеем случаи, когда тре-
буется рассматривать не просто истинные или ложные высказывания, но

3Макколл в указанной статье утверждал, что впервые данная формула появилась
именно в его работах.
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также необходимые. . . , невозможные. . . и вероятностные» [MacColl, 1897,
p. 496].

Известно утверждение Яна Лукасевича, что при создании первой систе-
мы многозначной логики именно он впервые указал (в 1920 г.) на наличие
обособленного принципа в классической логике — двузначности, опираясь
на логические идеи Аристотеля и стоиков [Лукасевич, 1959, с. 280–281].
Соответственно, при построении многозначной логики следует отказать-
ся от него, т.е. речь идет о новом принципе: истинностных оценок может
быть больше, чем истина и ложь. При этом вышеприведенный фрагмент
из работы шотландского ученого наглядно демонстрирует, что Макколл
фактически утверждал то же самое.

В упомянутом выпуске «Северного журнала философии» в одной из
статей приводится точка зрения, согласно которой шотландский логик не
может считаться «многозначником», в частности предпринимается попыт-
ка опровергнуть мнение Решера об «отцах-основателях» многозначной ло-
гики. Далее истинностные оценки Макколла рассматриваются как модаль-
ности, соответственно, делается вывод: последний не мог внести значимого
вклада в развитие поливалентной логики [Simons, 1998].

Указанная точка зрения, на мой взгляд, имеет под собой веские осно-
вания. При этом автор статьи сослался лишь на одну работу шотландца.
Я считаю, Макколл мог в некотором смысле естественным образом за-
путаться в своих идеях, одновременно нащупывая основы как современ-
ной модальной, так и многозначной логик. В любом случае, убежден, что
приведенный выше фрагмент из его работы принципиально указывает на
ограниченность приписывания высказываниям в качестве истинностных
значений только 1 или 0. Как я уже говорил выше, скорее всего, имен-
но в этом смысле Решер указывал на Макколла как на одного из свое-
образных идеологов многозначной логики. При этом нетрудно убедить-
ся, что, несмотря на некоторую путаницу, его идеи относительно много-
значности были «технически» верными. К примеру, Макколл утверждал:
при трех истинностных значениях («необходимо-истинно», «невозможно-
истинно», «вероятностно-истинно»4) формула (A→B)→((C→A)→(C→B))
является логическим законом. При трактовке указанных истинностных
значений как 1, 1/2 и 0 в трехзначной логике Я. Лукасевича L3 (см., напр.,
[Карпенко, 2007, с. 32]) приведенная формула является тавтологией. Шот-
ландский логик утверждал, что в обратную сторону импликация не явля-
ется логическим законом [MacColl, 1897, p. 496], что также подтверждается

4Данный перевод обозначений для терминов Х. Макколла является авторским, вто-
рые части слов «-истинно» добавлены для подчеркивания того, что обсуждается идея
многозначности.
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в L3. Позволю себе подвести итог и одновременно несколько уточнить весь-
ма важные идеи Х. Макколла относительно многозначности: формально-
истинные высказывания (т.е. истинность которых устанавливается вне за-
висимости от эмпирических данных) не могут быть лишь истинными или
ложными (в отличие от тех самых простых высказываний, описанных в
конце предыдущего параграфа). Для этого и требуется введение дополни-
тельных истинностных значений. Так, в примерах самого Макколла: необ-
ходимым является высказывание «2 + 3 = 5», невозможным — «2 + 3 = 8»,
вероятностным (variable) — «x = 4»5.

Факт того, что идеи многозначности в некотором роде шли вперемеж-
ку с идеями модальной логики, подтверждается тем, что, помимо указан-
ных выше трех истинностных оценок, Макколл оставил значения «истина»
и «ложь», подчеркивая, что истинное высказывание не всегда необходимо
истинно, а ложное — не всегда необходимо ложно [MacColl, 1897, p. 497].
Таким образом, для современных исследователей логики является очевид-
ным фактическое разделение высказываний на модализированные и ассер-
торические.

Стоит отметить, что шотландский ученый в разных работах выделял
несколько видов высказываний, которые не являются необходимыми или
невозможными, а также истинными или ложными. Всего их три вида
[Кадыг-оол, 2013, с. 39]:

1. переменные высказывания (variable), значения — некоторое рацио-
нальное число из [0, 1];

2. вероятные высказывания (probable), вероятность их истинности пре-
вышает 1/2;

3. возможные высказывания (possible), их можно выразить как
⋄A = ¬¬ ⋄ A, т.е. как высказывания с модальным оператором воз-
можности.

Макколл был убежден в тесной связи математической теории вероятно-
стей и «всех проблем формальной логики» [MacColl, 1900, p. 76]. Очевидно,
что и приведенные абзацем выше описания разных типов высказываний
существенно испытывали влияние вероятностного подхода.

В работе 1900 г. стало более явным, что отличные от 0 и 1 истинностные
оценки фактически понимаются как модальности. Так, Макколл принимал
запись «A» как сокращение для «A = 1». Для обозначения истинностных

5Например, при возможных значениях x — 2, 4 и 6, истинностным значением выска-
зывания «x = 4» является 1/3 [MacColl, 1897, p. 496].
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оценок шотландский логик использовал греческие буквы в верхних индек-
сах. Например, выражение «необходимо, что A — ложно» в его оригиналь-
ной записи выглядит следующим образом: Aιϵ, где ι,ϵ — обозначения для
«ложно» и «необходимо истинно» соответственно. Далее для записи фор-
мул будет использован язык пропозициональной модальной логики. При-
нимается сокращение «A» для «A = 1», вместо «A = 0» использовалась
запись «¬A». Один из примеров Макколла: 22¬¬ ⋄ A. Далее он сократил
его до 22 ⋄ A. Таким образом, формулы многозначной логики Макколла
(в его понимании, а по факту — еще и модализированные) можно преоб-
разовывать, в частности упрощать на основе очевидных равносильностей
[MacColl, 1900, p. 75].

На неточность «модальных» идей Макколла указывали Ш. Рахман и
Х. Редмонд. В частности, они предположили, что шотландский ученый мог
понимать модализированные высказывания как один из вариантов кванти-
фицированных. В данном смысле его модальности в чем-то оказываются
схожими с кванторами Г. Фреге ([Rahman, Redmond, 2008, p. 544], так-
же см. след. параграф). И эти же исследователи указывали на некоторые
неточности формализованного языка Макколла в целом [Ibid., p. 548].

Разумеется, выявленные погрешности не стоит воспринимать как при-
нижение достоинств рассмотренных новаций шотландского ученого. Мне
представляется, что его идеи и занятая им впоследствии принципиаль-
ная позиция по их терпеливому, скрупулезному отстаиванию в противо-
вес суровой критике (более подробно см. след. параграф) являются ярким
примером развития науки согласно парадигмальной теории Томаса Куна
[Кун, 1977]. Подведу итоги настоящего параграфа. Макколл сформулиро-
вал следующее принципиальное положение: в некоторых случаях требуется
использование более чем двух истинностных оценок. При этом его новые
истинностные оценки по факту являлись еще и модальностями. Помимо
этого, следует отметить очередной интересный факт: шотландский логик
сформулировал и использовал не только алетические модальности, но и,
например, «известно, что A». В частности, выяснилось, что его теория мо-
дальностей есть система модальной логики Р. Фейса — T [Read, 1998].

4. Влияние идей Макколла на развитие логики

Ранее уже вскользь отмечалось, что идеи Макколла в момент их по-
явления вызвали ожесточенную критику со стороны виднейших ученых-
логиков и научного сообщества в целом. Так, Г. Фреге считал, что мо-
дальности могут быть сведены к высказываниям с кванторами общности
и существования соответственно, а никаких иных истинностных значений,
кроме истины и лжи, быть не может. Б. Расселл критиковал вероятностные
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истинностные значения Макколла, утверждая, что они появляются исклю-
чительно из-за неоднозначности некоторых слов, обвиняя последнего так-
же в том, что тот пытается перенести в логику дефекты обыденной речи
[Russell, 1906, p. 265]. Великий математик и логик также утверждал, что
высказывания могут быть лишь истинными или ложными. В свою очередь,
необходимые и невозможные высказывания — это попросту логические за-
коны и тождественно-ложные высказывания соответственно [Ibid.]. Также
фактически Расселл повторял аргумент Фреге, связанный со сравнением
модальностей с квантифицированными высказываниями [Ibid., p. 259].

Иные ученые, критикуя разработки Макколла, высказывали возраже-
ния субъективного характера. В частности, один из значимых логиков на-
чала XX в. Артур Томас Шерман использовал следующий аргумент про-
тив шотландца: раз настолько выдающиеся умы современности, как Фре-
ге и Расселл, не приемлют идей Макколла, то они попросту ложные, по-
скольку логическое сообщество открыто для любых новых, но полезных
идей [Кадыг-оол, 2013, с. 47]. Помимо указанного, новшества шотландского
логика объявлялись, к примеру, «ненужным усложнением» [Hibben, 1907,
p. 191] и т.д.

Напомню, что тот же Бертран Расселл, критикуя определенные идеи
Макколла, в то же время высоко оценивал вклад последнего в другие обла-
сти логики. По сложившемуся у меня мнению, «классические» фрагменты
идей шотландского логика высоко ценились. Более того, как уже было ука-
зано, он существенно повлиял на дальнейшее развитие классической пропо-
зициональной логики. Но, вероятно, не в последнюю очередь из-за своего
чрезмерного желания дистанцироваться от современников и резковатых
ответных обвинений в неспособности понять его открытия, идеи Маккол-
ла вызывали неприятие. В свою очередь, скорее всего, сам шотландский
ученый в результате занятой принципиальной позиции также мог, с одной
стороны, в чем-то неправильно понимать идеи своих современников, с дру-
гой — игнорировать их. В частности, В. Пекхаус предположил, что шот-
ландский ученый не до конца усвоил подходы Шредера и Пирса. Так, Мак-
колл критиковал последних за то, что их импликации утверждали лишь
включение одних классов в другие, в то время как значение этих связок
зависело от значения переменных [Peckhaus, 1998, p. 30].

В конце упомянутого выше критического обзора Б. Расселл высказал
мнение: не стоит опрометчиво критиковать выбивающиеся из общей колеи,
«немодные» в данный момент идеи, поскольку неизвестно, что будет впо-
следствии [Russell, 1906, p. 206]. Разумеется, выдающийся ученый оказался
прав. Дальнейшее развитие логики показало колоссальный потенциал ис-
следований шотландского логика.
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С именем Хью Макколла отчасти связан переход от логического мо-
низма к плюрализму [Rahman, Redmond, 2008; Grattan-Guinness, 2011].
А. Граттан-Гинесс привел следующие экспликации терминов «логический
монизм», «логический плюрализм». Логический монизм подразумевает,
что лишь одна теория имеет право называться «логикой». Все остальные
теории являются неверными или относятся не к логике. Соответственно,
логический плюрализм подразумевает наличие нескольких разных теорий,
которые являются логикой. При этом Граттан-Гинесс утверждал, что Мак-
колл не был плюралистом в современном понимании, скорее, он пытался
расширить область той единственной логической теории, которая была на
тот момент [Grattan-Guinness, 2011, p. 194]. Принимая данную точку зре-
ния, хотел бы отметить, что до плюрализма в указанном смысле Макколлу,
образно выражаясь, буквально не хватило одного шага, а именно (возмож-
но, в этом заключается определенная ирония) — идей его главных оппо-
нентов, Фреге и Расселла. По моему предположению, применив аксиома-
тический метод в своих работах, Макколл мог незамедлительно открыть
разные системы и, таким образом, стать первым плюралистом в истории
современной логики6.

5. Логика и философия

Данный параграф частично обобщает приведенные выше результаты
анализа работ Х. Макколла.

Прежде всего, вернусь к его весьма продуктивной идее прикладной ло-
гики, согласно которой методы данной науки могут быть применены по-
всеместно. Приведу замечательную цитату из работы 1903 г.:

«Современная символическая логика, в отличие от достопочтенной ло-
гики, изучаемой в школах, является прогрессивной наукой; она не может
претендовать на завершенность или совершенство» [MacColl, 1903, p. 364].

Также Макколл отметил, что отныне математики вынуждены искать
ответы на некоторые наиболее сложные вопросы именно в логике и боль-
ше не имеют права называть последнюю бесполезной или неприменимой к
иным областям знания [Ibid.].

Весьма примечательно, что при этом шотландский логик прекрасно
осознавал возможные пределы применения логики. По мнению Маккол-
ла, зачастую исследователи подменяют символами реальность и буквально
«поклоняются формулам собственного изобретения. <. . . > Тем не менее,

6Разумеется, стоит отметить, что Х. Макколл, к сожалению, не дожил до выхода в
свет главной работы Б. Расселла и А. Уайтхеда “Principia Mathematica”.
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все формулы, основанные в разной степени на произвольных соглашени-
ях или определениях, непременно должны иметь свои пределы примени-
мости. Когда мы заставляем их выходить за эти пределы. . . они порож-
дают странные парадоксы, которые некоторые выдающиеся логики и ма-
тематики принимают с удивительной готовностью. . . но в которые обыч-
ный человек, обладающий здравым смыслом, упорно отказывается верить»
[MacColl, 1905b, p. 397].

Помимо рассмотренных выше аспектов соотношения импликации и от-
ношения следования, Макколл также разобрал суть условных высказы-
ваний с точки зрения субъективности, психологизма в логике. Очевидно,
логика подразумевает стремление к полному исключению субъективности.
Но это не всегда возможно, когда речь заходит об основных понятиях,
первых принципах и т.д. В частности, когда речь идет об импликации и
следовании. В повседневной речи утверждения A → B или «A, следова-
тельно, B», как правило, подразумевают, что знание, заключенное в B,
тем или иным образом связано со знанием в A. При этом в логике воз-
можны рассуждения вида «7 × 9 = 63, следовательно, 2 + 1 = 3». Для
пресловутого здравого смысла, т.е. с содержательной или субъективной
точек зрения, подобное утверждение является бессмысленным. В то время
как при использовании определения для «∴» указанное высказывание тут
же становится ясным, определенным — формально необходимым [MacColl,
1906b, p. 82–83].

Практически каждую свою работу Макколл заканчивал рассуждения-
ми более философского характера, которые иногда затрагивали несколько
неожиданные темы. Так, шотландский логик опровергал мнения опреде-
ленных ученых, что некоторые животные, как и люди, способны рассуж-
дать по схемам силлогизмов. Согласно Макколлу, некорректность подоб-
ного убеждения заключалась в некорректном понимании природы логиче-
ской истины: она имеет формально-необходимый характер. И именно по
этой причине доступна лишь человеку, в языке которого можно адекватно
выражать подобные истины [MacColl, 1902, p. 368].

Также, на мой взгляд, заслуживает упоминания трактовка недетерми-
нированных высказываний как дизъюнктивных сложных высказываний
[MacColl, 1880, p. 50]. Я считаю, что в связи с этим можно провести некото-
рые параллели с идеями Н. Решера при определении особой импликации,
для которой вводится истинностное значение T, F . В свою очередь, оно по-
нимается дизъюнктивно: некоторое высказывание может быть истинным
или ложным в зависимости от конкретных обстоятельств [Rescher, 1969,
p. 167].
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Заключение

Исследования Хью Макколла были во многом уникальными и новатор-
скими для своего времени (на рубеже XIX и XX вв.). В них содержались
прогрессивные идеи, связанные сразу с несколькими направлениями совре-
менной неклассической логики.

Несмотря на обширную критику и почти полное забвение в первой поло-
вине XX в. Макколл оказал существенное влияние на дальнейшее развитие
логики. В частности, его идеи подтолкнули К.И. Льюиса к созданию своих
систем модальной логики.

Можно сказать, что в настоящее время несправедливость в оценках ло-
гического наследия Хью Макколла преодолена. Тем не менее изучение его
идей далеко от завершения. До сих пор недостаточно исследованными оста-
ются работы шотландского ученого, связанные с философией языка, мето-
дологией науки и некоторыми другими темами.
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