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Через QC1 обозначим классическую логику предикатов в 
языке £. Тогда логика QK4 определяется следующим образом:

QK4 = QC1 Θ п(<р—> ψ)-~>(οφ—> πψ)  Θ □<£>-» ππφ,
где операция Θ означает замыкание получающегося множества 
формул по правилу modus ponens, правилу обобщения, правилу 
Гёделя и правилу подстановки.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится семантика 
Крипке (см. вступительную статью в [5]); мы будем придержи­
ваться обозначений, введенных в [4 ].

Пусть Р -  некоторая бинарная предикатная буква. Обозначим 
через QCIP фрагмент логики QC1, формулы которого не содержат 
предикатных букв, отличных от Р. Как уже было отмечено выше, 
известно, что

логика QC1P неразрешима.
Прежде чем доказать неразрешимость фрагмента логики QK4, 

состоящего из формул, построенных с использованием одной 
одноместной предикатной буквы, мы построим погружение 
логики QC1P во фрагмент QK4, состоящий из формул, построен­
ных с использованием двух одноместных предикатных букв (и тем 
самым докажем неразрешимость последнего фрагмента). Пусть φ  

-  некоторая формула языка логики QCip Пусть также Qx и Q2-  
одноместные предикатные буквы. Обозначим через <р* модальную 
формулу, получающуюся из φ заменой каждой подформулы φ 
вида Р(х,у) на подформулу n(Q\(x) ν  Qiiy))·

Идея построения формулы φ* взята из [7]. Именно, в [7] 
бинарная предикатная буква моделируется с помощью двух одно­
местных с использованием той же конструкции, только вместо 

v  Qiiy)) рассматривается формула 0(Q ](x) л  Q2(y)). Заме­
тим, что формула n(2 i(x) �y ��Qiiy)) получается из формулы 
- 10(0 ι(* ) л β 2(};)) заменой Qx(x) и Q2(y) на ~-^Q\(x) и п Q2(y) соот­
ветственно. Использование именно формулы n(Qx(x) v Qi(y)) свя­
зано с тем, что при таком моделировании, как представляется 
автору, легче будет понять те рассуждения, которыми будут 
сопровождаться дальнейшие модификации формулы φ*.

Следующая лемма утверждает, что операция * является 
погружением логики QC1P в логику QK4.
Лемма 1 [7]. Имеет место следующая эквивалентность:

φ g QC1P о  φ* �� �� QK4,
Доказательство. Пусть φ g QC1p Поскольку QCl75 c  QK4, то 
φ g QK4. Формула φ* является подстановочным примером фор­
мулы φ, и поэтому φ�F�� �®��QK4
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δ\(χ) = OoQ(x);
Sm+\(x) = o[Q(x) л о (^Q(x) л Sm(x))].

Заметим, что если v -  мир некоторой модели Крипке 
M , = { W \R \D \F ), причем порожденная им подмодель является 
рефлексивно-транзитивной, то для всякого а FD f(w)

(М\ ν) t= Sm[a] <=> существуют миры vb . . . ,  v2m-\ e ^  такие,
что (ΐ)ν  R* V\R*... R f v2w_i, 00  для всякого 
к такого, что 1 < к < 2т -  1, отношение 
{М\ vk) \= Q[a\ выполнено ровно в том 
случае, когда к нечетно, и (ш) для всякого 
мира ν', достижимого из ν, имеет место 
отношение (М \ ν') 1= Q[a\.

Положим
сгт(х) = □(-н£>(х) л 5т{х) л  -n<W*) -> DOfiW).

Для всякой формулы ψ обозначим через ψσ формулу, полу­
чающуюся из ψ подстановкой вместо Qi(x) формулы σ^χ). В 
результате φσ* представляет собой формулу, построенную с 
использованием одной лишь одноместной предикатной буквы Q. 
Для завершения доказательства неразрешимости фрагмента QK4, 
состоящего из формул, построенных с использованием всего 
одной одноместной предикатной буквы, осталось доказать спра­
ведливость следующего утверждения.
Лемма 3. Имеет место следующая эквивалентность:

φ* F QK4 <=> φσ* F QK4.
Доказательство. Пусть φ* F QK4. Тогда φσ* F QK4, поскольку 
формула φσ* получена из формулы φ* подстановкой, а логика 
QK4 замкнута относительно правила подстановки.

Пусть φ* £ QK4. В силу леммы 1 это означает, что φ £ QC1P, и 
по доказательству леммы 1 получаем, что формула φ* опроверга­
ется в корне w модели М* = (fV, R, Д  7), определенной в доказа­
тельстве леммы 1.

Рассмотрим шкалу F = (W ,R ), на которой определена модель 
М *. Расширим F  следующим образом. Из каждого мира поло­
жим достижимыми две рефлексивно-транзитивные шкалы, изо­
браженные на рис. 2, и возьмем транзитивное замыкание полу­
чившегося отношения достижимости. Светлыми кружками изо­
бражены рефлексивные миры, при этом внизу -  мир wktm шкалы F. 
Отношениям достижимости соответствуют линии, соединяющие 
миры, при этом считаем, что верхние миры достижимы из нижних, 
но не наоборот; отношения достижимости, которые восстанавли­
ваются по транзитивности, на рисунке не отражены.
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модель М\ транзитивна, т.е. в ней истинны все формулы, выводи­
мые в QK4. Следовательно, φσ* £ QK4.
Теорема 4. Фрагмент логики QK4, состоящий из всех формул, 
построенных с использованием одной лишь одноместной преди­
катной буквы, неразрешим.

Доказательство. Из лемм 1 и 3 следует, что для всякой L-фор­
мулы φ, не содержащей предикатных букв, отличных от двумест­
ной буквы Р, имеет место эквивалентность

φ е QC1P <=> φ *  е QK4.
Для завершения доказательства осталось заметить, что формула 

выписывается по φ эффективно и не содержит предикатных 
букв, отличных от одноместной буквы Q.

Применим метод, использованный для обоснования теоремы 4, 
чтобы доказать аналогичное утверждение для логики Гёделя-Лёба

QGL = QK4 0 > φ) —> πφ,
шкалами Крипке которой являются в точности иррефлексивные 
транзитивные шкалы, не содержащие бесконечных возрастающих 
цепей, и для логики Гжегорчика

QGrz = QK4 0 πφ~-> φ 0  □(□((£-» πφ) -> φ ) -> φ,
шкалами Крипке которой являются в точности рефлексивные 
транзитивные шкалы, не содержащие бесконечных возрастающих 
цепей, состоящих из попарно различных миров2, и не содержащие 
нетривиальных сгустков. Трудность переноса теоремы 4 на эти 
логики состоит в том, что шкалы F  и Fu которые мы строили в 
обосновании лемм 1 и 3, содержат как рефлексивные, так и 
иррефлексивные миры, в то время как ни одна шкала Крипке 
логики QGL не содержит рефлексивных миров и ни одна шкала 
Крипке логики QGrz не содержит иррефлексивных миров. Тем не 
менее, некоторая модификация формул позволяет провести нашу 
конструкцию и для этих логик.

Сначала рассмотрим логику QGL. Учитывая опыт, получен­
ный при обосновании лемм 1 и 3, будем более кратки в рассуж­
дениях.

Пусть, как и раньше, φ -  некоторая формула языка логики 
QC1P, Q\ и Q2 -  одноместные предикатные буквы, φ* -  модальная 
формула, получающаяся из формулы φ заменой каждой подфор­
мулы φ вида Р(х, у) на подформулу ο(βι(χ) ν  о т -
Лемма 5. Имеет место следующая эквивалентность:

φ е QClP <=> φ* е QGL.

2 Правда, эти логики не полны относительно указанных классов шкал (см. [4], [8]).

187



�� �"�!���`���$���-�4�*�$�%�"�� �����"�%�"�&�)�$�*�Z�� ��� ���-�"�\�)�]� �"�� �&�"�!���`���$���-�4�*�$�%�S��
�-���5�5�.�� ���(�� �$�"�-�4�!�"�� �%�5���*�$�"�� �,�!���-�.���n���)�� �5�"�&���-�)���L�‹�� � �S�+� �"�� �����*�*�5�"�$�����$�4��
�,�!���-�S���n���	���ƒ���7�X ���v�F�=�‰�� �)�� �5�"�&���-�4���M���	���ƒ���7�X��̀��v���	�����o�������:�� � ���� �t�$�"�2�� �,�!���-���(��
�!�"�$�"���.���� �"�$�-�)�]���1�$�*�Z�� �"�$���n�� �)�� ���‚�’�� �-�)�,�4�� �$���5�(�� �]�$�"�� �%�*���� �5�)���.�� �%�� � �)�^��
�)�������b�-���!�*�)�%� �.��

���-�Z�� �%�*�Z�!�"�2�� �b�"���5�S�-�.���‰�� �"�_�"�`� ���]�)�5�� �� �Ñ���8�Œ�ƒ�� �‰���Ó�É �‰ ���� ���"�&���-�4�a
� �"�*�$�4�� ���Ñ�� �w�`���*�$���%�-�Z���$�x�� �"�$� �"�,��� �)���� �&�"�*�$�)�+�)�5�"�*�$�)�� �%�� �5�"�&���-�)�� �����)���!����
�_�.�$�4�� �����b�-���!�*�)�%� �.�5�R�� ���*�-�)�� �e �Q �� � ���!�"�$�"���.�2�� �5�)���� � ���!�"�$�"���"�2�� �5�"�&���-�)
�L�d���ƒ���7�X �����v �•���Ã�‰�q�(�‚�q�'�(���$�"
�7�L�•�� �e�'�� ���ƒ���) �Š���8�Œ�� �—�•�€�� �&�-�Z�� �%�*�Z�!�"�\�"�� �5�)�������� ���� �¨�� �X���$���!�"�\�"�(�� �]�$�"���e���ƒ���f�F�� �)�-�)

�e �• �q�e �i�� �)�5�����$���5���*�$�"���"�$� �"�,��� �)�����#���s�(���S�����‰��
���-�Z�� �%�*�Z�!�"�2�� �b�"���5�S�-�.���‰�� �]�������`�� �"�_�"�`� ���]�)�5�� �b�"���5�S�-�S�(�� ���"�-�S�a

�]���1�p�S�1�*�Z�� �)�`�� �S�‚�`���5��� �"�2�� �!���+�&�"�\�"�� �%�^�"�+�&��� �)�Z�� �¶�� � ���� �� ������ �/�S�*�$�4

�K�-�7�<�:���ƒ�� � �̃—�•�-�7�<�:�™���Š����
���-�Z�� �%�*�Z�!�"�2�� �b�"���5�S�-�.���‰�� �"�_�"�`� ���]�)�5�� �]�������`���‰�¯�� �b�"���5�S�-�S�(�� ���"�-�S�a

�]���1�p�S�1�*�Z�� �)�`�� �S�‚���"�&�*�$��� �"�%�!�"�2�� �%�5���*�$�"���F � � � • � � � :���b�"���5�S�-�.���k�6�•�<�:���� �0�� �t�$�"�5��
�*�-�S�]�������—�/�1�‹�� �Z�%�-�Z���$�*�Z�� �b�"���5�S�-�"�2�(�� ���"�*�$���"��� � �"�2�� �*�� �)�*���"�-�4�`�"�%��� �)���5��
���&�)� �*�$�%��� � �"�2�� �������&�)�!���$� �"�2�� �_�S�!�%�.���F � �

�� ���5�5�����������R�(�,�,�-���(�,�!�-�)���!�1�,�3�8�=�9�#�'���H�"���&���#�1�,�%�-�%�)�!�-�G�w
�‡�’�� ���� �–�°�c���" ���‡� �̄‹�� ���� �–�°�c��

�� �"�!���`���$���-�4�*�$�%�"�� �����"�%�"�&�)�$�*�Z�� ��� ���-�"�\�)�]� �"�� �&�"�!���`���$���-�4�*�$�%�S��
�-���5�5�.�� �V���� ���`�5��� ��� �)���� �*�"�*�$�"�)�$���%�� �$�"�5�(�� �]�$�"�� �%�5���*�$�"�� �,�!���-�.���n�•�� �)�� �5�"�&���-�)��
�L�•�� � �S�+� �"�� �����*�*�5�"�$�����$�4�� �,�!���-�S���n�b���ƒ���7�X�b���v �b�:�� �)�� �5�"�&���-�4��
�M�b���ƒ���•�X�b���v �b���o �b�r �b�:���� �!�"�$�"���.���� �"�$�-�)�]���1�$�*�Z�� �"�$���n �•�� �)���L�•�� �$�"�-�4�!�"���$���5�(�� �]�$�"��
�%�*���� �5�)���.�� �%�� � �)�^�� �)�������b�-���!�*�)�%� �.�§�� �����)�� �t�$�"�5�� �%�� �*�"�"�$�%���$�*�$�%�S�1�p���5��
�5���*�$���������*�*�S�+�&��� �)�Z�� � �S�+� �"�� �%�"�*���"�-�4�`�"�%���$�4�*�Z���-���5�5�"�2���Y��

���`���-���5�5�� �Y�� �)�� ���� ���"�-�S�]�����5�� ��� ���-�"�\���$���"�����5�.�� �����&�-�Z���-�"�\�)�!�)�� �–�°�c��
�����"�����5���� �������@�/�#�6�(�,�%�-�� �1�)�6�&�"�&�� �–�°�c�(���!�)�!�-�)�'�9�&�?�� �&�$�� ���!�,�<�� �A�)�/�(�8�1�(��
�.�)�!�-�/�)�,�%�%� �<�� �!�� �&�!�.�)�1�G�$�)���#�%�&�,�(�� �)�3�%�)�?�� �1�&�5�G�� �)�3�%�)�(�,�!�-�%�)�?�� �.�/�,�3�&�4
�"�#�-�%�)�?���*�8�"��� ���� �%�,�/�#�$�/�,�5�&�(��

�����������4�� �"�_�����$�)�5�*�Z�� �!�� �-�"�\�)�!���� �–�°�=�©���� ���� � ���2�� �&���-�"�� �"�_�*�$�"�)�$��
� ���*�!�"�-�4�!�"�� �*�-�"�+� �����R�� �%�� �*�-�S�]������ �–�°�c�� �5�.�� �5�"�\�-�)�� �`���5��� �)�$�4�� �%�*���� �5�)���.��
�,�!���-�� �n�� �)���n�™�� �)�������b�-���!�*�)�%� �.�5�)�� �5�)�����5�)�(�� ���� �`���$���5�� �w�`���*�$���%�)�$�4�x�� �)�^��
�*� �"�%���� �_�.�$�4�� �����b�-���!�*�)�%� �.�5�)�(�� �`���5��� �)�%�� �%�� � �S�+� �.�^�� �5���*�$���^�� �)�*���"�-�4�`�S���a
�5�.�^�� �b�"���5�S�-�� �5�"�&���-�4� �"�*�$�4�� �¶�� � ���� �5�"�&���-�4� �"�*�$�4�� �M �H���� ���"�� ���*�-�)�� �5�.�� �`���5���a
� �)�5�� �%�� �,�!���-���^���n�� �)���n ���� �)�������b�-���!�*�)�%� �.�2�� �!�"����� �4�� �����b�-���!�*�)�%� �.�5��
�5�)���"�5�(�� �$�"�� �w�b�"�!�S�*�x�� �*�� �`���5��� �"�2�� �5�"�&���-�4� �"�*�$���2�� � ���5�� � �)�]���\�"�� � ���� �&���*�$�R��
�w�����b�-���!�*�)�%� ���Z�x�� �5�"�&���-�4� �"�*�$�4�� �%�.�����+�����$�*�Z�� �]�������`�� �w�)�������b�-���!�*�)�%�Q��
� �S�1�x�(�� ����� ���"�_�"���"�$���Q ��� ���$���� �/�"�t�$�"�5�S���5�.�� ���"�*�$�S���)�5�� �)� ���]����

������





рых s, t e N. Так как (.Mr, w5X) Φ Q\[k\, то и Р[к, /], а
поскольку (Mr, £  g 2[w], то / = т и Μ  Ф Р[к, т ],

Обоснование индукционного шага оставляется читателю.
В результате получаем, что (А/г, w) £  Осталось заметить, 

что в шкале Fr истинны все формулы, выводимые в QGrz, и сле­
довательно, φ ' £ QGrz.

Для всякой формулы ψ будем обозначать через ψσ формулу, 
получающуюся из у/подстановкой вместо Qt{x) формулы сфс).
Лемма 9. Имеет место следующая эквивалентность:

φ ' е QGrz <=> φ 'σ е QGrz.
Доказательство. Ясно, что если φ ' е QGrz, то ςρ'σ е QGrz.
Пусть φ ' £ QGrz. Тогда φ ' опровергается в корне w модели Мг 

(см. доказательство леммы 8). Пусть F3 = ( JF3, /?3) -  шкала, которая 
строится по /у так же, как в доказательстве леммы 3 шкала F\ 
была построена по F. В результате F3 будет отличаться от F\ лишь 
тем, что все миры в ней рефлексивны.

Расширим F3 следующим образом. Положим достижимой из 
корня w шкалы F3 рефлексивно-транзитивную шкалу, изобра­
женную на рис. 3 (светлыми кружками, как и раньше, изображены 
рефлексивные миры, отношениям достижимости соответствуют 
линии, верхние миры достижимы из нижних, но не наоборот), а в 
качестве отношения достижимости возьмем транзитивное замыка­
ние получившегося отношения. Определенную таким образом 
шкалу (W4, Л4) обозначим через F4. На F4 определим модель 
М4 = (W4, R4, D4, / 4), положив для всякого v е W4

D 4(v) =  N ,

кроме того, для всяких v е Ж(т.е. v = w или v = и п е N 
(М4, ν) \= Q[n], 

для всяких к, т, я, г е N

(М4, апХт)t= Q[r]О п = 1;
(МА, bnXm) N Q[r\ <=> η -  1 или п = 3;

(М4, с„)N Q[r\ <=> п -  1, п = 3 или п =

(М4, s iXm) N Q[r\ о (М·, w*,m) t= £>,[/];

(М4, S2,k,m) 1= Q[r]о (Л/г, w*,„) 1= Q2[r\

и для всяких е N
(М4, s) Ф Q[r]; 

в остальном модель М4 произвольна.
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